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DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DETAINEE! 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 
pervenute all Accademia durante le ferie del 1933 (Anno XI). 


(Ogni Memoria e Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo) 


Fisica (Fisica matematica.) — Sulle deformazioni delle piastre 
elastiche. Nota VIII del Socio E. Atmansi\”. 


I. Sia « una funzione regolare in una regione o del piano xy, e che- 
verifica in o |’equazione 
(1) Aue 7 


ove ¢ = cost. >0. In questa Nota, e nella successiva, dimostro (0 richiamo) 
alcune proprieta di siffatte funzioni, proprieta alle quali ho avuto occasione 
di ricorrere nelle Note precedenti. 


Dalla formula 
Ou 
do = {}—4 + ¢? u{ ude + nse as 
on 


© [+B 


si deduce immediatamente che se la w verifica l’equazione (1), ed é nulla sul 
contorno s di c, essa é nulla in tutta area o; che, per conseguenza, asse- 
gnati i valori di « sul contorno, la funzione w, se esiste, € unica. Quanto 
al’esistenza della funzione u, essa si desume dall’ammettere l’esistenza di 
una funzione, regolare in o, che ha sul contorno i valori assegnati, e rende 
minimo il 1° membro dell’equazione (2). 


(1) Pervenuta all’Accademia il 27 giugno 1933. 


—— 4 — 
2. Sia P un punto situato nell’interno di o, nel qual punto la u abbia 
un valore diverso da zero, s’ una linea chiusa, nel cui interno si trovi il 


punto P ed u abbia lo stesso segno che ha in P. Chiamando o’ l’area rac- 
chiusa da 5’, 2’ la normale rivolta verso l’esterno, si ha dalla formula (1): 


ou 
tae ds’ = o | ude’ 
ou 


5! o! 


L’integrale esteso a o’ avra lo stesso segno di w nel punto P; cosi l’inte- 
grale esteso ad's’. Vi saranno dunque sul contorno s’ di 6’, comunque esso 


sia piccolo, dei punti nei quali la derivata 3,7 © Positiva o negativa secon- 


doché € positivo o negativo il valore di u nel punto P. 

Segue da cid che nel punto P, ove la wu per ipotesi é diversa da zero, 
essa non puo avere né un massimo positive ne un minimo negativo. D’altronde, 
in un punto di o in cui la w sia uguale a zero, se vi € un massimo o un 
minimo esso sara nullo. Dunque: in un punto situato nell’interno di o la u 
non pud avere né un massimo positive né un minimo negativo. 

Da questo teorema, che indicheremo con a), derivano i seguenti: 

b) Denoti-U il massimo valore assoluto: di w sul contorno di o. 
Anche nell’interno dovra essere |#|=U, altrimenti si avrebbe, nell’interno 
di o, almeno un massimo positivo o un minimo negativo. 

c) Se sul contorno si ha u => 0, anche nell’interno sara u = 0, altri- 
menti si avrebbe in o un minimo negativo. Parimente, se sul contorno u =o, 
sara u =o anche nell’interno di o. 

E da osservare che se sul contorno la # & compresa fra due limiti 
positivi Uy,U,, CON uy >>u,, la w in o non potra superare u,, cio che da- 
rebbe luogo ad almeno un massimo positivo, ma potra assumere valori com- 
presi fra u, e zero, il che dara luogo ad un minimo positivo, non escluso dal 
teorema a). Un’osservazione analoga pud farsi per il caso che i due valori 
U,,U, Slano negativi. 

; 

3. Sia sul contorno, quindi per il teorema b) anche nell’interno di 
o,|u|/ =U. 

Consideriamo entro o un poligono convesso p, di lati 1, , 1, ,+++ Diciamo 
X1,%2,+++* le distanze di un punto P, appartenente alla superficie di cui p 
é il contorno, dai lati /, ,/,,+++3 e introduciamo la funzione 


(3) : Side uw’ == U (e7™: aE e~ "2 toes), 


estendendo la somma a tutti i Jati del poligono. 
La wu € una funzione regolare che verifica l’equazione (1). I termini 
e~ 1, e—%2, +++ sono tutti positivi; onde w’ sara maggiore di uno qualunque 


EA Se 


di essi moltiplicato per U. In particolare sara uw’ >> U-e-:y quindi sul lato 
5 ove x; =0, sara vu’ >U; e parimente su tutti gli altri lati del poligono. 

D’altra parte sul poligono, come in ogni punto di o si ha |u| =U. 
Si avra per conseguenza sul poligono (ove u’ >U)|u|<w’, quindi wu sara 
compresa fra u’ e —u', vale a dire si avra sul poligono: 


Bee Oe th a ee Oy 


Essendo uv + u’ ed u—u' funzioni che verificano l’equazione (1), per il 
teorema c) si avra, nell’interno di p, u + wv’ 0 , u—u' So, quindi la 
u sara compresa fra —u’ e wu’ ossia si avra |u| =u’; e sostituendo ad w’ 
la sua espressione (3): 


|e | =U (71 4 em on + oe), 


: ng& ‘ : ‘ 
Poniamo ¢ = Se a denoti un numero dispari, a una costante 


= 


positiva (come per le funzioni u che intervengono nelle deformazioni eva- 
nescenti: III, 3). Avremo: 


/ AT Xy __ 2X2 
in| =U le 2a +e 24a Sas 
- Sia .P un punto situato nell’interno di o, r la minima distanza di P 
dal contorno s. Assumiamo come poligono p un esagono iscritto nel cerchio 
di centro P e raggio r. La distanza di P da ciascuno dei lati del poli- 


er 


onde avremo nel punto P, dalla formula precedente, facendo 


gono € —7; 
5 2 ) 
Xx =x, => DoE ag re 
ean 
[vl ss6 Ue 4. *, 
ee /37 é (eee aa ; 
Essendo n= 1 , einai 1.36, sara per qualunque valore di ”, in parti- 
colare per #7 = 1’, 
ekg 6U 
(4) ee ose 
1.36 


e€ 


Da questa formula, supponendo a molto piccolo rispetto alle dimensioni 
lineari di 6, si riconosce che, col crescere di r, w si avvicina rapidamente 
; i dale 

a zero. Per r =a si trova |u|<co.4U, per a=I0a, jul < ZU. Si 


deve anche notare che |u|, in generale, ¢ molto minore del 2° membro 
della formula (4). Per r =0, ossia sul contorno, la formula (4) da |u|<c6U, 
mentre || non supera mai U. 


A a6 
a en 


Serine 


4. Nella Nota V, § 3, si é accennato ai valori che assume, in un punto 
di o inf.® vicino al contorno s, la derivata, rispetto alla normale esterna 7, 


™ 
di una funzione u che verifica l’equazione Au = c?u, con ¢ = fact 


dt CU ase rea : ogee 
L’esame di ae richiede che consideriamo una funzione ausiliaria v , 
n 
regolare nella regione o, del piano xy situata all’esterno di un circolo y di 
. : : ; 3 Te é' 
raggio a, che verifica in a, l’equazione Av = c?v, con ¢ = Bae ed & uguale 


ad t sul circolo y, nulla all’infinito. 

La v sara funzione della distanza r di un punto di o, dal centro O 
del circolo y. In o, la v sara sempre compresa fra I e 0. 

Sia P, un punto di y, e assumiamo come asse delle x Ja retta passante 
per O e P,, col verso positivo OP,, come asse delle y la tangente a y 
in P,. Diciamo o’ la regione di o, corrispondente alle x positive, limitata 
dunque dall’asse delle y e da una meta del circolo r = co; e insieme a v 
consideriamo in o’ la funzione 


che verifica Vequazione Aw = c?w. Su l’asse delle y siha v=I,w=1; 
sul circolo r= co v=0 , ws 0. Sara per conseguenza in tutta la re- 
gione o’, come sul suo contorno, v =w, ossia 


ve. 


Cio varra in particolare per i punti di o’ appartenenti all’asse delle x. Ma 
in questi punti si ha x =r7—a, onde sara 


(5) Te OC SO. 


Essendo d’altronde la v funzione della sola r, questa condizione sara veri- 
ficata in tutta la regione op (limitata dai circoli r =a ed r = oo) in cui 
é definita la funzione v. La v é dunque compresa, in tutti i punti di o4, 
Trapomed ea *); 

Col tendere di r all’infinito, r-e~*”—® tende a zero; quindi anche rv. 


: v 
Sia v, il valore di v per un valore r, di r. La funzione — verifica 


I 


un’equazione analoga alla (1), e sul circolo di raggio 1, é uguale ad 1; 


onde si avra, fra‘r = 7, e r = oy, con una formula analoga alla (5), so- . 


v are 
stituendo a v ed a, ae ed r;, e moltiplicando per v;: 
I 


(6) DSU, tr C= a) 


"4 
: 
E 


SS = 


: : : 
5. L’equazione Av = c?v, essendo v funzione della sola +, assume la 


forma 

dv dv 
(7) Le eer Ses ik 
Poniamo 

lv 

8 Sages, 
(8) pare 
Sara : 

dp te de 


e per |’equazione (7): 


(9) ne = CTV. 

Frar== a; ove v =3.1, ¢d resco, ove ‘vie 04; lav pon poo mai 
andare crescendo (cid che darebbe luogo a massimi positivi, contrariamente 
a quanto si é veduto nel § 2); quindi, per la formula (8), la p non sara 
mai positiva. D’altra parte, per la (9), essa non va mai diminuendo. Dunque, 
col tendere di r all’infinito, p tende ad un limite. 

Ora la formula (8) pud scriversi: 


pat. 


Siano 7,,17, due valori di r, r, >>r;. Avremo: 


[par = (rv), — (rv); — | var. 


of ry 


Facciamo tendere r, ed r, all’infinito, mantenendo costante la differenza 
1, —I13 € dividiamo tutto per r, —71,. Il 1° membro tendera allo stesso 
limite a cui tende p; il 2° membro tende a zero, come v ed rv (§ 4). Dunque 
p tende a zero. 


6. Dalle equazioni (8) e (9), moltiplicate fra loro e per 2, si ha 


Ip te dv 
sy Heomonhone 
ovvero: 
lene 
dr dr 


(c? 1? v2) — 2 c? rv. 


Integriamo fra r,; e oo, osservando che all’infinito p ed rv si annullano. 
Avremo, cambiando i segni: 


lo @) 
2 TED : 
pe=Heriv + 20 | 102 de, 


ry 


= tees 


ove pr =p (tr) , ¥: = (r:); € per la formula (6) 


(o.e) 
erent Ue ae f PR ETA OTe 


Oy, 


ossia: 
200 
(10) paevjit 2| renter) di . 
hy 
Ora 
ie 0s I 
BU WSat60) ee ee pi = cartel, 
. 20°08 ( =] ; 
quindi: 


Vea te —t) Af 7 Baa) 
i re di a (re + 33) 


ry 


onde la formula (10) diverra: 


n<euira (nr st alt 


26 


In questa formula possiamo sopprimere glindici 1, e porre c= 


ro) 


Avremo dunque, per tutti i valori di r fra a e oo: 


2 oa 2 
re(Sjebee e+ a) 


b) 


see dv ae 
quindi,. ponendo p = r——, e dividendo tutto per 7?: 


dr 
dv\ Te Ps aK Sra fay a 
eke eta de 


(i) <(e) 


A maggior ragione, essendo ra, sara: 


(se) <(2) \(S)-%+4. 


3 


Ovvero: 


t 


Tv 
2a 


Estraendo la radice quadrata, e considerando i valori assoluti dei due ra- 


dicali avremo: 


dv 
dr 


M 715, \e Tv I ; 

a + — + —-< 2,2. Sara per conseguenza 
| du | U 
wi 252 — 
dr | a 


per qualunque valore di r. | 
Il numero k = 2,2 interviene nelle formule a cui si é accennato nella 
Nota V, § 3, rormule delle quali mi occuperd nella Nota seguente. 


MEMONE E-NOTE PRESENTATE<DA SOG! 


Matematica. — Su di un’applicazione delle serie di Newton. 
Nota “? di U. Broce, presentata dal Socio S. PINCHERLE. 


E noto dalla teoria delle serie di Newton, che 


oO 
1° data una di essa, > as(z—1)s, esiste un numero reale A (l’ascissa 
s=0 


di convergenza della serie; — oo =A=oo), tale che la serie converge se, 
essendo R (x) la parte reale di z, € R(x) >A, diverge (meno che in cor- 
rispondenza dei valori interi e positivi di 7), se R (7) <A, converge asso- 
lutamente se R(x) >>p, dove AC u<A+1, converge uniformemente 
nel settore 


— 2 +yn<vct— ete K 


se la serie converge in corrispondenza di 7, ed € x —% = rei”; 

2° se & A<1, e la serie rappresenta lo zero nel semipiano R(x) >A, 
& Ap =a, = +++ =0; 

3° se m & un numero intero e positivo, o lo zero, ed ¢ y=E0, 
’ascissa di convergenza dello sviluppo di 7” y* in serie di Newton é ri- 
spettivamente —co,0,co secondo che |y —1|/S1; 

4° se una funzione ®(z) ¢ olomorfa in un semipiano R (7) >a, e 


vi soddisfa la relazione 


(O)) —Cee! 


dove k>>0, essa € suscettibile in R(@®) >a di uno sviluppo della forma 


pha ea ek 


(1) Pervenuta -all’Accademia il 26 giugno 1933. 


> fie 


dove 


OeeteoT ee has. <a loge 


Ed e noto pure che 
5° Vintegrale generale di un’equazione lineare omogenea alle diffe- 

renze di coefficienti costanti é dato da una combinazione lineare di termini 
della forma 7” y%, dove y é una radice dell’equazione caratteristica dell’equa- 
zione, ed m & lo zero o un numero intero positivo al pil uguale all’ordine 
di y. 

Puo venire dedotto da quanto precede, ed in particolare da 2, 3, 5, che, 
sé Ao==0; A;,-+*,A, sono Costanti, ede 


i AS I ee a, eu 
Ri) Act Ag+ ee Ape ge ee 


Cr) lim sup |an| <1 
n —> OO 
le p serie di Newton 
A(X —1)p tar K—)ser + °° (h =0,1,+++,p—tr) 


convergono in tutto il piano complesso, e vi rappresentano un sistema fon- 
damentale di soluzioni dell’equazione alle differenze 


(2) Ao y (%) + Ar Ay (Z) + +++ + Ap APy(%) = 0. 


Si deduce da (1) che il modulo degli zeri di P (z) @ minore di 1, 
che, pertanto, le radici dell’equazione caratteristica 


PQ —t)= Ao AK 1)+--+ +A, G— 1) = Be + Bin BO 


della (2) sono interne alla circonferenza di centro e di raggio 1. Se y é 
una qualsiasi delle radici di P(x —1) =0, ed m € intero e positivo, o lo 
zero, € —oo lascissa di convergenza delle serie di Newton sviluppo di 
2” yi e, pertanto, di ogni soluzione della (2). 

Che cio accada per 


F (%) = Go (KR — 1)p—i + Aa (XZ — T)p eee > 


e per le sue differenze ¢ una conseguenza immediata dalla relazione di ri- 
correnza alla quale soddisfano a,,a;,-++ e di cid, che 


NG = I)p a. (<— 1) ea 
Non potrebbe poi essere 
HF) + Hy AF (z) + --- + Hp, AP-* F(z) = 0 


(1) Si veda il cap. V delle Legons sur les séries d’ interpolation, di N. E. Norvunp. 


% 


2 
= 
"3 


e . 
dove H,,H.,-+-,H,—: sono costanti, o funzioni periodiche di periodo 1, 
non nulle a un tempo, senza che fosse a, = a, =+++ =0, come si vede 


ee nee ed so 


-attribuendo ad m successivamente i valori 0,1,2,--> 
Piu generalmente, 7 sia intero € positivo 


Qo = — 


11 


a. f@) = KtI—I@) 


(Fe PAE X 


e in 


ab fq = SIG) — aI 


Aoy (x) +A: Ay (x) + +--+ ApAPy @)=Boy(z)+BryK +1) tere + 


+ Boy +p) =0 


si sostituisca a y(xy +r), (7 =1,2,-+-,p), la loro espressione 


i aig ees 2 ("easy @ 


4 


ottenendosi 
G) Coy (x) + Cr wAg y (XZ) + ++ + Cap or? AD’ y (x) = 0. 
EC, = Aisne, Se 


I ae te b, 
Co + Crazy t+ + Crpwm np zn” x 


si vede senz’altro che 


eS hae ee OO ED) 


ie 5! 


é soluzione della (3) e pertanto della (2), convergente in tutto il piano com- 


plesso se, essendo B,,f:,--: 


i coeflicienti dello sviluppo della reciproca 


di P(x —1) in serie di potenze decrescenti di x, e 9 il raggio di conver- 


genza di Bo + Piz +--+, € 


log 2 
log e 


log e 
fog 4 gine 


E B,=0. Corrisponderebbe infatti a B, =o , y(%) =C, e quindi 
anche, per la (2), Ao = 0, contro lipotesi fatta. E poi possibile di esprimere 


A’ v(z) linearmente in funzione di AGO), Sa VR), Alt” y (x), 


a  — 


mentre un ragionamento-del tutto analogo a quello usato nel caso di validita 


della (1) permette di vedere che v (zx) , Av(x),° .; At’ (z) costituiscono 
un sistema fondamentale di soluzioni della (2). Che puo venire integrata 
sempre, indipendentemente dalla determinazione delle radici della sua equa- 
zione caratteristica. 


Matematica (Fotogrammetria). — Sulla risoluzione di un pro- 
blema di aero—fotogrammetria. Nota“ di MaRGHERITA P1azzOLLa— 
BeLocu, presentata dal Socio A. Di Lecce. 


1. Nella aero-fotogrammetria ha particolare importanza la determi- 
nazione del punto di stazione e dell’altezza sul piano di stazione del centro 
di vista da cui & stata presa una data fotografia da un velivolo in volo (al- 
texza di Hae non potendosi questi elementi misurare direttamente, come 
avviene per la fotogrammetria terrestre, in cui l’apparecchio fotografico é soli- 
damente appoggiato in un punto ben determinato del terreno. 

I metodi che a tale scopo vengono comunemente usati si fondano sul 
cosidetto procedimento a vertice di piramide, in cui si suppongono dati tre 
punti del terreno, mediante le loro proiezioni ortogonali sul piano di sta- 
zione e le loro quote rispetto a questo piano e che ha per base un proce- 
dimento grafico dovuto a FinsreRWALDER), procedimento che permette di 
trovare una soluzione approssimata del problema. 

In pratica ai valori approssimati (delle coordinate del punto di presa) 
si apportano poi delle correzioni per via analitica con ne aie suc- 
cessive (3), 

Un caso particolare del precedente problema si ha quando, invece di 
tre punti fissi del terreno, sono dati due punti del terreno, e una direzione 
(punto all’infinito). Ne fa cenno il FinsrerwaLpER“), senza darne la solu- 
zione, fuorche nel caso speciale in cui la direzione data sia la verticale. Perd 
anche qui il FINsreRWALDER accenna soltanto ad una costruzione grafica ap- 
prossimata. 

A quanto io sappia per il problema in questione finora sono state pro- 
poste soltanto soluzioni con metodi approssimativi ‘s), 


(1) Pervenuta all’Accademia il 30 giugno 1933. 

(2) S. FinsrerwaLper, Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie [Jahresbe- 
richt d. Deutschen Math. Vercmieans, VI, 2, 1899]. Cfr. anche H. Lurscuer, Photogram- 
metrie (Berlin, Teubner, 1920). 

(3) V. p. es. Huaeksdone u. CRANZ, Grundlagen der Photogrammetrie aus Luftfahr- 
zeugen (Stuttgart, Wittwer, 1919). 

(4) FINsTERWALDER, loc. cit., n. 23. 

(5) Vedi P. Dore, Su di un problema di aero-fologrammetria (L’ « Aerotecnica », 
V, 3, 1925). 


Esso ha una particolare importanza pratica, poiché si presenta-in un 
procedimento per il rilevamento topografico (metodo SANTONT) usato, su larga 
scala, dal nostro Istituto Geografico Militare“). 

Nella presente Nota dopo aver fatto vedere come il problema si possa 
impostare analiticamente provo che (a differenza di cid che succede nel caso 
generale dei tre punti fissi) esso si pud risolvere graficamente con riga e 
compasso, e indico un procedimento al riguardo ©), 


2. Siano L,M i due punti dati, di cui cio€ sono note le proiezioni 
ortogonali L,,M, sul piano di stazione x, e le quote },,h, rispetto a questo 
piano. Sia s la direzione data, che formi cio¢é con m un dato angolo 9, e 
con la retta LM un dato angolo w. 

Sia a la distanza (nota) dei punti L,M. Dicendo O il centro di vista 
(incognito) da cui @ stata presa la data fotografia, si suppongono pero noti 
Pangolo « che OL forma con OM, e gli angoli B e y che la direzione s 
forma rispettivamente con OL e OMS). 

Si tratta di determinare la posizione di O nello spazio. 

Indichiamo con / il segmento (incognito) OL e con m il segmento 
(incognito) OM. 

Supposto che, p. es., L sia il punto pit basso dei due punti dati (4, = h,), 
si conduca per L il piano perpendicolare ad s, e sia S, il punto d’incontro 
di questo piano con s. Analogamente si conduca per M il piano perpendi- 
colare ad s e sia S, il punto d’incontro con s. 

Si avra evidentemente: 


(1) a? = [7 + m*—2I]1mcosa 
Os — 160s 0 

(2) OS, = m-<os ¥ 

(3) SPo7 = d'cos'p 


dove |, m sono incognite. 


(1) Vedi E. Sanront, Dalla fotogrammetria terrestre alla fotogrammetria aerea (L’ «Uni- 
verso», XI, 6-7, 1930). Come direzione fissa ¢ adoperata la direzione dei raggi solari al- 
V'istante dell’esecuzione della fotografia, che si determina fotografando insieme con la zona 
di terreno, con opportuni dispositivi, il sole ed un orologio. Conoscendo cosi il tempo in 
cui il sole é stato fotografato, e supposta nota la posizione di due punti della zona, di cui 
sulla fotografia siano ben visibili le immagini, si pud determinare la direzione del raggio 
solare, calcolandone i valori dell’azimut e dell’angolo di elevazione. 

(2) Per le costruzioni grafiche dettagliate, v. i miei Elementi di Fotogrammetria ter- 
restre ed aerea (Padova, «Cedam», 1933), in cui dd anche delle nuove costruzioni rela- 
tivamente semplici per la determinazione dell’ orientazione della fotografia nel caso dei 


tre punti fissi. 
(3) In pratica questi elementi si ricavano direttamente dalla fotografia, di cui ¢ data 


la «distanza », il punto principale e gli assi fotogrammetrici. 


— 14 — 
Presi i segmenti in valore assoluto, si ha: 


OSs; — OS; atic mp Ds 
ossia sostituendo i valori dati dalle (2) e (3) 


lcosB = mcosy + acos 
da cui 


lcosB —acost 
(4) on cos Y 


sostituendo nella (1), e riducendo, si trova 


(5) I? (cos? B + cos? y — 2 cos @ cos 8 cos y) + 
+ 2 la (cos « cos y — cos 8) cos ) + a? (cos? p — cos? y) = 0 


equazione di 2° grado in I, che risolta da per | due valori. Sostituendo nella (4) 
si trovano i valori corrispondenti di m. 

Si hanno cosi due coppie di valori /,m che soddisfano al nostro pro- 
blema “), 

La discussione dell’equazione (5) mostra che la soluzione diventa iflu- 
soria quando si ha contemporaneamente 


p= oie, ame (p= =) 


2 


ossia quando il piano passante per il centro di vista e i punti dati L,M 


€ perpendicolare alla direzione data s. 
Un altro caso di indeterminazione si ha quando i due punti L,M 
stanno sopra uno stesso raggio visuale, (a = 0). 


3. Sia /;,m, una delle due soluzioni dell’equazione (5) @. Scelto un 
Opportuno sistema di coordinate cartesiane ortogonali (p. es. il punto L, 
come origine, il piano di stazione come piano xy, la retta L,M. come 
asse delle x), dicendo x,y,z le coordinate (incognite) del punto O, ed 
esprimendo analiticamente le condizioni a cui deve soddisfare il punto O, 
si pud ridurre il problema alla risoluzione di un sistema di tre equazioni 
in x,y, di cui due di 1° grado ed una di 2° grado. Si otterranno quindi 
due soluzioni, per ogni coppia di valori | , m soddisfacenti all’equazione (5) ), 


(1) In pratica si potra facilmente scegliere tra queste due coppie di valori, quella 
che corrisponde alla data fotografia, poiché dalle immagini si potra in generale giudicare 
ad occhio quale dei due punti L,M sia pit distante da O, e quindi quale coppia di va- 
lori /,m si debba scegliere. 

(2) In pratica si scegliera quella che corrisponde alla data fotografia. 

(3) In pratica i dati della fotografia permetteranno facilmente di scegliere la solu- 
zione corrispondente alla fotografia stessa. 


4. Graficamente dunque il problema si potra risolvere con riga e com- 
passo. 

Il metodo da me indicato al riguardo® & il seguente: Determinato 
con opportuno ribaltamento sul piano di stazione x, l’angolo che la retta 
data LM forma con la direzione data s, si consideri, indipendentemente 
dalla sua posizione (incognita) rispetto al piano x, il triedro di vertice O 
di cui uno spigolo (semiretta uscente da ©) abbia la direzione data s, e 
gli altri 7,m (su cui si dovranno trovare i punti dati L,M formino con s 
rispettivamente gli angoli dati 8, y, e tra loro l’angolo «. 

Per determinare la posizione dei punti L,M rispettivamente sugli spi- 
goli 1,m del triedro, osserviamo che il segmento LM deve avere la lun- 
ghezza data a, e che la retta LM deve formare con lo spigolo s l’angolo 
voluto ). Si consideri quindi il cono rotondo di vertice O, asse s e aper-_ 
tura Y, e si seghi questo cono col piano della faccia a, limitata dagli spi- 
goli 1,m. Si troveranno cosi due generatrici g,/ del cono, che formano 
con la direzione data l’angolo voluto ~®. Su ognuna di queste generatrici 
si prenda, a partire da O, un segmento OA, rispettivamente OB, uguale al 
segmento dato a. Costruendo nel piano della faccia « (ribaltata), il parallelo- 
gramma che abbia per lato OA, e il lato opposto LM coi vertici situati 
rispettivamente su /,m, il segmento LM, cosi ottenuto, avra per costruzione 
la lunghezza a data, e formera con la direzione data s langolo voluto . 
Analogamente partendo dal lato OB si trovera un altro segmento LM sod- 
disfacente alle condizioni precedenti. 

Per unosservazione gia fatta si potra facilmente decidere quale di questi 
due segmenti corrisponda alla data fotografia. 

Dopo di che, per fissare ]a posizione del vertice O de] nostro triedro 
rispetto al piano di stazione 7, io procedo nel seguente modo %), 

Considerata la sezione del triedro col piano o condotto per LM pa- 
rallelamente ad s, sezione che si comporra del segmento LM(= a) e di 
due semirette p,q parallele ad s, condotte rispettivamente per L ed M (da 
banda conveniente) e formanti con LM l’angolo ) , costruisco la proiezione 
ortogonale Z del vertice O del triedro su questo piano o. Bastera poi ri- 
baltare le tre facce del triedro rispettivamente intorno alle rette LM, p 
e q fino ad adagiarle su o (supposto d’aver tagliato il triedro lungo lo 


(1) V. i miei Elementi di fotogrammetria terrestre ed aerea, sopra citati. 

(2) Le costruzioni relative si possono facilmente eseguire segando il triedro con 
un piano @ perpendicolare allo spigolo s, e prendendo questo piano per primo piano 
di riferimento in un sistema di Monge, che abbia per secondo piano di riferimento il piano 
perpendicolare a w condotto per L,M. In questo sistema si potra facilmente rappresen- 
tare il triedro (ricorrendo allo sviluppo del medesimo sulla faccia «) e cogi il cono, e 
determinare le generatrici ],m, mediante un ribaltamento. 

(3) V. i miei Elementi di fotogrammetria terrestre ed aerea, sopra citati, dove do delle 
costruzioni analoghe anche per il caso generale. 


an ~ ol *, — ee OF OE ee ae ot eee 
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spigolo s e gli spigoli OL e OM), e ricordare che in ognuno di questi 

ribaltamenti i punti che sono rispettivamente proiezione e ribaltamento di 

O stanno sopra una stessa perpendicolare all’asse intorno a cui rispettiva- 

mente il ribaltamento si eseguisce. 

Trovato cosi il punto Z, si potra subito determinare la distanza e del 
vertice O dal piano o, osservando che p. es. del triangolo OZL, rettan- 
golo in Z, si conosce l’ipotenusa OL e il cateto ZL (dati dalla figura), e si 
potra quindi costruire l’altro cateto OZ = 0. 

Si fissi ora un nuovo sistema di riferimento di Monge prendendo come 
piano orizzontale il piano di stazione ~, e piano verticale arbitrario. Sic- 
come dei punti L,M sono date le proiezioni ortogonali su z, e le quote 
rispetto a 7, di questi punti si potra segnare la rappresentazione nel detto 
' sistema di riferimento. 

La direzione s poi essendo data, si potranno per i punti L,M con- 
durre le parallele a questa direzione, che determineranno il piano o (pas- 
sante per LM e parallelo a s). Di questo piano si potranno quindi costruire 
le tracce t,,#,. Il ribaltamento del piano o intorno alla sua traccia oriz- 
zontale f;, sul piano 7, da precisamente l’angolo v. 

Sara agevole ora, servendosi del detto ribaltamento, trovare le due proie- 
zioni del punto Z precedente. Dopo cid si conduca per la retta OZ il piano 
perpendicolare a z. Ribaltando questo piano intorno alla sua traccia sopra 7, 
si potra, determinata precedentemente la quota di Z rispetto a 7, e la distanza 
OZ =e, costruire la proiezione ortogonale di O sul piano m (punto di 
stazione) e la sua quota rispetto a questo piano (altezza di volo). 


5. Nel caso particolare in cui la direzione data sia la verticale, le equa- 
zioni (2) del numero precedente, dicendo } la quota incognita di O si ri- 
ducono a 
h —h, =I1cos8 
ey) h—h, 


da cui 


= MCOS Y 


b=— f, bh —h, 
em = mM = 
cos B cos Y 


e€, sostituendo nella (1) del n. 2 e riducendo, 
(1’) bh? (cos? B + cos? y — 2 cos a cos B cosy) + 
+ 2h[(b; + hz) cos a cos 8 cos y — h; cos? y — h, cos? B] + 
+ hi cos? y + h}cos? B— 2h, h, cos x cos B cos Y — a? cos? B cos? ¥ = 0 


equazione di 2° grado in h, che risolta da per h due valori ©), 


(1) Per scegliere quali di questi due valori corrisponda alla data fotografia, si sosti- 
tuira nelle (2’), da cui in corrispondenza ai due valori possibili di / si otterranno due 


¥ 

= J bs 
b= 
t 


” ly re 


La Soludione é heen nel caso in cui i pane’ Ayae per il centro | Bie Nee 
di vista e per i due punti dati L,M sia orizzontale (b=h,=h,3 lem 

indeterminati). : ae 
Un altro caso di indeterminazione si ha quando i due punti ate M oh) 
stianO sopra uno stesso raggio visuale (n= 0). ‘a he 
Esclusi questi casi, siano 7,7. le distanze (incognite) del punto di 55 tae 
stazione O, dai punti L,, Mo (proiezioni ortogonali sul piano di stazione eae 
dei punti L,M). Si avra evidentemente (mantenendo le stesse notazioni Sop ‘1’ 
dei numeri precedenti): ‘ cae 
=(b—h) tg dee 

2 = (b—h,) tg y ae 


dove i secondi membri sono noti, essendo ) uno dei valori dati dalla (1’). 
Trovate cosi le distanze r,,r. di Oo rispettivamente dai punti RN 
(dati), il punto O, sari uno dei punti d’incontro delle due circonferenze 


aventi rispettivamente per centri Lp, Mo e per raggi 7,, 72. a 
Si hanno cosi per ognuno dei due valori di h, dati dalla(1’) due po- 
sizioni per il punto O,™. eee 
{ oh 
6. In quanto alle costruzioni grafiche, nel caso considerato in cui Ja ee 
direzione data s coincida con la verticale, esse si semplificano notevolmente ®), po 
A es 
; ns 
coppie di valori per 1,m, tra cui si potra, come si é detto al n. 2, facilmente scegliere a 
quella corrispondente alla data fotografia. ye ar 
(1) In pratica si potra facilmente decidere quale di queste due posizioni corrisponda 2 es 
alla data fotografia, poiche dalla fotografia si potra subito giudicare quale dei due punti ‘ Bit 
L,,M, si debba trovare a destra e quale a sinistra di un osservatore collocato coi piedi i. 
in O, sul piano di stazione, e quindi decidere quali delle due posizioni trovate per O, ee 
si debba scegliere, aa 
(2) Il piano di riferimento w perpendicolare ad s é qui un piano orizzontale. Quindi ; 
trovate le lunghezze OL , OM col metodo spiegato, nel sistema di riferimento indicato alla ¢ 


nota del n. 3 € immediata la costruzione del punto di stazione e altezza di volo. 


i) 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 


Matematica. — Sulle funzioni biarmoniche, come prodoth 
analoghi ai prodotti di Lamé, e sulle linee di forza det camp 
Newtoniani. Nota Il, di I. Opatowskt, presentata “ dal Socio 
C. SOMIGLIANA. 


In questa Nota sviluppo ulteriormente i risultati esposti nella Nota I @). 
Nelle citazioni, le formule e i paragrafi della Nota I sono preceduti da I 
romano. 


1. ALCUNI ESEMPI. - Illustriamo le formule generali dedotte nella Nota I 
con tre semplici esempi di funzioni armoniche V, composte coi parametri 
termometrici, assieme alle funzioni W e U che determinano le corrispon- 


denti linee di forza (W e U si deducono da (I, 6) o da CJ, 6’) e da (1, 8)): 


3 3 3 
V= don” , Wad fied 


t=I1 i=r Ci riety AUG 


Gi, 
U =| ky dps — C2 hs des); 
fs 


Vata » W= > [fedi=d ford, 
©) j 
vi [> P2 der — hs px dex); 


=> {(fr des) de: => | de: , W=o,0, 0; ay de, | f do. : [5 do; ’ 


i do, do 
U= ky PRES) Jeno Ot i 
| ral 02 ye Our i 
dove le W soddisfano tutte alla a (I, 11) come si verifica tenendo presente 


la (I, 4); esse sono inoltre funzioni biarmoniche come é facile dimostrare 
in base all’annullarsi delle (1, 13). ° 


(¢) 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 
(2) Questi «Rendiconti», vol. XVI, fasc. 12, pp. 1049-1054. 


: ‘ Vetee P I I 
(3) Le cz sono costanti arbitrarie. Se nella V,cy = 0 si ponga ; oie toe nella W. 

2 3 
ee ; I: F : : 
Analogamente se nella V,c; = co =0 si ponga ase o nella W; in quest’ultimo caso si 


+ » 3 
puod assumere anche W = o;o>. 


(4) Nell’esecuzione dei calcoli é utile servirsi della formula: A(ab) = aAb+ bAa+ 
+ 2grada x gradd. 


PP aia h Ay fi ei 
Zf 
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2. COORDINATE DI ROTAZIONE. — e; = Cost € p, = cost sieno in parti- 
colare superfici isoterme di rotazione attorno ad uno stesso asse 7, € @ = cost 
rappresenti il fascio di piani passanti per z. Introduciamo al posto dip, e 
2 nuove variabili € e y definite dalla trasformazione conforme del piano 
meridiano: e + iz = f(€ + in). Indicando con p,z,@ le ordinarie coordi- 
nate cilindriche, sussistono le relazioni “: 


dé dy 
I = : ; me Ci pee Sid bs, 
(1) p=2()-B(m) dove a=3> © pa i 
: ; 0? 9 3? 9 eee : : 
Siccome dev’essere as + oye = 0, Si ottiene introducendovi p = 


= «-8, e indicando con ¢ una costante arbitraria e con gli apici le deri- 
vate rispetto a Ee x: 


Ponendo 
ye = grad& X gradE = grady X grady , hi = grade X grado 


si deduce 


Te. Ue. \7 oh Coaeaee ize (2 ay RO See 
-=(% +(< = 0 B +o 6 ? pe Be Bee 
Di qui: 

I 


Re as grad 0: x grad Qx =| dé hz = oe (a? B’2 + a’ 2 B?) 3 


2 d rey: i 
hy = grade. X grade. = (or = ap? + ap) 


Per effetto delle (1, 1) si ha allora ky =~? ,k, = @*. Introducendo 
V =F, (€) - F.() - F; (9) nell’equazione di Laplace, cioé in: 


Tr h'0 eV er, oV I oV 
AV =h?|— =, ) = = = 0 
E 0g (2 x) + B oy f on Ey 7 og? 


si deduce, chiamando con a e b due costanti arbitrarie e ricordando le (1): 


dF rh ths io 
: = —_ pests yl (ee 2 b 2 leet 
(2) dp; “ae ( eae onl") 
2 
: dt F eeecE. Be ee ai) 
ee: = ——s 2 Se aes ee 2 2 3 = 1F > 
de® 6 dy, (6 in) ( ap bQ) F dep? ats 


(1) V. la Nota dell’A. negli « Atti R. Accad. d. Scienze di Torino », vol. 68 (1932- 
1933), pp. 135-138. 


(5) 


aaa Oe 
dy qui “(cit.de (173) )t 
G) fread thet 5 f= apes faa 


dove gli apici indicano le derivate rispetto a & e y, e la (1,9) diventa 


Fad ou Ie 0) 


cosi per il calcolo della U mon occorre alcuna eliminazione di variabili (gli 
apici indicano le derivate rispetto a — e 7). 
Applicando le relazioni di Cauchy—Riemann alla trasformazione con- 


forme ep + iz = f(&+ 7m), si ha: 


(4) de 


am 9 e ; eg» e ; 
en ie EEE ya lye hz pa a Sa Hy BLUE es HE) t 
ox 2p h oe J Boe > ae 2p I h a8 
Tenendo conto di queste due relazioni, delle (1) e (2), osservando 
inoltre che ce =o e ricordando che “= Zh tes ¢ si Ottiene: 
ox a p 
I eV o&  2V mM 8#V w® #V 
2 (b — ac) ml x o& ao Oz on op ; oz + ep ; az «ax ap 
dove 
LF ede aF dF dF dF 
V = =a ES . F — ud 3: Bhs 3 —< 3 . oar 3 ° 
; atin de, de. dp, P dn dg 


Quindi AAW = 0, come gia abbiamo dimostrato per altra via nel caso 
generale (I, § 2 € 3). 

Riassumiamo brevemente le espressioni di V,W,U a cui conduce 
lapplicazione delle formule generali (2), (5) e (4) pei diversi sistemi di 
coordinate isoterme di rotazione: 

a) Coordinate cilmdriche: E=9 , pp =lop 3 yj =p. = 2% 3.0; =O; 
a=—m?,b=—n?, 


= (Are $ As) (B, Sen my + B, cos mg) Jn (np) 
W = e(A, e% — A, e~”) (B, cos mp — B, sen me) J’, (np) 


Jin (ne) 
lacey 4 


A;, Az, B,,B, sono costanti arbitrarie. Jn (mp) & funzione di Bessel (di 1° 


= Ig (A: e% — A, e—") 


nN 


(1) Un’osservazione riguardante il- calcolo di questi integrali v. nella Nota! dell’A. 
negli « Atti R. Accad. d. Scienze di Torino», vol. 68, 1932-1933, p. 359-363. 


o di 2* specie). L’apice indica la derivata rispetto a np - J’, si pud elimi- 


nare mediante la nota formula: 2)’ (ne) = Jn—: (19) —Jw 4s (ne). 
b) Coordinate sferiche: €=\gr,seny—=cos@=p ; «=r,B= 
— ie a =—m,b=n(n+1)—m?. 
V = (Arr” + A, 1—(@+) (B, sen mp + B, cos me) Pra (p) oe 
W=(Ar nr *+*— A, (n + 1) 77") (B; cos mp — B, sen mp) (1 —y2)P’ (wu) 


U = 1g (Ar nt 1— A, (m 4 1) 17") — n(n +1) i a os : ioe 


P,.,»() sono funzioni sferiche (di 1* o di 2° specie). P,,,,, si pud eliminare Ay 
. , \ -_ 
per mezzo della relazione: (1 — 2) P,, » =V1I — pw? Pnis,,—muP,,,, che 


Si ottiene derivando rispetto a pw la nota formula: (1 — 2)? a a = peg a? 
u a 
e moltiplicando ambo i membri della relazione cosi ottenuta per 1 — py? 4 
(nella formula si ¢ posto P,,, = Px). / 
c) Ellissoide allungato: x +ig =cos(E+in) 3; a =—sen€é, 
b-— sen y, > cose — 1, cosh i= vis 6 = —_ 9? b =n — an (ne 


V = (A; sen mo + A, cos m@) Pm in (he) Pin (V) 
W = (A, cos mg — A, sen mp) - (1 —p?) Pin (uw) - (Vv? — 1) Pe (V) 


tig tealshas a dyow 
Pie (E er Ey VP eres 


d) Ellissoide schiacciato: e + iz = cos(& +7). Ponendo uw = sen&, 
vy = sen hy le formule a cui si perviene possono essere dedotte dalle formule 
ricavate in c), mettendovi dappertutto iv al posto di v e intendendo la de- 
rivazione e l’integrazione fatta pure rispetto a iv. Ss 
e) Paraboloide di rotazione: x +ip =(E+im)y? 3 p = oB = 2Ey; 
a=—m,o=—n. 
V = (A: sen mp + A, cos mg) Jin (n&) + Jin (i019) 
W = (A, cosmo — A, sen m@) Jy, (n&) » Jn (inn) 


_ [Ju(o®) og sf In Ginn) 
u=| careers bee? 


dove gli apici indicano le derivate rispetto a n& e iny. 


3. ALCUNE OSSERVAZIONI RIGUARDANTI L’EQUAZIONE DW = 0. - a) Te- 
nendo conto delle (3) la (I, 12) da nel caso di coordinate cilindriche (v. § 24): 
2be oW 
(6) ee re eaa "6. 


ee) 


Supposto OW =o si deduce di qui: 


Quindi dalla OW =o non segue in generale la biarmonicita di W. Se 
a2 W 
Og? 
e DW =o diventa per effetto della (6) la ben nota equazione a cui sod- 
disfa la funzione associata. La W & quindi in tal caso funzione biarmonica “). 
b) Sieno fr, f2,f; tre valori ben determinati delle fi e oj i. corri- 


spondenti valori di o:. Se W=S,-S,-S, é una soluzione della (I, 11), 


perd il potenziale ¢ simmetrico attorno allasse delle x, alloraa =O , 


val 


BS: ies, = 
—— = @,5;, -dove: la 2 (fun- 
Oo; 


dove S; @ funzione soltanto di o;, dev’essere 


3 
zione soltanto di o;) soddisfa alla relazione > h? 7%: = 0. Confrontando 


t= T 


questa con la (I, 4) si deduce che @ = ea , dove le f.(4 == 1,2, 3) costi- 


z 


tuiscono un sistema arbitrario di soluzioni della (I, 4). Di qui segue in virtd 
della (I, 10) che soltanto quando f; = f;, la S; coincide con la F;. In altre 
parole la (1,7) cioé la W =F, F, F; non rappresenta che una parte dei pro- 
dotti W =S,S.S, soddisfacenti alla (1, 11) cioé alla DW =o. 

c) Se fr, fa, f; soddisfano alla (I, 4) anche cf , cf. , cf, dove c é una 
costante arbitraria vi soddisfano. L’equazione DW =o non cambia pero sosti- 
tuendovi cf; al posto di fi. 


4. COORDINATE CILINDRICHE. — Individuate due schiere di superfici ci- 
lindriche, ortogonali ai piani 7 = cost, per mezzo di una _trasformazione 
conforme del piano (x,y), si ottiene ponendo h? = grad& & grad & = 
= grad yn X grad 7: 


oV eV 2 V 
AV = he ee 
(7) (ae +e) 


oz? 
La condizione a cui debbono soddisfare & e y afincht AV = o am- 


metta infinite soluzioni del tipo V = F, (8) - F: (y) - F; (z) si deduce intro- 
ducendo questo prodotto nella (7). Si ottiene 


I 
(8) =r @ 43x) 
dove y ¢ una funzione soltanto di & e 8 soltanto di ». Ponendo nella (7) 


(1) Come risulta del resto anche dall’espressione di AAW soprascritta. 


— 23 — 
V=F,-F.-+ F; e indicando con a e b due costanti arbitrarie si ottiene 
allora: 


(9) Fr=(-ay—5)F, 5 Fi=(—a3+5)F, ; Fi =aF,. 


3 


Risulta dalla (I, 1): kk; = ky k; ek, k, = 1 (poiche hb? = ht e hy = 1); 
Ouindi k;==k; = 1, ¢ lar€L9) da: 


= laa eae) 
(0) U-|-ay | Beye 


quindi anche qui il calcolo della U non richiede alcuna eliminazione di va- 
riabili. 


OssERVAZIONE. - L’annullarsi delle (I, 13) cioé la biarmonicita della funzione 


ey Abeer aes 
den dyn ad: 


si dimostra assai facilmente, nel caso di coordinate cilindriche, servendosi (anziché delle 
d2lgh a2 lg h 
o&2 on? 
guenza immediata delle formule di Codazzi della teoria delle superficie @) applicate alla 
rete isoterma (€,7) del piano 7 =cost. Introducendo la (8), la precedente si pud anche 
2 (h2 y’) 3 (h2 8’) 
Je eae 
Per brevita ometto lo sviluppo dei calcoli. 


equazioni di Lamé) soltanto della formula = 0, la quale € una conse- 


scrivere: 


Come esempio consideriamo il cilindro circolare. Si ha x + iy = e+'# 


dove: ¢ ='lg' 9-5 +: =p? quindi y =p? , 3=0. Ponendo nella (9) 
a==n? ,b=—m?, Ve W risultano come nel § 2a mentre la (10) da 
+s Mi? iPS (ne) dp ©) 
U = lg (B, cos mp — B, sen mp) + 5 They 2 


dove l’apice indica la derivata rispetto a mp. Per il cilindro ellittico si ha 
analogamente: x + iy = cos(E + in) ; y=sen?& , 3=senh?y e per il 
cilindro parabolico: y + ix =(E+imy? 5 y=4% ,3=47. 


) Dia pp. 3 I OG 9 : IVE 
ee er ae eS 
: VEG e\ VE, vee on \VG mM 
D’=D=D"=oe E=G=+- 

(2) Sommando questa con la U del § 2a e applicando Ja formula 


[(S-2) eS ee eet] 


) dove nel nostro caso 


si ricade nella W del § 2a. 


_ 5. ALCUNE APPLICAZIONI, — @) Consideriamo un ellissoide con semiassi 
=a,b,c, messo a terra e immerso in un campo elettrostatico wniforme d’in- 
tensita F diretto parallelamente al semiasse a nel senso delle x crescenti. 
Il potenziale nello spazio esterno ¢ “) 


ae A i 
EES @ FRO 


@rw@ty@er 2f 
(b? — a?) (c? — a?) (a? + dr) RA) 


dove A, u,v sono le ordinarie coordinate ellittiche, 


RO) =I ENF ENE FH 


e la costante A é definita dalla relazione 


I I [ 
Rages) AQaeaa) RE 


La V é quindi un prodotto di Lamé. Osservando che i parametri ter- 
mometrici sono legati alle A4,u,v dalle relazioni@: dx = R(A)- do, ; 
du =R(w)- de. ; dv=R(v)- dp,; e che il prodotto R (A) - R(u) - R(v) 


€ uguale a meno di fattori costanti a xyz, la (1,7) da: 


I a ee dx i 
W a WK R (a) a I (a +HRQA) R a —= COSC, 
Siccome poi per effetto delle formule generali (I, 1) e (I, 3) 
ks = + (v—2) ney ihas —a— a) = +c? + 22) 


Yapplicazione della (I, 9) (dove al posto degli indici I ,2,3 Si sostituiscano 
- Tispettivamente 2, 3,1) da: 


U= lozea eee i) soe Stet LA = cost. 
Ppepmletynery)” tet 


b) Consideriamo ora un ellissoide allungato individuato dalla coordi- 
nata ellittica v=. (v. § 20) e avente la distanza del fuoco dal centro 
= %. L’ellissoide, di cui la permeabilita magnetica é uguale a y;, sia im- 
merso in un campo magnetico uniforme dintensita H parallelo all’asse x e 
diretto nel senso delle x crescenti (quindi normale all’asse di rotazione del- 


(1) Jeans, Electricity and Magnetism, Cambridge, 1915, pp. 253-254 € 245. 
(2) Ibid., p. 246. 


Pellissoide). Supponiamo che la magnetizzazione nell’interno dell’ellissoide sia 
uniforme. II potenziale nello spazio esterno ¢@: 


V = —HzJ1 — pvyv? — rcoso 
dove 
‘ning +A(Zie Vist — a s) 
Dees) I v? — [| 
essendo 


I 
Ay ally So Os Ci ya a) San 


Le corrispondenti linee di forza risultano date, in virth delle formule 
-generali, da: ; 


W = ee [2 A+ vv(v? — 1)]sen 9 = cost.; 


v (vz — 1) dv 
2A + vv (v? —1) 


U=lgu+] ='c0st. 

c) Consideriamo ancora un corpo dielettrico a forma di ellissoide 
schtacciato, individuato dalla coordinata ellitticay = v. (v. § 2d). L’ellissoide 
sia immerso in un campo elettrostatico uniforme dintensita F, parallelo all’asse 
delle x e diretto nel senso delle x crescenti (quindi normale all’asse di rota- 
xtone dell’ellissoide). Se la polarizzazione nell’interno dell’ellissoide € uniforme 
il potenziale nello spazio esterno é@): 


V = — Fe, fi — pvt + v2 cos 9 
dove 
i A = Fite Gi 
bee: tee i+¥ 5°) 
essendo 
I 2 Vo 
nae 2 pe, oa (e —-1)¥ (1 + v,) I+v 


e le linee di forza risultano date da: 


rae an ~ [2A + w (1 +v2)] seng =cost.; 


v(1I + v?) 
= dv = cost. 6) 
U=lget | ao + v?) 
(1) OLLENDoRFF, Potentialfelder der Elektrotechnik, Berlin, 1932, pp. 319-322. 
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2 
fe) Po 


, nella 


(2) Ibid., pp. 298-301 (nella formula 76 a p. 300 occorre 


2 


formula 79 dev’essere ee invece di “a 0, ¢ la distanza del fuoco dall’asse di rotazione). 
ie) 1e) 
(3) Ringrazio il prof. C. Somigliana per i suoi suggerimenti e per I’ interesse con 


cui ha seguito questo lavoro. 


Matematica. — 4 proposito della mia Nota: « Integrazione di 
un’ equazione differenziale presentatasi in ‘ Elettrotecnica” >“. Nota 
di F. Tricomt, presentata dal Socio G. Fusini. 


Il dott. G. Cimmino ha pubblicato nel Zentralblatt fiir Mathematik 
usw. [6. Bd. 2. H. (1933) S. 55] Ja seguente breve recensione del mio la- 
‘voro indicato nel titolo: 

« Es handelt sich um die Gleichung : 


2 

- +M24Nsiny+P=o, 
wobei M,N ,P positive Konstanten sind. Man fragt nach einer Losung y(t) 
mit der Bedingung, dass die Ableitung y’ (t) eine periodische Funktion sein soll. 
Nach des Verf. Diskussion ist die Frage zu bejahen. Der Beweis daftir 
scheint aber dem Ref. nicht zuverlassig ». 

Avendo pregato il Recensore di precisarmi le sue obiezioni, ha avuto 
luogo uno scambio di lettere fra noi, da cui @ risultato che le riserve del 
dott. Cimmino si riferivano a due passaggi contenuti nelle prime pagine del 
mio lavoro (nn. 1 e 2 nelle righe che seguono) cui poi se ne sono ag- 
giunti altri due (nn. 3 e 4). Considerato che gli stessi dubbi presentatisi 
al dott. Cimmino potranno forse essersi affacciati anche alla mente di qualche 
altro lettore, perch effettivamente qualche passaggio del mio lavoro andava 
piu esplicitamente chiarito, ritengo utile, onde eliminare ogni dubbio sulla 
validita dei risultati da me conseguiti, rendere di pubblica ragione le obie- 
zioni del dott. Cimmino e le relative mie risposte, dichiarando pero che non 
intendo assolutamente aprire con cio una polemica (che non avrebbe alcun 
interesse scientifico) e che pertanto con la pubblicazione della presente Nota 
considerero, per parte mia, ]a questione come esaurita. 


1° « In primo luogo — scrive il dott. Cimmino - a pag. 3, sembra che 
Ella ammetta la possibilita di dedurre sempre dalle equazioni 


y=a+bdx +(x), 
,=b+ 9’ (x), 


la x espressa come funzione univoca della y ». 


(1) « Annali della R. Scuola Normale Sup. di Pisa» (2),2 (1933), 1-20. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 7 luglio 1933. 


Sa 


[ons =i 


Rispondo che non ho mai asserito che z fosse univoca, ma solo che 
(salvo un caso d’eccezione) la curva x = x(y) & periodica. Comunque, nei 
casi che effettivamente si presenteranno nel seguito, risultando sempre 
x = dy/dx =o, avra luogo anche lunivocita. 


2° « In secondo luogo, Vaffermazione, a pag. 4, che, se c’t una soluzione 
periodica dell’equazione 


dz? 


ay 7% +B=—siny, 


essa deve avere necessariamente il periodo 2m, non é sufficientemente giustificata : 
é€ ovvio che il periodo non pud essere che un multiplo intero di 27, ma che esso 
debba essere proprio 2% non é ovvio »; ecc. 

Per eliminare questa difficolta nel modo pil semplice, basta osservare 
che se ci fosse una soluzione periodica Z; (y) col periodo 2nm (n intero> 1), 
visto che l’equazione resta invariata con le sostituzioni y; = y + 2m , ¥1= 
=y+4nm,---, ci sarebbero anche le altre » — 1 soluzioni periodiche con 
lo stesso periodo Z,(y)=Z,(y+ 2%) , Z;(y)=Z,(y +4n),--- 
Zn (y) = Z:[y + 2(n—1) x], in contrasto col teorema d’unicita di pag. 7 
(che sussiste inalterato sostituendo 2mm a 2m) ossia, in sostanza, in con- 
trasto col fatto che due diverse curve integrali di un’equazione differenziale 
del prim’ordine non possono tagliarsi fuori dei punti singolari, che qui non 
entrano in considerazione pel motivo cui accenno pit sotto. 


3° Non potrebbero, nel caso di # >a, esistere delle curve integrali 
periodiche, in parte svolgentesi nel semipiano z >> 0 ed attraversanti (neces- 
sariamente) l’asse y nei punti singolari A, ?“). 
La cosa non é possibile perché, fuori del caso di « =a, le due ben 
determinate curve integrali passanti per ogni punto A; non danno luogo a 
soluzioni periodiche. 


4° Finalmente, a proposito del metodo di approssimazioni successive 
consigliato nelle ultime pagine del mio lavoro pel calcolo numerico della so- 
luzione periodica Z di cui é stata precedentemente, per tutt’altra via, dimo- 
strata l’esistenza, il dott. Cimmino scrive che: «resta ben lungi dall’esser “ ovvio” 
che la funzione limite della zn (y) per »—> co debba essere proprio la soluzione 
richiesta ». 
A questo riguardo osservo anzitutto che evidentemente i] Recensore non 
ha tenuto conto del fatto che, come chiaramente risulta dal testo, il metodo 
di approssimazioni successive di cui si discorre non pretende ad alcun va- 


(1) Per brevita riassumo qui il pensiero del dott. Cimmino invece di riportarne le 


testuali parole, come pil sopra. 
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lore teoretico, ma vuol solo suggerire al tecnico (che, non dimentichiamolo, 
il problema trattato sorge da un quesito posto dall’elettrotecnica) un metodo 
di calcolo numerico per migliorare l’approssimazione della soluzione otte- 
nuta per via grafica. Ciononostante convengo che avrei fatto meglio a 
sottolineare il fatto che l’uguaglianza lim zn (y) = Z(y) di pag. 19 é da 
intendersi come un’eguaglianza approssimata. Se invece si vuole che essa 
valga rigorosamente, occorre allora rinunciare alla semplificazione, esplicita- 
mente indicata a pag. 18, consistente nel rimpiazzare Z,41 + %n CON 2%n, 
il che da luogo ad un resto dell’ordine di (%,4;— %n)?. Solo che allora si 
avra, dal punto di vista pratico, l’inconveniente che invece di avere un’equa- 
zione lineare per determinare la costante k, (per »>>1), si dovra risolvere 
(per tentativi o con sviluppi in serie), un’equazione della forma 


-$-]" ET ROe 


Xo 


(fn funzione nota), tal quale come nel caso della prima approssimazione. 

Naturalmente, volendo applicare il metodo di approssimazioni successive 
sotto questa forma, dovra opportunamente modificarsi la relativa dimostra- 
zione di convergenza, ma su ciO non mi soffermo trattandosi di questione 
che, dal punto di vista numerico—pratico, ha secondaria importanza. 

Approfitto infine dell’occasione per rendere noto che ho ideato un in- 
tegrafo per |’integrazione meccanica dell’equazione cui soddisfa Z. Non é il 
caso di stare qui a descriverlo, ma saro ben lieto di fornire le indicazioni 
necessarie per l’eventuale costruzione dello strumento a chiunque possa avervi 
interesse. 


Matematica. — Sur une généralisation de la sommation des 
séries divergeantes de M. Le-Roy. Nota di J. C. VicNaux, presen- 
tata“ dal Socio V. VoLTERRa. 


Dans une Note publicte dans les « Comptes Rendus de |’Académie des 
Sciences » ©) j'ai introduit une méthode de sommation d’intégrales diver- 
geantes et je me propose définir, ici, celle relative aux séries. Cette méthode 
est une généralisation du classique procédé de sommation de séries de 
M. Le-Roy. &) 


Soit la série divergeante 
(ee) 
(1) >» Un 
oO 


et supposons que la série auxiliaire (série adjointe) 


ee) 


(2) O()= 


i ——¥ 0) 


Uns 


T (nt + 3] 
n! 


ou [' (nt + 1) est la fonction eulerienne de 2° espéce et 8 un nombre reel 
positif, soit convergeante pour tout !(0o=t< 1). 
Si le nombre 


[oe) 
§ = im Of). = lim BS 


(—+>1—o ‘—>1—o0 n=0 


T (nt + ay 


n! 


existe et est fini, nous dirons que la série (1) est sommable par le procédé 
de M. Le-Roy d’ordre 8, bref sommable (L-R, 8) avec la somme S. 
La méthode considérée par M. Le—Roy correspond au cas de 8=1. 


2. Dans cette méthode de sommation s’accomplit le théoréme de per- 
manence. : 
I. Si la série } wy est convergeante avec la somme égale a S, elle est'aussi 
oO 


sommable (L-R, 8) avec la méme valeur. 


a | 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 
(2) Sur un methode de sommation de integrales divergentes. « C. R. T.», 142, pp. 1369- 


1371 (1930). ; 
(3) «Annales de la Facalté des Sciences de Toulouse », 2, 1902 p, 217. 
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IL. Si la série > un est divergeante, c’est—d—dire 
te] 


n +4- CO 
lim > 1. = 
1—>0o 0 aa 
on a 
rites 
t—>1—o Fy Ore 


La puissance de la méthode croit avec 8 selon le suivant théoreme. 
Ill. Si la série > its est sommable (L-R, 8) avec somme S, elle est aussi 
0) 


sommable (L-R, 8’) si 8’ >> 8, et avec somme égale. 
Les propriétés fondamentales des séries convergeantes subsistent aussi 
dans cette méthode de sommation “), 


3. En ce qui concerne la théorie du produit de séries sommable, par 


ce procédé, nous pouvons énoncer les deux theorémes suivants, 
IV. Si la série 
(1) Uo tu, tu, +++. 


est absolument convergeante avec la somme wu et la série 

(2) | Vo + Ur; + Ua + oe 

sommable (L-R, 8) avec la somme v, la série produit de Cauchy 

(3) WotwWi+w,+:- Wn = to Un + Uy Un—1 #8 s+ + ty Uo 


sera sommable (L-R, 8) avec la somme uv. 

Si 5 = 0, la seconde série est convergeante et de la résulte le theoréme 
de M. Mertens comme cas particulier de notre théoreme. 

Plus général que le théoreme IV est le suivant. 

Si la série 


Uo uy +u,+-:-- 
est sommable (L-R,8) avec la somme wu et la série 
a - Vv, + Uz “+ eee 
sommable (L-R, 8’) avec la somme v, la série produit Cauchy 
Wo + W, + Wz + ees Wn = tloUn + ¢** + thy Uo 


sera sommable (L-R,8 + 8 + 1) avec la somme uv. 


(1) O. Perron, « Mathematischen Zeitschrift », 1920, PP: 286. E. Boret, Legons sur 
les séries divergentes. Paris, 1928. 
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Fisica. — Sulla sensibilita e sul? approssimazione nella misura 
della resistenza interna dei triodi. Nota di C. Deu, presentata “ 


dal Socio A. Lo Surpo. 


1. In una precedente Nota ®) studiammo la sensibilita di alcuni metodi 
di misura del coefficiente di amplificazione k dei triodi. Ci proponiamo ora 
di fare una analoga discussione sulla resistenza interna p, e precisamente 
di studiare l’approssimazione determinando il massimo errore relativo che 
puo essere commesso nella misura di quella grandezza. 

Esamineremo dunque nei tre paragrafi seguenti ordinatamente i metodi 
di Miller, di Appleton e quello recente del prof. Lo Surdo. Ogni volta 
abbiamo creduto opportuno riprodurre una figura schematica dell’apparecchio. 


2. — Metopo pti MILLER %), 


Riferiamoci alla fig. 1 che rappresenta la disposizione del metodo. 

Come é noto nella determinazione di e si comincia a disporre il cur- 
sore C in una posizione arbitraria sulla resistenza potenziometrica r=r;+r2, 
quindi si pone in parallelo (nel modo indicato) la resistenza R (senza self) 
ed infine si regola il cursore C’ in maniera da non avere alcun suono nel 
telefono T. In tali condizioni si dimostra che la resistenza p é data dalla 
formula : 

(1) p= R(t —1). 

Esamineremo ora le cause che provocano un errore nella determina- 
zione di p, e precisamente considereremo prima i casi limiti (ideali) di 
mancanza assoluta di qualche causa, dopodiché potremo subito (a meno di 
quantita del secondo ordine) calcolarci il caso misto (reale) della coesistenza 
delle varie cause. 

Come risulta dalla (1) sono in generale presenti i seguenti errori: 
errore su R, errore su k, errore sur, e r, ed infine, dovendo usare la 
cuffia, vi sara sempre un errore quando si ritiene che i] suono abbia inten- 


sita nulla. 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 
(2) Cfr. C. Det, Sulla sensibilitd ¢ sull’ approssimazione nelle misure del coeffictente di 


‘amplificazione dei triodi (Questi « Rendiconti», vol. XVII, fasc. 2, pp. 151-160, 1933). 


(3) J. M. Miter, «Proc. Inst. Radio Engin. », 1918, lune. 


a) Cominciamo ad esaminare il caso limite (ideale) in cui vi é sol- 
tanto Verrore casuale di lettura su r,). Allora sara: 
Of. ify Ore eit s 


de = Rk ra 


ed osservando che r=7r, +7. , df; =—84r., otteniamo (dopo facili 
riduzioni e tenendo conto della (1)): 


So _ [ep t+ RU +AP, Sn, 


) eRk r 


fg 
Percio, in valore assoluto, il massimo errore casuale relativo sara: 
os Ae a fe+RGa+4)- _ Ar 

e eRk r 


se Ar, € il massimo errore suscettibile di essere commesso su r,. Dalla 

(2) si vede che tanto per R-+o quanto per R co lerrore diventa gran- 

dissimo, perciO ci sara una condizione optimum (errore minimo) e questa 

Si Otterra ponendo uguale a zero la derivata, rispetto ad R, dell’espressione 

[o + RFQ + k)P 
ekk 


2 Bd 
(3) Saree: 


. Si trova cosi che per il valore 


Ap 


Verrore massimo 


& ridotto al pit piccolo valore. Dai valori approssi- 


4 \ 


mati di p e k possiamo cosi calcolarci mediante la (3) il valore di R che 
conviene prendere per essere nelle condizioni migliori della misura di p, 


(1) In una determinazione precisa di p bisogna naturalmente avere l’accortezza di 
usare reostati che diano la maggior sicurezza di essere stati rigorosamente misurati e gra- 
duati. Supponiamo di essere in queste condizioni ossia riteniamo l’errore costante com- 
messo dalla Fabbrica fornitrice estremamente piccolo. 


4 
, 
F 
E 
3 


Tenendo conto delle relazioni (1) e (3) si trova cosi che le condi- 


ziomi optimum di misura si hanno ponendo il cursore C in una posizione 
tale che 


poe 2 
(4) Dee Sl el 
2k +2 
p Beals . <5 ge a . | Ap 
onendosi in queste condizioni si trova come minimo valore di |— 
il valore : 
(5) | Ap 1 ok Ar, 
SSE eet 02 ee ; 
| e min 4 k if 


b) Esaminiamo ora il caso limite (ideale) in cui sia presente solo 
; } ; ; A : 
Verrore di lettura su R. Questo caso si tratta immediatamente poiché da (1) 
abbiamo: 


permodocheé in tal caso il massimo errore (in valore assoluto) sara 


: a= 


se AR é il massimo errore suscettibile di essere commesso nella lettura 
di R. 

c) Consideriamo ora il caso (ideale) che sia errato solo il valore 
assunto per k. Dalla (1) si ha 


dalla quale si ricava facilmente 


88 op +R 8k 
° ° k 


cosicché per tale causa l’errore massimo risulta 


7a ere 


(7) ° P k 


& Perrore massimo suscettibile di essere stato commesso nella mi- 


ove 


k 
sura del coefficiente di amplificazione. 

d) Esaminiamo infine il caso (ideale) in cui vi ¢ soltanto l’errore 
dovuto al fatto di ritenere nulla l’intensiti del suono emesso dalla cuffia. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 3 


far ia 


Come gia fu osservato in un lavoro precedente) si puo ritenere che lo 
sperimentatore che ascolta abbia praticamente la sensazione di silenzio quando 
Pampiezza jo, della corrente alternata j che attraversa la cuffia, risulta di 
valore non superiore ad un certo valore 7 ®. In conseguenza di cid, fissando 
il cursore C della resistenza r, si ha una indecisione sul valore da attri- 
buire ad R poiché vi € sempre uno spazio A’ R del reostato al quale corri- 
sponde praticamente silenzio nella cuffia telefonica. 
A causa dunque del fatto predetto si ha un errore: 


ve FR 
Bury aes 


che assume il valore massimo quando &’R assume il massimo  valore 


AR: 


E utile determinare a priori il valore A’R dai valori conosciuti di 7 
ed é, (ampiezza della tensione del piccolo alternatore A). Pero per poter 
fare cid in modo facile e piano supponiamo si possa trascurare l’autoindu- 
zione L- della cuffia. Osserviamo allora che ad una delle estremita R’=R+ 

A’R 
a Tigh dell’ intervallo pratico di silenzio si ha che il potenziale alternativo 
all’estremita della cuffia, anziche avere ampiezza zero, avra un’ampiezza 
-7 (essendo r- la resistenza della cuffia). Allora se j; ¢ lampiezza della 
parte -variabile (alternativa) della corrente che attraversa R’ si avra: 


Rl = tao ed 


(9) Uo = — Rj, 


Uo == Tz lo 


ove i, & l’ampiezza massima della corrente che attraversa la resistenza 
ed U,V. sono le ampiezze delle oscillazioni dei potenziali di placca e di 
griglia &), 

Ricorrendo alla equazione della lampada 


=ku +v 


(1) Questi « Rendiconti», vol. XVII, fasc. 2, p. 154, nota (2). 
(2) Cid é solo un Petelio ap piossiaae della realta (come fu gia notato nella 
nota (2) a p. 154). 
(3) I simboli adoperati sono quelli adottati nel noto trattato del Guiton, La ye 
a trois electrodes. 


si ha dunque (dalla 2% e 3% delle relazioni (9)): 
(10) o (in +9) = hrs ig — Rij 
essendo (per la 1@ legge di Kirchoff) 
(11) Bieta 
Pampiezza di j. 
Sostituendo nella relazione (10) ad i, il valore ricavato dalla prima 


delle (9) e trasformando convenientemente, abbiamo il seguente valore vero 
di p: 


atta wee eae leit ees 
Q - )R (i r)j ioak ad 


e siccome il valore assunto come tale é R’ (i otteniamo facilmente: 


UP 


Ora dalla (11) e dalla prima delle relazioni (9) (tenendo conto che j 
é dell?ordine di grandezza di uma frazione di micro-ampére) risulta 


, 
~ 12 bo kR’r 


Jo& a Siccome d’altra parte 7, = — = , risulta infine: 


e+ RK’ +h) 
A’ p | eh seeks al oat 
elle +R (+a) | telets)| 2 


Dalla (12) si vede che tanto per RK —o quanto per R — co il coeffh- 


(12) 


ciente di L diventerebbe infinitamente erande, percio vi sara una condi- 


ce) 
zione optimum (errore minimo) e questa si avra ponendo uguale a zero la 
derivata, rispetto ad R, del coefficiente suddetto. Si trova cosi che per 


p |/ Ve 
; R =-———- - 
(13) Vk nay | ecb 4 


Verrore (12) é ridotto al pit piccolo valore. Tenendo poi conto delle re- 
lazioni (1) e (13) si trova cosi che le condizioni optimum di misura si 
hanno ponendo il cursore C in una posizione tale che 


(14) VY; =T7e Miki) 2 


Ponendosi in queste condizioni potremmo anche determinare l’analoga della 
relazione (5) &. 

Dal confronto della (14) e della (4) si vede che in generale non sono 
soddisfatte le condizioni optimum contemporaneamente per i casi a) e d) a 
meno che r- abbia un valore tale da rendere il valore (14) sensibilmente 
uguale al valore (4). 

Siccome l’errore totale massimo del metodo che esaminiamo (a meno 
di errori del secondo ordine) ¢ uguale alla somma dei quattro errori parziali 
considerati avanti, dall’esame precedente si vede che in pratica conviene 
prendere per r, il valore (4): cosi siamo intanto nelle condizioni migliori 
per l’errore a) ed anche in condizioni vicino alle migliori per il caso ¢). 
Cio fatto conviene prendere una cuffia che abbia 7 il pit: piccolo possibile 
ed inoltre scegliere ¢ il pil’ grande possibile (coll’avvertenza di restare na- 
turalmente nella parte rettilinea delle caratteristiche). 


2. — Meropo pi APPLETON &). 


La fig. 2 rappresenta lo schema del metodo. Si intercala una resistenza 
R in serie sul circuito di placca: quando questa resistenza ¢ corto Circuitata, 
mediante l’interruttore I, si ha una corrente anodica J,, quando non ¢ 


Y) = 
Bree 

; ° 
al pie i ttl 


fig: 


corto circuitata si ha una corrente anodica I,. Se S é la resistenza del 
milliamperometro A, inserito sul circuito di placca, si ha (ricorrendo alla 
formula di Vallauri): 


el: = hv, + (E,—(R+S)hL] +c 
el, = kv, + [E. — SL] + ¢ 


(1) Ricordiamo che per determinare la (12) abbiamo fissato il cursore C del reo- 
stato r. Ora possiamo benissimo fissare R ed allora si avra su r l’intervallo A’r di si- 
lenzio. Ripetendo il calcolo in modo perfettamente parallelo al caso precedente si ritrova 
(come del resto é da attendersi) la formula (12). 

(2) AppLeron, « Wireless World. », 1918. 


ove E, é€ la tensione della batteria anodica e c una costante. Da queste 
relazioni si ottiene facilmente 


(15) CREW io = a SE 


Gli errori riguardano dunque le grandezze R,S,I,,1,. Pur dovendo 
a rigore trattare completamente tutte queste cause, preferiamo, per sempli- 
cita, ritenere di essere in condizioni tali che l’errore su R sia trascurabile 
(usando a tale uopo una cassetta di resistenza sicura). E cosi pure S lo 
supporremo conosciuto con grande esattezza e cosi l’errore sistematico del- 
Vindicazione del milliamperometro lo riterremo estremamente piccolo. 

Resta dunque da esaminare il caso (a rigor di termini ideale) di esi- 
stenza dei soli errori casuali di lettura di I, e I, 


Abbiamo da (15): 
I I Te 
(rs) e 8(T) 


dalla quale con facili passaggi si ottiene: 


de ee él, is ‘ él, 
e+S I,—IL (pe eee 
I] massimo errore si ha quando 81, = Al ed al tempo stesso 81, = —AI} 
allora 


Ap eae Lt) _Al 
eT, se 


e tenendo conto della (15) si ottiene in definitiva: 


ee ee eee Al 


6) R 0 ae 


La (16) mostra che per R->0 e per R->co [errore 


Be | diventa 
e 


grandissimo. Del resto cid si intuisce anche osservando la (15). 
Dunque le condizioni migliori si avranno per un Ate di R compreso 
fra zero e infinito“), Precisamente bastera porsi in condizioni tali che sia 


(1) Esaminando la sensibilita del metodo di Appleton per la misura del coefficiente 
di amplificazione, trovammo la formola (18) seguente (Op. cit., nota (2) a p. 158): 


Avk 2(p +R.) Ain 


k kRy ta 


Allo scopo di completare le considerazioni svolte a suo tempo su tale questione, trasfor- 
miamo la relazione suddetta tenendo conto della relazione (16) della stessa nota. Si ottiene 


: ak 4 ; 

minima l’espressione, in (16), che ¢ a coefficiente di cet Percio bastera 
2 

porre uguale a zero la derivata rispetto ad R: un facile calcolo mostra che 


tale valore minimo si ha per 
(17) R=2-(@ +S). 
Si trova cosi (in tali condizioni): | 


Apia Se pe ee AL 
rs Pe Seca ar 


3. -— Metropo pr Lo Surpo ®), 


La disposizione € quella rappresentata dalla fig. 3: il triodo L é€ posto 
in serie con un diodo V in saturazione, ed in parallelo su questo si pud 
porre, mediante un interruttore I, una resistenza R ed un milliamperometro A. 


Prodotta, mediante il potenziometro P, una variazione u del potenziale 
di griglia, alla quale corrisponde una variazione v (di segno contrario) del 


cosi senza -difficolta la relazione 


A’k — 2[o+Rx (k + 1)/? _ Ata 


k RR, cost. 


ove la costante ¢ uguale a keo + Eo +c. 

Quest’ultima relazione tanto per Ry +0 quanto per Rr—>oo diventa grandissima, 
cosicché si potra parlare anche in tal caso di una condizione optimum ottenuta uguagliando 
a zero la derivata rispetto ad Ry dell’espressione che funziona da coefficiente. Si trova 


, 
cosi che le condizioni migliori si hanno per R= 49 ed allora etvone® ( *) pe 
k a ; Ain min 
=S8o- 5 ° 
P k cost. 


(2) A. Lo Surdo, Nuovo metodo per la determinazione del coefficiente di amplificazione 
e della resistenza interna delle lampade termoioniche. Dati e Memorie sulle Radiocomunica- 
.xioni (Consiglio Nazionale delle Ricerche), 1931. 


potenziale di placca, si chiude il tasto Le si regola la resistenza R sino a far 


ritornare la tensione di placca della lampada al valore iniziale, cio¢ fino ad 
annullare v. Allora si ha: 


(18) phe 


‘ove j & la corrente che passa nel ramo derivato e che si misura col milli- 


amperometro A. 
Esaminiamo ora i seguenti casi ideali 
a) Anche se si & annullata perfettamente la tensione ve si é mi- 
surata j esattamente, si sara commesso un errore nella lettura di u. Si 
avra allora: 


8p Ou 


fe) u 


Se Au é@ il massimo valore dell’errore 8”, si potra ritenere Aw uguale 
ad = della tensione unitaria ((un volta nel sistema pratico), permodoché 
1 
: : . 90 
il massimo errore casuale di — sara: 
e 


x 


(19) |-2:4- 


La frazione — dipendera naturalmente dalla sensibilita del millivoltmetro 
m 


V. e dallo sperimentatore. 
b) Anche se u e 7 si sono misurate esattamente la tensione di placca 
non sara stata ricondotta esattamente al suo valore primitivo E,. Si avra 


ej = ku + SE, 


onde il valore vero di e sara 


ku | SE», 
eats 
J ] 


: ; ku 
e siccome come valore vero si assume -~, sara 


dE, 
ap yest 
aes) 
e percio: 
Sp | SEy 


Se 


Dunque se il massimo valore di SE, ¢ a di volta sara: 


as) =. | Lk ait 


T hus on 


La frazione — dipendera dallo sperimentatore e dalla sensibilita del voltmetro 
n 


elettrostatico V». 


\ 


c) Anche se wu @ stata misurata esattamente e si € annullato v in 
modo perfetto, si sara commesso un errore di lettura di j. Si avra 


We 3 
° ] 
e percid se il massimo valore di 8j é€ - di ampére si avra 
(21) ie J = P. . : . 
fe) ku p 


La frazione 7 dipendera dallo sperimentatore e dalla sensibilita del milli- 


amperometro A adoperato. 


d) Supponiamo infine esista soltanto lerrore del valore assunto per 
k®, Si avra senz’altro: 


(22) *. Pas fea 


Il caso piu sfavorevole si avra quando i quattro errori sono conco- 
mitanti, cio¢ hanno uguale verso. Allora il massimo errore sara (in valore 
assoluto e trascurando quantita del secondo ordine): 


Aplin 32 2 20 ot aa) 
a 2 (ele ee 


mM 


(1) Sul massimo errore a trovammo (Cfr. nota (2) a p. 160): 


Ak seo fare I I 
Feea ek 


ws nen inetd 


Chimica. — Sulle leghe di litio. - 11, Analisi réntgenografica 
del sistema litio-cadmio™. Nota® di A. Baroni, presentata dal 
Socio G. Bruni. 


In una Nota precedente“) ho studiato termicamente e rintgenografi- 
camente il sistema litio-stagno. L’analisi termica mi ha permesso di rilevare 
per questo sistema l’esistenza di tre composti: Li,Sn che fonde a 684°, 
Li,Sn, che fonde a 483° e LiSn, decomponibile a 320° prima di fondere e 
Vesistenza di tre punti eutectici a 458°, 320° e 214° corrispondenti rispet- 
tivamente al 35, 58 e€ 94°/> atomico di stagno. L’analisi réntgenografica 
ha permesso invece solo l’identificazione dei composti Li,Sn ed Li,Sn.; i 
fotogrammi ottenuti col metodo delle polveri sono pero risultati poco nitidi 
e non hanno permesso di affrontare con sicurezza il calcolo della struttura 
di questi composti. Non & stato possibile identificare coi raggi X il com- 
posto LiSn, perché per esso i fotogrammi presentaho solo le linee dello 
stagno e ciO verosimilmente perché questo composto si decompone durante 
il raffreddamento con un effetto termico cosi piccolo da non poter essere 
percepito nelle condizioni di esperienza usate. 

Il sistema litio-cadmio ¢€ stato studiato termicamente per il primo da 
Tammann “) che ha ottenuto un diagramma di stato corrispondente alla 
formazione di una serie continua di cristalli misti con un massimo al 50 °/, 
atomico di cadmio che corrisponde all’esistenza di un composto LiCd. Con 
la lega al 67.5 °/, atomico di cadmio egli ha osservato che invece di un 
intervallo di cristallizzazione quale ¢ presentato da tutte le altre miscele, si 
ha una temperatura di cristallizzazione costante; inoltre nella curva di raf- 
freddamento di questa lega si osserva un piccolo punto di arresto a 356° 
che non si osserva nelle leghe vicine. Secondo questo Autore cio permette 
di identificare in questo punto |’esistenza di un composto della formula LiCd, . 

Il sistema litio-cadmio é@ stato studiato anche recentemente da Grube, 
Vosskiihler e Vogt (s) che hanno ripetuto il diagramma termico di Tam- 
mann, Essi hanno trovato che questo sistema da luogo alla formazione di 
cingue serie di cristalli misti e di tre composti: LiCd che cristallizza a 549° 
direttamente dalla massa fusa, LiCd, che si forma per raffreddamento a 370° 
della fase 8 e Li,Cd che si forma per raffreddamento a 272° della fase y. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 28 giugno 1933. 

(3) Questi « Rendiconti», XVI, 6°, 153, 1932. 

(4) «Ztschr. Anorg. Chemie», 67, 183-99, 1910. 

(5) «Ztschr. f. Elektrochemie », 38, 869, 1932. 


I risultati di questi Autori, sono quindi in notevole disaccordo con quelli 
di Tammann. 

I miei risultati per l’analisi termica concordano sostanzialmente con 
quelli di Grube e collaboratori. Con essa infatti si possono identificare i 
tre composti sopra accennati. Tammann ha trovato solo due composti poiche 
usando il dispositivo normale con una coppia termoelettrica platino—plati- 
norodio a bassa temperatura si ha una f. e. m. debole e una sensibilita in- 
sufficiente a rivelare effetti termici molto piccoli. Io nelle stesse condizioni 
ho avuto risultati praticamente coincidenti con quelli di Tammann e invece 
usando una coppia Chromel—Alumel della Ditta Leeds e Northrot di Fila- 
delfia che a 270° ha una f.e. m. di 6 mV cioé tripla di quella data dalla 
coppia platino—platinorodio, ho avuto curve di raffreddamento corrispondenti 
a quelle date da Grube. 

Dal punto di vista réntgenografico anche per questo sistema si hanno 
le stesse difficolta gid accennate per quello litio-stagno a causa della gran- 
dissima alterabilita delle leghe all’aria il che obbliga a ricorrere a diversi 
accorgimenti di protezione dei preparati da esaminarsi col metodo delle pol- 
veri che attutiscono notevolmente l’effetto dei raggi X. Usando dei prepa- 
rati di circa I.5 mm. protetti con un sottilissimo strato di carta da siga- 
rette bakelizzata, ho potuto ottenere dei fotogrammi che presentano delle 
linee abbastanza intense e facilmente misurabili. Il fotogramma ottenuto con 
anticatodo di rame e con tre ore di esposizione per la lega corrispondente 


Tasetta I. 
I oss. ) | 6 corr. | 6/2 Ig sen 0/2] d hyhzh3| a I calc. 
| 
md 24.24 23.28 11.64 30459 3.816 = — —_— 
mf 25.06 DACET 12.055 31966 3.686 
d 36.10 35.20 17.60 48054 | 2.296] 110 — a 
t 40.70 39.86 19.93 52266 2207 Ne LO 3.24 | 20.40 
m 57-45 56.69 28.345 67656 1.620 | 200 3.24 4.38 
d 63.00 62.28 31.14 FIGS 2 eal eo onl acon —_ — 
mf 71.00 70.34 35.17 76039 Tess Oui erear Th 10.88 
d 74.00 73-57 36.785 77728 1.164 | 220 — — 
m 83.05 82.49 41.245 819i elie | BBX) | AO 4.08 
d 87.65 87.14 ABE 83834 | 1.103 | 300 3-305 | 1.79 
m 95-05 94.60 47.30 86624 1.047 | 130 3.31 6.91 
d 107.00 106.65 53-325 90415 | 0.9595] 222 B53 DIN 
ir 119.50 119.25 59.625 93584 | 0.892 | 231 3.34 ) 14.79 


al 50 °/. atomico dei due componenti e cio al composto LiCd é riportato 


nella Tabella I. Esso mi ha permesso di stabilire per questo composto una 
struttura monometrica a corpo centrato tipo CsCl. La cella elementare di 


lato a = 3.32 A contiene una sola molecola; gli atomi presentano le coor- 
dinate: Cd(O,O, 0) e Li (1/2, 1/2, 1/2); la densita calcolata 5.336 é in 
buon accordo con quella sperimentale 5.123. Pure buon accordo é presen- 
tato dalle intensita calcolate ed osservate. Il calcolo di esse & stato fatto 
usando la formula: 


N 
-Q cos 6/2 


nella quale 6 é l’angolo di riflessione, A; ¢ una costante propria dell’atomo 
e che si assume uguale al numero degli elettroni esterni, «By sono le coor- 
dinate degli » atomi costituenti la cella elementare, ),b,h; sono gli indici 
dei piani riflettenti e Q é la somma dei quadrati di questi indici. 

Anche il composto LiCd; mi ha dato un fotogramma abbastanza netto. 
Esso si ordina nei diagrammi di Hill nel sistema monometrico corpo cen- 


[= 


pera aun > Ars em(ou hy + BPs +s) 


trato (Tabella ID); la cella elementare ha lato a = 8.62 A e contiene otto 


Tasetra II. 

I oss. 6 | 6/2 corr. lg sen 6/2 d hy ha he al 

d 39-7 19.41 52135 2.317 oe aa 
mf Al.4 20.265 53957 2.222 231 8.31 
d 53-5 26.35 64724 1.734 224 8.50 
d 62.5 30.885 71036 1.499 440 8.58 
d 63.8 31.54 71850 1.471 305 8.58 
f 70.0 34.665 75496 1.353 260 8.58 
m nl ee 37-235 78180 Me Qe 361 8.62 
m 80.7 40.06 80852 1.196 460 8.62 
m 90.1 44.805 84796 1.092 561 8.60 
d 95-5 47.53 86786 1.043 820 8.60 
d 98.6 49.09 87833 1.018 822 8.62 
md 104.5 5 2.065 89693 (B)| 0.9496 git 8.62 
f 109.0 545335 90978 0.9472 gt 8.63 
it 116.0 57-86 92771 0.9089 851 8.62 
m 129.0 64.41 95513 | 0.8533 IOII 8.62 
md 135.0 67.425 96535 0.8334 951 8.62 


molecole. La densita calcolata 7.136 @ in buon accordo con quella speri- 
mentale 6.925. Di questo composto non mi é stato possibile determinare 
fino ad ora con sicurezza la posizione degli atomi nella cella elementare. 

Anche in questo sistema uno dei composti stabiliti con l’analisi termica 
(Li,Cd) non si conferma all’esame réntgenografico. I fotogrammi delle leghe 
corrispondenti alla sua composizione presentano solo le linee del composto 
LiCd anche dopo ricottura a 200° per 10 ore; sebbene il metodo dei raggi X 
sia poco sensibile per la ricerca del litio in presenza di cadmio, tuttavia 
l’esistenza del reticolo di LiCd fa pensare che si abbia una decomposizione 
a temperatura ambiente di Li,Cd che non si rivela termicamente per la pic- 
colezza dell’effetto termico ad essa inerente o per la durata relativamente 
lunga della sua decomposizione. 


Riassumendo: 


Viene studiato termicamente e réntgenograficamente il sistema litio- 
cadmio: per l’analisi termica si confermano sostanzialmente 1 risultati di 
Grube e non quelli di Tammann. L’analisi réntgenografica permette l’iden- 
tificazione del composto LiCd che presenta una struttura monometrica a 


corpo centrato tipo CsCl con cella elementare di lato a = 3.32 A econ le 
coordinate degli atomi Cd (0,0, O) Li (1/2, 1/2, 1/2) e del composto 
LiCd, probabilmente pure monometrico con la cella elementare di lato 


12) 
a = 8.62 A e con otto molecole. L’analisi réntgenografica non rivela invece 
i] composto Li,Cd trovato con l’analisi termica. 


Chimica. — Rodionitriti di ammonio, potassio, rubidio, cesio, 
tallio, bario e piombo“. Nota di A. Ferrari e C. Cotta, pre- 
sentata® dal Socio G. Brunt. 


In una Nota precedente G) abbiamo riferito sulle ricerche chimiche e 
cristallografiche eseguite su alcuni cobaltinitriti di metalli monovalenti. 

La posizione del rodio nel sistema periodico, oltre dare ragione della 
sua capacita a sostituire il cobalto nell’anione Co(NO,)¢”’, rendeva proba- 
bile ’isomorfismo dei cobaltinitriti coi rodionitriti per cui abbiamo ritenuto 
interessante eseguirne lo studio chimico e cristallografico. 

Dei rodionitriti che figurano nel titolo della presente Nota solo quelli 
di potassio, di ammonio e di bario erano stati descritti prima delle nostre 
ricerche. 

Rodionttriti di ammonio e di potassio. — Il rodionitrito di potassio ¢ uno 
dei primi composti di rodio preparati perché particolarmente atto alla sepa- 
razione del rodio da altri metalli del gruppo del platino. I primi sperimen- 
tatori |’ottennero trattando il cloruro di rodio col nitrito potassico “. Gibbs 
lo descrive come un composto giallo e come tale € menzionato in tutti i 
trattati di chimica analitica “). Effettivamente per questa via, sopratutto in 
presenza di un eccesso di nitrito potassico, si ottiene un composto giallo 
il quale non corrisponde pero alla formola K,Rh(NO,)¢, comunemente attri- 
buitagli, bensi presenta, come dimostreremio, un certo numero di gruppi NO, 
sostituiti da atomi di cloro. I] composto puro, bianchissimo, é¢ stato descritto 
da Leidi¢é © che l’avrebbe ottenuto aggiungendo alla soluzione, leggermente 
acida, il nitrito potassico in difetto. La dimostrazione che il composto giallo 
contiene cloro l’abbiamo avuta sciogliendo il precipitato, accuratamente 
lavato, in acido solforico e riprecipitandolo con nitrito potassico. Nell’acqua 
madre della riprecipitazione si riconosce abbondante la presenza del cloro. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(2) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(3) Questi « Rendiconti», 6°, XVII (1933), 390. 

(4) Ciaus, « J. prakt. Chem.» (1%), 80 (1860), 282; Gipps, « J. prakt. Chem.» (1°), 
91 (1864), 173. 

(5) Fresentus, Jraité d’analyse chimique qualitative, 12° Edition francaise (1922), 281; 
TRAEDWELL, Trattato di chimica analitica, 4° Edizione italiana vol. 1° (1929), 607; BEHRENS- 
Kiey, Mikrochemische Analyse, vol. 1° (1921), 162; Frrrari e Natra, Corso di chimica 
analitica, vol. 1° (1932), 333- 

(6) «C. R.»; 111, vol. 2° (1890), 106, 


Dopo aver ripetuto alcune volte questo trattamento il precipitato é perfet- 
tamente bianco. 

Si pud evitare la formazione di un rodionitrito contenente cloro usando il 
solfato di rodio il cui anione, assai pil grande di quello Cl’, non ha tendenza 
ad entrare nel reticolo, oppure preparandolo per doppio scambio fra rodionitrito 
di sodio e un sale potassico. Il rodionitrito di sodio, a sua volta, si prepara 
aggiungendo, al cloruro di rodio bollente e leggermente acido, soluzione di 
nitrito sodico fino a decolorazione e poi precipitando con un volume doppio 
di alcool a 95°. 

Il rodionitrito di ammonio é stato descritto da Leidié (loc. cit.) che 
l’ottenne puro bianco per doppio scambio fra rodionitrito sodico e cloruro 
aimmonico. 

E stato preparato da noi in modo analogo a quello di potassio. Anche 
in questo caso il precipitato che si forma in un primo tempo, facendo agire 
il cloruro di rodio su un eccesso di nitrito ammonico é giallo e contiene 
cloro; si purifica per riprecipitazione. 

L’analisi “ dei rodionitriti di potassio e di ammonio, ottenuti dal cloruro 
di rodio, dopo tre purificazioni ha dato i seguenti risultati: 


Calc, Trov. Calle: Trov. 
Rh2O; 29.30 "29.11 Rh,O, DS 99) 25-77 
N.O3 52.66 = N.O; 45.96 46.30 
(NH,)2O0 18.04 18.27 K,O 28.48 28.06 


Dei rodionitriti di potassio e di ammonio abbiamo eseguito i fotogrammi 
col metodo delle polveri usando la radiazione X proveniente da un tubo ad 


(1) Le analisi dei rodionitriti di potassio, ammonio, rubidio e cesio, sono state ese- 
guite:dosando il rodio allo stato di metallo ottenuto riducendo con acido formico la solu- 
zione resa’ammoniacale. La riduzione e sempre molto lenta e richiede, per essere com- 
pleta, due o tre giorni. II precipitato del metallo viene lavato con soluzione di acetato o 
formiato d’ammonio, calcinato e arroventato in corrente d’idrogeno. Nel filtrato abbiamo 
dosato il potassio, il rubidio e il cesio allo stato di solfati. L’ammonio viene dosato prima 
della riduzione mettendolo in liberta con soda e assorberfdolo con soluzione titolata di acido 
solforico. L’anidride nitrosa ¢ stata determinata, in un campione diverso, per riduzione ad 
ammoniaca con Jega di Devarda, La riduzione é assai difficile per la grande stabilita di questi 
composti e per essere completa ha richiesto la ripetizione per una o due volte del trat- 
tamento con la lega. 

Il rodionitrito di tallio non pud essere analizzato per questa via giacché nella deter- 
minazione del rodio si ottengono valori pit alti verosimilmente dovuti alla precipitazione, 
assieme ad esso, di una certa quantita di tallio. Anche precipitando il rodio come solfuro, 
dalla soluzione acida, una certa quantita di tallio viene trascinata. Abbiamo ottenuto invece 
una separazione completa precipitando dalla soluzione leggermente alcalina il tallio come 
ioduro e dosando nel filtrato il rodio allo stato di metallo. 


asap fae 
anticatodo di ferro. Il calcolo di questi fotogrammi é esposto nella tabella I. 
Le intensita confrontate con quelle osservate sono state calcolate ® attri- 
buendo ai rodionitriti monovalenti la struttura dei cobaltinitriti rappresentata 
dalla figura r. 

La cella elementare dei rodionitriti risulta cosi costituita da 22 reticoli 
a facce centrate aventi origine rispettivamente : 


K’ (NH,’, Rb’, Cs", TI) in + (1/4 1/4 1/4) © (1/2 1/2 1/2) 


Rh = ~ in" C.0xGn0 -) 
Nat in ( POs) 
Oe in =U S03, ), CO ay. PIO) ) - > 


(1) Il calcolo delle intensita & stato eseguito usando la solita formola : 
i= 1 + cos?$ 2 N 
2 Q.cos 8/2 
nella quale § é l’angolo di riflessione, N il numero dei piani cooperanti alla. riflessione; 
Q la somma dei quadrati degli indici del piano riflettente, S il fattore di struttura defi- 
nito dall’espressione : : 


n 


dy Ak . e2 Tt (O, hy + By, hy + Vk hs) 
fie 


dove sono: hyhz2h; gli indici del piano riflettente, a,8,y, le coordinate degli » atomi 
costituenti la cella elementare, Ax i poteri riflettenti dei diversi atomi che compongono 
la cella elementare. Questi ultimi anziché ritenerli costanti per le diverse linee li abbiamo 
assunti come variabili in funzione dell’angolo di riflessione secondo i valori della seguente 
tabella: 


a. oF | 0510 0.20 | 030 0.40 0.50 0.60 0.70 
Si See ees 4 27 3.0 2.4 2.0 1.8 1.65 £355 
I NIALESA Oe eres 10 3.0 565 3.8 2.7 21 1.85 1.65 
OBS sists 10 ees 5,0 32) DaK5 1.4 1,0 0.7 
1G a cpp ma’ 18 TOLSe al sage Oro 8.85 Teas 7.05 6.44 
Ropeotet ee 36 Moe Borg LS 21.4 18.9 | 16.7 14.6 
AC baa) oe tos 42 38.0 | 33.8+] 29.4 25.4 22.6 |; + 20.2 18,0 
CS a tone, 54 49.0.) 43-5 |. 37-3 BOTA eng | Ose BRD 
A ee ee 80 74.5 | 66.8 | 58.6 Sle, 45.2 41.0 37.5 


I valori del potere riflettente di N**’ K* Rb* sono quelli calcolati per via teorica 
da James e BRINDLEY (« Zeit. f. Krist. », 78 (1931), 470); quelli di O’’ sono stati stabiliti 
per via sperimentale da West (« Zeit. f. Krist. », 74 (1930), 306) quelli del RheeriGsale 
in mancanza di altri valori sono stati ricavati raccordando a sentimento il punto corri- 
spondente al potere riflettente sotto l’angolo 8 =o con le curve dedotte dai valori di James 
e Brindley per il rodio, il cesio e il tallio metallici. Per l’azoto trivalente negativo abbiamo 
tenuti i valori dell’ossigeno negativo bivalente, dati da James e Brindley, che non debbono 
differire in modo notevole da quelli di N’’’: 


OU ON @fh 
a) 


@ K (Cs:RbTUNH,) AnIND,)” 


itsey 


Il calcolo & stato eseguito attribuendo ai parametri i valori u = 0.26 
ei"0. 19% 

La concordanza tra i valori osservati e quelli calcolati non é perfetta, 
tuttavia se pensiamo alla complessita della cella elementare ci rendiamo conto 
della quasi impossibilita di ottenere un accordo migliore e possiamo rite- 
nerlo sufficiente a confermare l’esattezza della struttura proposta. 

Le maggiori discordanze si osservano nel rodionitrito d’ammonio dove 
viene a prevalere I’ influenza degli atomi di ossigeno e di azoto per i quali 
si ha l’incertezza del parametro. 

Rodionitrin di rubidio, di cesio e di tallio. — Sono stati ottenuti per 
doppio scambio fra rodionitrito di sodio e un forte eccesso di sale di rubidio, 
di cesio o di tallio. I primi due composti sono bianchi, il sale di tallio é@ 
giallo e insolubile negli acidi minerali diluiti. 

Le loro analisi ci hanno dato i seguenti risultati: 


Rb,Rh(NO, 6 Cs,;Rh(NO2)6 TI,Rh(NO,)6 
Galles Trov. Cale. Trov. Gales Troy. 
Rh,O, 19.97 20.14 16.32 15.60 12.79 12.53 
NO, | 35.90 35.66 29.34 29.54 22.99 22.82 
Rb,O 44.13 43-75 = = — _ 
Cs,0 = = 54.34 53-50 a ar 
TLO = — _ — 64.22 63.77 


Taseira I, 
KRh(NO,)s (NH,);Rh(NO3)6 | Costante a 
4 Intensita Intensita a2 
E Oe ae i 2 | bey hy |g al 
Dl ae 8 rk Oe Mee te + 
; 2.650 f Tat Ose DSTO HR lh ha ORS 400 10.60 | 10.89 
’ 2.370 inaye, [fey Nee es 2.434 ft ¥3 3.2 420(*)| 10.60 | 10.89 
2.167 Hy 1) 20) (32.5 23222 ff LS ai) 2329 422 10.61 10.90 
4 2 049 d aa 6.3 2.098 f | 12 | 16.5) 511-333 | 10.64 | 10.89 
1.881 iivel ) Gus sete) 1.930 d Sle CTS 440 10.64 | 10.92 
1.797 d | 6 | 1.3 1.846 mf 5-4 531 10.63 10.92 
j 1.772 dame? en 8:8 beens md | a | 21.0] 600-442 | 10.63 | 10.89 
1.682 mf yj- 40 14.0 1.725 md 8 | 10.0 620 10.64 10.90 
= Sat RG phate 1.645 d 5 (oR) oy) — 10.92 
1.490 Ce ouliaas 1.528 mf} ers | 10.5! $$1-711 |. 2064 10.91 
1.421 |. 22 |. 14.8 1.454 ff 2r |; 10.0 642 10.64 10.88 
1.384 d So es 1.418 Sa 3 Tm alee OrO3 10.89 
1.330 d 8 | 5-9 1.362 m 5 6.2 800 10.64 10.90 
1.289 d 4 3.8 eR ee mf Wf 9.6 644-820 10.62 10.91 
ie E || sinatra ee Uh Nees} 270 eal ind 8.| 6.0} 660-822 | 10.64 10.85 
— —-) — = 1.259 m 13| 4.6} §55-751 — 10.90 
1.188 m 8 80 1.219 fad: |) -24, 5.7) -840 10.63 | 10.90 
— cP he 1.200 m 9 | 6.5] 753-911 — 10.93 
_— = es frases 1.116 | mk 8 eit 844 — 10.93 
1.068 d | 6| 48 1.096 mdi | 97) 11.1 eae 10.63 | 10.90 
1.042 agve YBa Diy 1.067 | m 9 | 12.9|862-10.2.0] 10.63 10.88 
= —-}—|]— 1.054 m 9 | 5:5] 95 1-773 — 10.90 
Valore medio ~. . . . | 10.63 | 10.91 
“Densita calcolata. . . | 2.744) 2.214 


(*) In questo ptinto coincide anche la linea 422 dovuta alla radiazione Kp € cid pud spiegare I’ intensita assai 
forte. che si osserva. i 
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Nella tabella II é esposto il calcolo dei fotogrammi ottenuti col metodo 
delle polveri. 


Taspetra II. 
RbsRh(NO,)o Cs,Rh(NOz)o6 TL.Rh(NO,)6 Costante a 
Intensita Intensita Intensita 

Sa: AGI: SAE ta ee ere: S 

= Visio d= Sl dete On ce te Pie | peep | 
2sen@}S/@ gj} 2sen0is|o| & ane ree So Se 
g/5 | 3 3\s| 8 y/3| 8 me, | ae | 
O21 O41 O oer ane) a Oa 

| 
D1OOOm ate | LONTAG\eNraeS 27 SMM IANT 4. lee 2.723 f |12\14.2] 400 |10.79/11.31]10.90 
2 ATS) ard) “S320:31 2.528 |i) 14"| 0.9) 2-442 eiidd | 95 iie7 420(*) |10.81/ 11.30) 10.92 
D5208) wa) ett alti O12 a3 OS ff | 29 }30.4| 2.229 | ff | 26 |30.3 422 10.81|11.30} 10.92 
1.914 |md}10/10.0] 2.00 mf} 1310.2} 1.934 | md) 10 /10.1 440 10.82} 11.31}10.92 
sighted sone OD [eral Tetris) | oeee EA ESI! tae! f? 17 113%4) "620 9 )|10:82}1 1.251 10.92 
—|—| — _ —|—j|-—| 1.578 |dd| 5| 5.6} 444 — | — |10.93 
1.448 fea Ved Oulikaged| ee tesac2 fhe 2AN TS Sided sO ff | 24 116.5 642 10.83]11.32| 10.92 
1.354} d 5 | 3.8 _ —|—| —]| 1.365 | dj) 4) 2.8) 800 {10.83} — |10.92 
1.277. |m/10)| 9.5] 1.332 |md}12) 85} 1.285 | m|14]10.0} 660-822 |10.83]11.30]10.91 
1.213 |m]10] 7.0} 1.264 | d | 10] 6.2} 1.221 |md/10!/ 6.8) 840  |10.84)11.30/10.93 
Ippieye=|] Sool Bf Gets! — —|—]|—|] 1.161 |mdj 8} 6.3} 664 10.83] — |10.90 
tero5) | d |.6} 8.1) rrs2 | d|—| 6.4) arr Jd | 717-5] 844 |10.83/r1.29|10.90 
1.062 | mf| 13 |22.8) 1.106 |md|—j17.9] 1.069 | f | 13 |23.6/862-10.2.0]10.84/11.29|10.90 
— —|—j—] 1.032 |md| —'!17.6 —_— —|—|—J| 10.4.2 — |I1.30) — 
Valore medio 10.83 11.30|10.91 
Densita calcolata 3.321 3.357|5.073 
(*) Alla 420 si somma la linea 422 dovuta alla radiazione Kg 4 
Rodiomtriti di bario e di piombo. — Il primo composto é stato ottenuto 


da Leidié (loc. cit.), in modo analogo al sale potassico, trattando cloruro 
di rodio con nitrito di bario. 
Noi abbiamo preparato sia il sale di bario che quello di piombo finora 
non conosciuto, per doppio scambio fra rodionitrito di sodio e nitrato di 
bario o di piombo. I composti sono entrambi bianchi e poco solubili in 
acqua: i] sale di piombo ¢ meno solubile di quello di bario. 
Leidié ammette che il rodionitrito di bario cristallizzi con 12 molecole 
d’acqua che perderebbe a 110°; effettivamente quest’acqua, come si verifica 


in molti di questi nitriti complessi, non é legata alla molecola principale ma 
€ semplicemente acqua zeolitica. 

Per dimostrare questo i composti essicati nel vuoto su acido solforico 
a temperatura ambiente sono stati poi scaldati a 110° fino a peso costante. 
Si ottenne una perdita di peso del 13.89 °/, corrispondente alla eliminazione 
ees ee Lae bears ee 
di 10.74 molecole d’acqua per il rodionitrito di bario e del 14.45 °/o, equi- 
valente a 12.93 molecole, per quello di piombo. L’esame réntgenografico, 
fatto prima e dopo il riscaldamento, ci ha dimostrato che l’acqua si elimina 
senza alterare l’edificio cristallino. 

I risultati delle analisi© dei composti disidratati sono riassunti nella 
tabellina seguente: 


Ba,[Rh(NO,)6]2 


Pb3[Rh(NOz)6]> 
Calc. Trov. Calc Trov. 
Rh,O3; 21.69 21.81 Rh,O, 18.40 18.33 
N,O; 38.98 39.11 NO, 33.06 32.97 
BaO 39.32 | 39.10 PbO 48.54 48.47 


La cella elementare di questi due composti contiene due molecole ed 
€ costituita da cubi aventi i seguenti lati: 


Ba,[Rh(NO.)e], a 
Pb,[Rh(NO.)e], 


La vicinanza delle dimensioni delle celle elementari di questi composti 
a quelle dei rodionitriti monovalenti e Vandamento simile delle intensita 
delle linee che compaiono nei fotogrammi delle due serie di composti, porta 
a concludere che la struttura dei rodionitriti bivalenti studiati deve essere 
assai vicina a quella dei rodionitriti monovalenti aventi la struttura del co- 
baltinitrito potassico. Ne deriva che, come ¢ stato trovato nel caso dei co- 
baltinitriti @, si deve passare dalla cella dei rodionitriti monovalenti a quella 
dei bivalenti lasciando vuoti alcuni dei posti occupati prima dai cationi. Non 
possiamo per ora indicare con certezza quali siano queste posizioni. 

Se il composto di bario ¢ birifrangente, come afferma Leidit, cosa che 
la piccolezza delle particelle dei prodotti da noi ottenuti non ci ha permesso 


(1) I rodionitriti di bario e di piombo sono stati analizzati dosando il bario e il 
piombo allo stato di solfati e il rodio per riduzione con acido formico del filtrato dalla 
separazione dei solfati. L’anidride nitrosa @ stata dosata, in un altro campione, per ridu- 
zione con lega di Devarda. 

(2) Questi « Rendiconti» 6*, XVII (1933), 390. 


di osservare, il reticolo dei rodionitriti bivalenti sarebbe pseudocubico e¢ le 
posizioni pit probabili dei cationi sarebbero : 


1/21/2053, «3/2 0: 1/25 O12! ¥/25 a/2 X/2en/ esa on) Aree 
3/4 3/4 3/4- 


Per stabilire con certezza questa struttura stiamo cercando di eseguire 
sopra i cobaltinitriti e i rodionitriti di bario e di piombo dei fotogrammi 
col metodo di Laue, per cui ci ripromettiamo di estendere queste ricerche 


in una prossima Nota. 


CONCLUDENDO: 


a) Abbiamo preparato i rodionitriti di ammonio, potassio, rubidio, 
cesio, tallio, bario e piombo. I sali di rubidio, di cesio, di tallio e di poe 
non erano fino ad ora stati descritti. 

b) Abbiamo determinato la struttura cristallina dei rodionitriti mo- 
novalenti. La struttura di questi composti é del tipo del cobaltinitrito potas- 
sico. Le dimensioni della cella elementare confrontate con quelle del cobalti- 
nitrito del metallo corrispondente sono le seguenti: 


(NH,);Rh(NO,)s a = 10.91 + 0.02 A (NH,),;Co(NO.)¢ a =10.81 A 
K,Rh(NO:)¢. a= 10.63 + 0.02 » K;Co(NO,)6 @ = 10.44 » 
Rb,;Rh(NO,)¢ a@ = 10.83 + 0.02 » Rb; GoQNO;)s 2) = 1o.gs 
Cs,Rh(NO,)s ai 1:40 2.0.02 > Csi/Go(NOj)«. “a =i ws 
TI,RA(NO.)s =a = 10.91 + 0.02 » TL Co(NQO3)¢.0 == Oo 


Questo confronto mostra che la sostituzione del rodio al cobalto in- 
crementa la grandezza dell’anione e quindi della cella elementare se pur in 
modo non perfettamente costante. 

c) Abbiamo dimostrato che i rodionitriti di bario e di: piombo sono 
anidri. L’acqua che si ritrova nei composti seccati a temperatura non alta 
& tutta di natura zeolitica. Le celle elementari di questi composti sono 
cubiche, forse solo pseudocubiche, e con le dimensioni: 


Ba,[Rh(NO,)6], @ = 10.70 A Pb,[Rh(NO,)«], a = 10.53 A. 


I rodionitriti di bario e di piombo sono isomorfi con quelli monova- 
Jenti. I due®tipi di reticoli presentano gli anioni nelle stesse posizioni, mentre 
1 cationi, nel reticolo del rodionitrito bivalente, occupano una meta sola delle 
posizioni occupate nel reticolo dei rodionitriti monovalenti. 


Chimica. — Sui prodotti di condensazione dell’isatina coi pir- 
rolt (bleu di pirrolo)“. Nota II di P. Pratesi, presentata® dal 
Socio N. PARRAVANO. 


Nella Nota precedente 4) furono descritti i Bleu di pirrolo che prendono 
origine dalla condensazione del 2-3-dimetilpirrolo, del 3 -metil—q -etil-pirrolo 
(opsopirrolo) e del 2-4-dimetil-3-etilpirrolo (criptopirrolo) con  isatina in 
seguito a eliminazione di acqua. 

I caratteri fisici di queste sostanze non rivelano alcuna differenza fra 
loro. Sono sostanze cristalline, dotate di bella lucentezza metallica con riflessi 
caratteristici, insolubili nell’alcool, etere, benzolo e leggermente solubili nel- 
Yacido acetico e piridina. 

Le loro soluzioni in questi solventi possiedono un bel colore bleu puro, 
che si mantiene inalterato per lunghissimo tempo. 

Le sostanze in parola non fondono, né hanno un punto di decompo- 
sizione nettamente riconoscibile. 

Per tutti questi caratteri esse sono da ascriversi alla categoria di quei 
bleu di pirrolo che Liebermann e Hise “ distinsero colla denominazione di 
bleu di pirrolo di «tipo B». E di questi che adesso intendo occuparmi ed 
é ad essi che sono riferite le considerazioni e le ricerche esposte nella pre- 
sente Nota. 

Nel lavoro precedente fu pure mostrato come i pirroli N-sostituiti e il 
fillopirrolo non diano luogo alla formazione di alcun prodotto di condensa- 
zione coll’isatina colorato in bleu. 

Scopo delle ricerche era di giungere a stabilire in qual modo il pirrolo 
fosse impegnato nella formazione di tali coloranti. 

I risultati gia ottenuti, ed altri che comunico nella presente Nota, pos- 
sono permettere gia trarre qualche conclusione. 

La mancanza di reazione verificata per il fillopirrolo (2-4-5 -trimetil- 
3-etil-pirrolo) dimostra chiaramente che nei bleu di pirrolo al legame colla 
molecola dell’isatina sono partecipi atomi di carbonio del nucleo pirrolico. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Organica della Technische Hochschule 
di Monaco di Baviera. Questo lavoro, come la mia permanenza a Monaco di Baviera, mi 
sono stati possibili mercé l’aiuto finanziario fornitomi da S. E. il Prof. Nicola Parravano 
sui Fondi Morselli. Mi é gradito porgere qui a S. E. Parravano i pil vivi ringraziamenti. 

(2) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(3) Questi « Rendiconti», vol. XVII, fasc. 11, pp. 954-960. 


(4) «Ber.», 38, 2847 (1905). 


Pit particolarmente essi sono da individuarsi negli atomi di carbonio 
in posizione «, poiche mentre i 88’ dialchilpirroli mostrano la pil grande 
tendenza a formare con isatina i noti bleu, Ve’ dimetilpirrolo ne & inca- 
pace “), 

L’ottenimento di un bleu di pirrolo dal criptopirrolo 

oe 
Pe 


JCH, 
> 


ePH, 


SS 


NH 


é un resultato di notevolissimo interesse, poiche mostra che anche quelli omo- 
loghi del pirrolo che hanno una sola posizione « libera, sono capaci di fornire 
i caratteristici bleu. 

Alla formazione di questi prodotti di condensazione |’isatina partecipa 
in forma di pseudo-isatina, come gia Liebermann e Krauss @ ebbero espli- 
citamente a riconoscere dimostrando che, come l’isatina, anche la N—ben- 
zoilisatina @ capace di dare origine ai bleu di pirrolo. 

Rimane di stabilire se leliminazione di una molecola d’acqua avviene 
a spese dell’atomo di ossigeno del gruppo carbonilico in « o del gruppo car- 
bonilico in B dell isatina. 

E perd un fatto ormai accertato dallo studio di un grande numero di 
reazioni dell’isatina le piu varie, che & quasi costantemente |’atomo di ossi- 
geno del carbonile in posizione 8 quello che entra in reazione. Questo com- 
portamento fu messo in luce gia da A. von Baeyer nel corso delle sue clas- 
siche ricerche sull’isatina e derivati. 

Per condensazione dell’isatina con fenoli, omologhi del benzolo e basi 
terziarie, Baeyer e Lazarus) ottennero sostanze nelle quali una molecola 
d’isatina si ¢ legata con due molecole di fenolo ecc. con eliminazione di una 


molecola d’acqua, la cui costituzione ¢ espressa dalla seguente formula ge- 
nerale: 
R 


x ea, 


| R 


| 
CASE ss 
N 


H 


Queste sostanze sono naturalmente incolore; esse si possono conside- 
rare come ossiindoli sostituiti. 

H. Fischer e Goldberger “) trovarono che anche i pirroli trisostituiti 
aventi una posizione « libera si condensano con I’isatina e colla 5—iodoisatina 


(1) Vedi Nota precedente. Cfr. anche Knorr, « Ber.», 18, 1566 (1885). 
(2) «Ber.», 40, 2494 (1907). 

(3) « Ber.», 18, 2638 (1885). 

(4) Dissertazione GoLDBERGER, Vienna, 1920. 
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in acido solforico concentrato. Dal 2-4-+dimetil-3-acetilpirrolo e dal 2+4+di- 


mietil—3 - carboetossipirrolo i due AA. ottennero prodotti di condensazione ben 
cristallizzati, incolori, della seguente formula generale: 


Ree RY 


inom 


Z R 
Bae 
NH (R = —CH, 
TON R’= —CO-CH, ; —COOC,H,) 


& pec = 8) Yl IR 
RL 
in perfetta analogia con i prodotti di condensazione di Baeyer e Lazarus. 

Da isatina e idrossilamina, o risp. fenilidrazina, si ottiene esclusiva- 
mente  isatinossima, o rispettivamente il 8 fenilidrazone. 

Anche le condensazioni dell’isatina coll’acido fenilacetico e coll’ acido 
malonico, le quali com’é noto “) conducono alla sintesi di derivati dell’acido 
cinconinico come prodotti finali, decorrono attraverso una condensazione che 
s impegna fra il gruppo metilenico attivo dei due acidi col carbonile in po- 
sizione B dell’ isatina. 

I] bleu di criptopirrolo ha Ja formula 


CON: 


corrisponde cioé all unione di una molecola di criptopirrolo e una molecola 
d’isatina con eliminazione di una molecola d’acqua: 


C.H,NO, + CsH,,N =H,O + C,<H,,ON, 


Questa condensazione ¢ spiegabile solo ammettendo che |’eliminazione 
di acqua avvenga a spese anche dell’idrogeno imidico del criptopirrolo. 

Al colorante compete quindi molto verosimilmente la costituzione di 
5[2-4-dimetil—3 -etil-pirrolenil—] 8 isatina : 


H,C—C Faas 
: | 
es AI H 
Y: —————— a CK Uae 
ia Sy 
se / G6) 
Roe we 


Ho del resto avuto una prova diretta che la condensazione impegna il 
carbonile isatinico in 8 nel fatto che la B isatinossima (in acido acetico glaciale 


(1) BorscHE e Jacons, « Ber.», 47, 354 (1914). 


bollente) non da luogo col criptopirrolo né con ope né con pirrolo 
semplice alla formazione di bleu. 
La § dicloroisatina in piridina o in acido acetico all’ebollizione si com- 
porta analogamente. 
Il prodotto di condensazione del 2 - 3-dimetilpirrolo coll’isatina 
(C,,H;,ON.) sarebbe percid una 5[2-3-dimetil-pirrolenil-] 8 isatina : 


HC==—= C—CH, 


\ | | 
: 


| - “ee Ne ae 


| N 


a aaa 


e il bleu di opsopirrolo (C,,H;,ON,) una 5[3 -etil-4- metil—pirrolenil—] 8 isa- 


tina: 


(1) | 


L’unico punto che deve essere discusso é il comportamento di queste 
sostanze verso gli alcali. Si dovrebbe attendere che i bleu di pirrolo, mediante 
alcali, venissero scissi in derivati dell’acido isatinico del tipo di meteni sosti- 
tuiti; questo pero non avviene. 

I bleu di cripto—, opso- e 2-3-dimetil—pirrolo sono invece resistenti 
allazione degli alcali diluiti e cbicenean a freddo ea caldo, e del solfato 
di metile in presenza di potassa. Bolliti in soluzione di piridina in presenza 
di potassa si alterano in parte, ma finora non ho potuto riscontrare Ja pre- 
senza di prodotti che potessero attestare l’avvenuta scissione. 

Del resto non € questo il primo esempio che la sostituzione in 8 au- 
menti notevolmente la stabilita dell’anello isatinico verso gli alcali; un 
esempio ci viene offerto dalla 8 isatinossima e dalla bibromoisatinossima le 
quali, verso gli alcali, mostrano lo stesso carattere di resistenza ©), 

Per il bleu di opsopirrolo non é a priori da escludersi del tutto la pos- 
sibilita di una costituzione: 


2 


(1) A. V. Bazver e W. Comsrock, « Ber.», 16,1710 (1883). 


_ determinatasi in seguito a una eventuale condensazione della precedente 
opsopirrolenil-Bisatina (I). 
Questa seconda formula, esattamente doppia della prima, sarebbe da pa- 
ragonarsi con quella della indofenina, secondo Schlenk-Heller “: 


HC——=CH HC—=—cH 
y | | 
ve pS ky ye =— a) ~ 
NX / 
| oon I> ¥ ul | | 
Be oe eee 
ce og ~ 


Purtroppo la diretta determinazione della grandezza molecolare del bleu 
di opsopirrolo é ostacolata dalla poca solubiliti di questa sostanza, come ho 
rilevato nella Nota precedente. 

L’acetilazione del bleu di opsopirrolo non é sinora riuscita, ne per pro- 
lungata ebollizione (8 ore) con anidride acetica e acetato di sodio anidro, 
ne con cloruro di acetile all’ebollizione. Questo comportamento starebbe pit 
in accordo colla formula semplice pirroleninica; esso riuscirebbe difficilmente 
comprensibile per una sostanza della costituzione (II). A proposito della scarsa 
tendenza che mostrano i bleu di pirrolo ad acetilarsi, € da ricordare il fatto 
che Liebermann e Krauss, condensando |’acetil ps-isatina col pirrolo non 
ottennero alcun derivato acetilico del bleu di pirrolo, ma unicamente il bleu 
di pirrolo stesso; la reazione conduceva al distacco del gruppo acetilico ©). 

Ho d@altronde in corso altre ricerche nell’intento anche di approfondire 
fino a che punto é sostenibile per il bleu di opsopirrolo Vipotesi d’una strut- 
tura tipo indofenina; a tale scopo non sara privo d’interesse un confronto 
fra gli spettri d’assorbimento dei diversi bleu di pirrolo. 

Le ricerche saranno estese anche al pirrolo semplice, per il quale si pre- 
senta la stessa possibilita prospettata per l’opsopirrolo. 

Le rormule di costituzione sopra accennate non sono dunque in disac- 
cordo con i fatti sperimentali sinora noti. Esse rendono perfettamente conto 
della incapacita dei pirroli N-sostituiti a fornire prodotti di condensazione 
bleu coll’isatina, poiché avendo lazoto subita la sostituzione esso non ha pit 
la possibilita di reagire secondo la forma pirroleninica. 

Le formule di Liebermann e Krauss “) non sono assolutamente in grado 
di spiegare questo comportamento, come pure contrastano col fatto, messo 
da me in evidenza, che l’opsopirrolo e il criptopirrolo sono capaci, alla stessa 
stregua del pirrolo, di dare origine ai corrispondenti bleu. 


(1) ScHLENK und Bum, « Liebig Ann. », 433, 95 (1923); G. HELLER, « Zeit. f angew. 
Ch.», 37 , 1017 (1924); «C. Z», 1930, 985; 1933, 74- 


(2) «Ber.», 40, 2493 (1907). 
(3) Loc. cit., p. 2499. Vedi anche Nota precedente. 
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Del resto non & questo il primo caso che pirroli aventi almeno una 
posizione « libera reagiscono con sostanze contenenti la funzione carbonilica 
per dar luogo a derivati pirroleninici. La condensazione dei su nominati pir- 
roli con aldeidi pirroliche é infatti, grazie alle ricerche di H. Fischer e col- 
laboratori, un metodo generale per la preparazione dei diversi pirrometeni 
del tipo: 


L’opsopirrolo, il criptopirrolo e il 2-3-dimetilpirrolo si prestano egre- 
giamente a queste condensazioni. 

La comparsa del colore in questi bleu di pirrolo sarebbe quindi da porsi 
in relazione colla presenza dello speciale legame chinonico fra il residuo pir- 
roleninico e quello dell’isatina. La mancanza dell’aggruppamento cromogeno 
caratteristico dei coloranti indigoidi rende conto altresi della notevole di- 
vergenza dalle note proprieta tintorie dell’indaco. I bleu di opsopirrolo, di 
criptopirrolo e 2-3-dimetilpirrolo si decolorano in soluzione acetica mediante 
zinco, ma non si rigenerano facendo passare una corrente di aria attraverso 
la soluzione; a lungo andare questa assume un tono bruno o verdastro. Nella 
riduzione con idrogeno nascente viene con ogni probabilita saturato il legame 
fra il residuo isatinico e il nucleo pirroleninico, trasformandosi questo in 
pirrolico; tenteremo di isolare il prodotto della riduzione. 


Mi e gradito porgere al prof. Geheimrat Hans Fischer i miei pit vivi 
ringraziamenti per i consigli e l’appoggio di cui mi € stato largo. 


Geologia. — Sui presunti carreggiamenti del Monte Pisano e 
delle Alpi Apuane. Nota di R. Repini, presentata “ dal Corrisp. 
P. Vinassa DE REGNY. 


Da vario tempo, come € noto, si sono venute applicando alla Catena 
Metallifera le teorie dei ricoprimenti: tettonici. In questa Nota prenderd in 
rapido esame quelle vedute riflettenti presunti carreggiamenti pisani e, per 
analogia di comportamento, apuani. 

Inizio con il M. Pisano, e per comodita di esposizione premetto in sin- 
tesi talune conclusioni e considerazioni, cui sono pervenuto in base allo studio 
geologico di tale Monte, ed alle quali mi riferird, citando semplicemente i 
numeri, nella discussione dei lavori esaminati. 

1) Tutte le formazioni che vanno dal Verrucano del Castellare dei 
Bagni di S. Giuliano sino ai calcari cavernosi di Rupe Cava, appartengono 
al Trias @. Cadono quindi le ritenute eoliassicita dei calcari del M. Rotondo 
e titonicita dei diaspri sovrastanti ai calcari picchiettati. 

2) Il Verrucano tipico non e un complesso di forme litologiche ri- 
stretto ad un unico piano cronologico, ma al contrario esso si é ripetuto pil 
volte in un periodo di tempo che va all’incirca dal Neopermico al Trias 
superiore, sostituendo anche, eteropicamente, altre rocce (calcari ecc.). In 
particolare: 

3) Il Verrucano di Rupe Cava é legato da graduali passaggi alle sot- 
tostanti assisi degli scisti varicolori. 

4) La formazione diasprina immediatamente sovrastante ai calcari 
picchiettati ha nulla a che fare con il complesso argilloso-silico—diasprino 
che al M. Maggiore su Ripafratta sopporta in immediata successione i cal- 
cari maiolica. Essa é inoltre correlata per passaggi al terreno degli scisti 
varicolori. 

5) Lo Pseudomacigno ¢ una semplice facies eteropica del Verrucano’ 
tipico: alla pari di quest’ultimo esso é legato da graduali passaggi al com- 
plesso degli scisti varicolori. Esso non @ quindi macigno eocenico. 


(1) Nella seduta del 18 giugno 1933. 

(2) Per questa sola ragione sarebbero gia da escludere i supposti carreggiamenti pi- 
sani. Ma qui si vuole dimostrare che a quest’ultima conclusione si deve necessariamente 
pervenire per un complesso di fatti. 

Per la documentazione delle ragioni avanzate, vedasi: R. ReDINI, Sulla geologia del 
M. Pisano; Vinassa DE. REGNY, Sull’eta dei calcari bianchi marmorei del M. Pisano. Questi 
« Rendiconti», vol. XV, 1932 e XVII, 1933; Vinassa DE ReGny, I fossili e Veta dei calcari 
marmorei toscani, « Boll. Soc. Geol. It.», LI, fasc. 1, Roma, 1933 e il lavoro (di prossima 
pubblicazione) dello scrivente sul M. Pisano. 
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6) I calcari cavernosi tipici appartengono alla zona inferiore del Re- 
tico. Taluni fatti stanno ad indiziare una correlazione litologica e di sedi- 
mentazione tra essi e le sottostanti assisi neotriassiche. 

7) Sui calcari cavernosi retici del M. Maggiore (Ripafratta) trasgre- 
disce il complesso argilloso—silico-diasprino neogiurassico. 

8) Le cosidette formazioni delle Mulina“) e diaspri sono presenti 
anche nella porzione meridionale del M. Pisano, in regolare sottoposizione 
al Retico fossilifero e in stretta correlazione litologica col Verrucano della 
Verruca. 

Il primo A. che parld di ricoprimenti al M. Pisano, fu il Lotti@. La 
sua concezione tettonica, ben nota, per le ragioni 1), 4), 7), 8), non pud es- 
sere seguita. 

Il Lencewicz %). accetta integralmente l’anzidetta rappresentazione tetto- 
nica del Lotti, e in corrispondenza della base delle formazioni delle Mulina 


pone il limite:tra la falda inferiore o di Calabria e la falda di Sicilia. Per, 


le stesse ragioni di cui poco sopra, questa struttura va esclusa: e cio a pre- 
scindere anche dal fatto che la costituzione della falda inferiore, quale é rap- 
presentata nella tavola annessa alla memoria, non si accorda con quanto ¢ 
detto in quest’ultima a p. 655. 

Il Tilmann considera gli scisti varicolori come « Aptychenschiefer » 
del Giura superiore (e magari anche comportanti livelli pil recenti sino ad 
abbracciare la Creta superiore), come terreno cioe facente normalmente se- 
guito ai diaspri (ritenuti giuresi) superiori ai calcari picchiettati. Poiche 
suppone dipoi il Verrucano assolutamente permiano o al pit: eotriassico, per- 
viene alla conclusione che il Verrucano appunto di Rupe Cava sia carreggiato 
sui sottostanti scisti varicolori. Lo Pseudomacigno infine, per il Tilmann 
d’incerta assegnazione cronologica, dovrebbe, a seconda del suo riferimento 
al Permo-Trias o all’ Eocene, sovrastare o sottostare al piano di carreggia- 
mento. Tali vedute per le ragioni 1), 2), 3), 5), 8), non possono essere 
accolte. Sono del pari da escludere tutte quelle embriciature a scaglie che 
secondo Tilmann, in virt di pressioni tettoniche, sarebbero, ad es., presenti 
nei pressi di Rupe Cava: di esse difatti non ho riscontrato traccia. Simil- 
mente la riduzione anche rapida in potenza degli strati di svariate rocce, il 


(1) Scisti varicolori, Pseudomacigno, Verrucano, calcari cavernosi. 

(2) Lorr1 B., Un problema stratigrafico nel Monte Pisano, «Boll. R. Com. Geol. », 
vol. 19, 1888; Lorri B., Di un caso di ricoprimento presso Spoleto, « Boll. R. Com. Geol. », 
vol. 36, 1905. E perd gran merito del Lotti l’aver per primo indicato l’eta neotriassica e 
retica delle formazioni delle Mulina. 

(3) Lencewicz S., Sezioni geologiche dell’ Appennino. Toscano, «Rend. Soc. di Sc. di 
Varsavia», 1917, p. 662. 

(4) TitMANN N., Tektonische Studien in der Catena metallifera Toscanas, « Geol. Rund- 
schau», B, XVIIa, 1926. Vedasi in particolare il cap. «1. Monte Pisano». E a rilevarsi 
che i calcari dolomitici, giustamente assegnati al Trias, dei monti dei Bagni di S. Giuliano, 
e di cui a p. 638, non possono per la ragione 1) essere carreggiati sulla loro base. 
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loro presentarsi in masse lentiformi, la sparizione di plani ecc., non sono, 
come pensa il Tilmann, fatti dovuti a forti interessamenti tettonici, ma con- 
dizioni in massima originarie, accentuate al pil dai fenomeni orogenetici. 
Cosi, ad es., la radiolarite neogiurassica al M. Maggiore giace direttamente 
sul calcare cavernoso retico, non gia perché le rocce, che in una succes- 
sione normale dovrebbero intercedere tra l’una e altro, sieno sparite per 
pressioni tettoniche, ma per la ragione 7). 

Va ora notato che sulla natura e sul numero delle falde che si suppone 
costituiscano il M. Pisano, gli AA. non sono affatto d’accordo tra loro. 
Steinmann riteneva che al M. Pisano emergano, attraverso ad una finestra 
della falda lepontica, i terreni del precedente ricoprimento austro-alpino “, 

Seguendo l’ordinamento assegnato dal Tilmann alle due falde Tosca- 
nide I e Toscanide II, il sunnominato piano del carreggiamento pisano pre- 
sunto dal medesimo A., dovrebbe qualora essere il piano limite tra le due 
anzidette Toscanidi. E difatti secondo il De Wijkerslooth ® al M. Pisano sono 
presenti le due Toscanidi del Tilmann, delle quali l’inferiore o I dovrebbe 
terminare superiormente con lo Pseudomacigno, ritenuto eocenico. Il Ver- 
rucano costituirebbe la base della Toscanide II. Cioé @ in pieno contrasto 
con 5}. 

Kober G) ammette al M. Pisano due Toscanidi, aventi rispettivamente 
per limiti superiore ed inferiore, come nella concezione del De Wijkerslooth, 
Pseudomacigno e Verrucano. Perd tali Toscanidi di Kober, come appare 
anche dallo Staub“, dovrebbero in complesso cortispondere alla Tosca- 
nide II del Tilmann, in quanto esse sovrastano alla Serie di Carrara del Kober 
stesso, equivalente alla Toscanide I del Tilmann. Cosi pure lo Staub ritiene 
che al M. Pisano emerga la sola Serie della Spezia, corrispondente alla To- 
scanide II del Vilmann‘). Tale A. pero non suddivide l’anzidetta serie in 
due falde sovrapposte, come fa Kober, in quanto ritiene la struttura a scaglie 
del lato nord-occidentale del M. Pisano una semplice complicazione della 
porzione superiore della Serie della Spezia. Facendo astrazione dalla ine- 
sistenza dei supposti carreggiamenti pisani, come pure dalla divergenza di 
vedute, circa la struttura della falda pisana della Spezia, tra Kober e Staub, 
va rilevato che il M. Pisano non potrebbe per alcuna ragione appartenere 
alla Serie della Spezia o Toscanide II. Difatti i terreni che in tale Monte 


(1) SrEINMANN G., Alpen und Apennin, « Monatsb. d. Deut. geo]. Gesell.», 1907, p. 180. 

(2) De Wrykerstootu P., Der Deckenbau Siid-Toscanas, «Proceed. Kon. Akad. v. 
Wetensch. te Amsterdam», vol. XXXIII, 1930, p. 1190. 

(3) Koper L, Beitrige zur Geologie des Nordapennin und der angrenzenden Alpen, « Sitz. 
Akad. Wissensch. in Wien», Abt. I, B. 136, 1927. 

(4) Straus R., Die Bedeutung der Apuanischen Alpen im Gebirgsbau der Toskana nebst 
einigen Gedanken zur Tektonik des Apennins, « Vierteljahrsschrift d. Naturforsch. Gesell. in 
Zurich », vol. LXXVII, 1932, p. 193. 

(5) Sraus R., op. cit., p. 193, 196, 229 fig. 4. 

(6) Sraup R., op. cit., p. 193-94-95. 
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vanno dal Verrucano della Verruca o del Castellare di S. Giuliano ai cal- 
cari cavernosi retici, esclusi, trovano e litologicamene e cronologicamente, 1 
corrispondenti solo in terreni apuani facenti parte della Toscanide I“. 

Se si tiene ora presente che il M. Pisano puo considerarsi, per il Me- 
sozoico almeno e nell’essenza, una copia impicciolita delle A. Apuane, si 
sara indotti a ritenere che anche per queste ultime debbansi respingere le 
strutture a falde escogitate 

Tre supposizioni, indipendentemente |’una dall’altra o associate a se- 
conda dei casi, hanno principalmente contribuito ad alimentare la corrente 
delle ipotesi nappiste circa la struttura delle A. Apuane: l’aver cioe ritenuto : 

a) che i marmi, seguendo in cid le vedute del Fucini, siano eolias- 
sici e non di Trias; 

b) che lo Pseudomacigno sia autentico macigno eocenico ); 

c) che il Verrucano tipico debba assolutamente essere permiano o al 

iu eotriassico. 

E difatti evidente che con tali premesse, date, ad es., la sovrapposi- 
zione del Retico fossilifero ai marmi e allo Pseudomacigno e la sovrappo- 
sizione del Verrucano alla serie marmifero—scistosa, non si puod logicamente 
pensare che a fenomeni tettonici con ricoprimento, cioeé ad una struttura a 
falde. 

In contrapposto alle surriferite ipotesi, per quelle correlazioni crono— 
litologiche che passano indubbiamente tra M. Pisano e A. Apuane, si pos- 
sono invece fissare alcuni elementi-base: 

I) I marmi di Carrara corrispondono, all’incirca, per un insieme di 
dati stratigrafici, litologici e paleontologi ai calcari marmorei dei monti dei 
Bagni di S. Giuliano, oggi dimostrati triassici. 

IT) La serie degli scisti superiori ai marmi di Carrara e compren- 
dente scisti varicolori con Siphonites, diaspri, Pseudomacigno, Verrucano ecc., 
rocce tutte tra loro indissolubilmente connesse %), corrisponde crono-litolo- 
gicamente al complesso, neotriassico, di consimili rocce, del pari Pun l’altra 
intimamente legate, che al M. Pisano sottosta ai calcari cavernosi retici. 

Non ci si deve pertanto discostare dall’ordinamento tettonico—cronolo- 
gico che per il Mesozoico apuano ha cosi armonicamente dedotto lo Zac- 
cagna. Si deve cioe del tutto escludere che nella cosidetta Serie di Carrara 
o Toscanide I, il Trias sia rappresentato dai soli grezzoni o dai grezzoni e 
da quarziti di base“; che il Retico (il quale ha pur sempre una facies cosi 


(1) Titman N,, op. cit., p. 653. 

(2) Per questa sola supposizione il LENcEwicz (op. cit., p. 658-59 e tav.) ha fissato 
la presenza nelle A. Apuane delle due falde di Calabria e di Sicilia. Egli infatti ascrive 
giustamente al Trias i marmi e gli scisti superiori. 


(3) Zaccacna D., Descrizione geologica delle Alpi Apuane, «Mem. descr. della Carta 


“Geol. d'Italia », vol. XXV, 1932, p. 181, 182, 189, 191 ecc. 
(4) Titmann N., op. cit., p. 654; Straus R., op. cit., p. 198. 
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caratteristica) possa ivi essere costituito da calcari della zona di transizionc . 
tra 1 marmi e i grezzoni“); che i marmi sieno eoliassici; che nella serie 
degli scisti superiori ai marmi, serie in realtd unitaria, sieno presenti oriz- 
zonti (costituenti porzioni inferiori) appartenenti al Giura-Eocene @ 0 al solo 
Eocene S) e orizzonti paleozoici ‘?. Va anzi notato a proposito della serie degli 
scisti superiori, che le errate assegnazioni cronologiche, cui si é testé fatto 
cenno, hanno necessariamente indotto vari AA. a creare in seno alla me- 
desima serie dei presunti piani di ricoprimento. Cosi, ad es., il Tilmann vi 
pone il piano di separazione tra Toscanide I e Toscanide II‘). I] De Wijkers- 
looth  ritiene che la porzione (attribuita da lui al Paleozoico) degli scisti 
superiori sovrastante allo Pseudomacigno (supposto eocenico), costituisca, 
unitamente a masse lentiformi di grezzoni, una scaglia a sé stante e sepa- 
rante la Toscanide I dalla Toscanide II. 

Tutto sommato resulta chiaro che non occorre affatto una struttura a 
falde per ispiegare la normalissima sovrapposizione del calcare cavernoso 7) 
retico alla zona degli scisti superiori, neotriassica. Le due Toscanidi del 
Tilmann o falde equivalenti sono quindi prive di fondamento. 

Quanto alla supposta Liguride, mi limito ad una semplice considera- 
zione ), La serie dei galestri, cui sono associate le masse ofiolitichea puane, 
si addimostra intimamente legata per graduali passaggi al sottostante ma- 
cigno. Inoltre in Toscana e in Liguria talora i galestri sottostanno al ma- 
cigno, loro facies eteropica. Come si puo pertanto ammettere che il com- 
plesso degli scisti galestrini, diaspri e rocce ofiolitiche sia carreggiato sul 
sottostante macigno? 

E bene poi notare che tutte le presunte masse carreggiate pisano-apuane 
sarebbero tutte costituite, come ha gid osservato il Lencewicz, dal solo fianco 
normale superiore delle falde, mancando sempre ed in modo assoluto il fianco 
rovesciato. Si avrebbe cioé a che fare con delle facoidi. Ora cio lascia un 
po’ perplessi, in quanto non depone del tutto a favore di una struttura a 
falde. Cosi pure non da affidamento il disaccordo che non di rado regna tra 


(1) Straus R., op. cit., p. 198. 

(2) Titmann N,, op. cit., p. 653, 655; SrauB R., op. cit., p. 200-01. Zaccagna e 
Lotti hanno bensi rinvenuto calcari screziati e nummulitici in relazione con gli scisti su- 
periori. Ma di tale fenomeno ha gia dato lo Zaccagna stesso una normale e soddisfacente 
spiegazione stratigrafica. (ZAccAGNA D., op. cit., p. 285-86-87-88). 

(3) De WikersLoora P., op. cit., p. 1191-92. 

(4) Tiemann N., op. cit., p. 655; Koper L., op. cit., p. 283-84-85; DE WIJKER- 
SLOOTH P., op. cit., p. 1191-92. 

(5) TiLMann N,, op. cit., p. 655. 

(6) DE WijKERSLooTH P., op. cit., p. 1191-92. 

(7) Secondo il TirMaNN (op. cit., p. 654) e lo SrauB (op. cit., p. 196-97), esso 
costituirebbe il Trias della Toscanide II, o Serie della Spezia. 

(8) Vedasi per i fatti citati: ZaccaGNa D., op. cit., p. 289-90, 293. 
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i vari AA. relativamente a dati cronologici, tettonici, alla posizione e al nu- 
mero dei piani di ricoprimento, sulla natura delle falde ecc. 

Volendo infine trarre da quanto sopra una qualche norma di carattere 
generale per il M. Pisano e per le A. Apuane, puo dirsi che due, in linea 
di massima, sono i fatti che hanno condotto molti AA. ad immaginare strut- 
ture a falde: Paver cioé accettato o supposto dati cronologici errati e il non 
essersi resi esatto conto dei graduali passaggi, della eteropia ecc. tra svariate 
assisi rocciose. La cronologia pertanto, fondata su solide basi, su un com- 
plesso cioé di dati stratigratico-litologici e paleontologici e sulla ricerca dei 
nessi litologici, deve precedere Ja tettonica. Con tali avvertenze molte pre- 
sunte strutture a falde non troveranno forse piu la loro ragione d’essere. 

Avverto perd che con questo non intendo affatto schierarmi contro le 
moderne teorie dei carreggiamenti. Voglio semplicemente dire che 1 ricopri- 
menti tettonici debbonsi ammettere solo cola ove di essi esistano palesi ed 
indiscutibili prove. Ora, invero, per le ragioni su addotte, non mi sembra 
essere guest’ultimo il caso per il M. Pisano“) e per le A. Apuane. 


Geologia. — Affioramento cenomaniano nell’alto vallone del 
fiume Salso. Nota di S. SorreNTINO, presentata® dal Socio 
A. MarTELLI. 


Dopo il magistrale studio del Seguenza%) sullo sviluppo del cretaceo 
_medio dell’Italia meridionale ed in particolare quelli del Meneghini™, del 
Ciofalo ‘), e del Coquand “, sopra i fossili del cenomaniano sviluppati fra 
Caltavuturo, Polizzi e Caccamo (prov. Palermo), la bibliografia e le notizie 
relative a questo piano, sono piuttosto scarse. Si pud ritenere anzi che tutti 


(1) Ricordo che gia si espressero contro supposti carreggiamenti pisani e talora apuani, 
i seguenti AA.: Fucinr A. (in lavori dal 1907 in poi); UGo.ini R. (Brevi osservazioni sui 
calcart cavernosi brecciformi del Monte Pisano, « Proc. verb. Soc. osc. Sc. Nat.», 1908) ; 
De STEFANI C. (Di alcuni carreggiamenti locali recentemente supposti in Italia. Questi « Ren- 
diconti», vol. XVII, 1908). 

(2) Nella seduta del 18 giugno 1933. 

(3) G. SEGUENZA, Studi geologici e paleontologici sul cretaceo medio dell Italia meridionale, 
« Mem. R. Acc. dei Lincei », Roma, 1882; Ip. 1 fossili cenomaniani di’ Caltavituro nella 
prov. di Palermo. « Rend. R. Acc. Scien. fis. e- natur. di Napoli», fasc. I, 1876, ed altre 
Memorie inerenti al soggetto indicato. 

(4) G. MENEGHINI, Studi paleontologici sulle ostriche cretacee di Sicilia. « Soc. Italiana 
di-Sc. Nat.», vol. IV, 164. 

(5) S. CroraLo, Descrizione dei fossili di Termini Imerese e suoi dintorni, 1869; Iv., 
Note su alcune specie nuove di fossili del cretaceo medio di Caltavuturo, 1877, « Ann. Soc. Nat. 
di Modena». 

(6) H. Coquanp, Sur la formation crétacée de Sicilie. « Bull. Soc. Géol. di Fr. », 1866; 
Ip., Monographie du genre Ostrea. Terrain crétacé, 1869. 
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i dati riguardanti lo sviluppo e la fauna di questo piano cretacico, della 
prov. di Palermo, siano riassunte nel volume primo delle Memorie descrit- 
tive della carta geologica d’ Italia ©). 

Dalla bibliografia citata risulta che lo sviluppo del cenomaniano é molto 
limitato, e che per la regione in esame, gli afforamenti sono localizzati a 
lembi, pit’ o meno ristretti, sul versante settentrionale della Isola. Inoltre, 
essi risultano quasi tutti racchiusi nell’alto bacino del fiume Imera_ set- 
tentrionale ad eccezione di un piccolo lembo, che viene a giorno fuori di 
questo bacino, e cioe nei pressi dell’abitato di Caccamo (strada Cerda- 
Caccamo). 

In alcune escursioni eseguite nell’alto bacino del fiume Salso, ho potuto 
rilevare, fra Valtro, un nuovo affioramento di cretaceo, che per i caratteri 
litologici del sedimento e pid di tutto per la ricca fauna in esso riscontrato 
é da assegnarsi al cenomaniano. Il nuovo afforamento amplifica di conse- 
guenza lo sviluppo in superficie di questo terreno, ed é, in special modo, 
interessante per i rapporti che si possono stabilire con quelli precedentemente 
conosciuti. 

Il lembo cenomaniano individuato costituisce, probabilmente, anche |’af- 
fioramento piu esteso di tutta questa regione, ed ¢ inoltre l’unico sviluppato 
finora sul versante mieridionale della Sicilia. Esso & propriamente localizzato 
nel vallone Xiremi, il quale assieme ai valloni di Petralia e di Gangi, forma 
poi il fiume Salso o Imera meridionale. 

La localita di piu facile e comodo accesso all’athoramento, ¢ situato nei 
pressi del gruppo di case denominate Brolo, sotto monte S. Giorgio, che si 
incontra sulla strada Petralia—Caltavuturo. Da qui, dirigendosi al sud ed in 
direzione del monte Catuso, si discende nel vallone Xiremi, incontrando gia 
a mezza costa Jo sviluppo della formazione cretacica. Questa formazione si 
presenta decisamente argillo-scagliosa, di colore azzurro—bruno intenso, con 
intercalazioni di strati calcarei compatti, anch’essi di colore scuro predomi- 
nante e con spessore di circa 5 cm. Sia dalle argille, che dal calcare, si pos- 
sono raccogliere numerosi fossili apparteneuti in predominanza alle ostreidi. 
Questi fossili sono a loro volta intensamente colorati in azzurro scuro. 

Detta formazione cenomaniana si continua poi sul fondo e lateralmente 
al vallone, passando quindi sulla sponda destra dello Xiremi e sviluppandosi 
fino a circa la meta della regione Alberi. Qui, come in tutto il suo mar- 
gine, si confonde con le vere argille scagliose eoceniche soprastanti. 

Per il carattere litologico argillo—scaglioso, per la presenza costante delle 
argille variegate che lo limitano, il citato afhoramento cenomaniano era stato 
finora ritenuto e percid incluso nell’eocene; mentre questo ultimo terreno si 
trova limitato solo ai bordi e come lembi affioranti. Anche l’eocene ¢ a sua 
volta perd coperto dalle formazioni superiori del miocene. 


(1) Batpacct, Isola di Sicilia, Roma, 1886. 
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A questa prima assegnazione ha contribuito certamente anche il fatto 
che talora sulle marne cenomaniane, si riscontrano argille chiazzate in rosso 
cupo, che aumentano la rassomiglianza con le argille eoceniche. Dette ar- 
gille chiazzate in color vinaccia non appartengono al cenomaniano, ma sono 
placche isolate e provenienti dal sedimento del soprastante eocene variegato. 
Tale interpretazione & avvalorata dal fatto che esse, oltre ad essere del tutto 
superficiali, presentano spesso straterelli calcarei con nummiuliti ed alveoline, 
come si riscontra specialmente nelle placche di maggiore estensione. 

L’affioramento cenomaniano qui descritto ¢ certamente da mettersi in 
rapporto con quello della regione Spinazzi (alta valle dell’ Imera settentrio- 
nale) e fors’anche con quello di Caltavuturo. Ma questi accennati rapporti 
di continuita sono pero interrotti dallo sviluppo dei sedimenti soprastanti 
(eocene e miocene), che si trovano specialmente localizzati lungo la linea 
dello spartiacque, che in questo tratto si mantiene fra le quote 850 e 1000 m., 
interrompendo la continuita dei citati afhoramenti. 

Quanto ora é stato detto circa la continuita del cenomaniano si rende 
evidente specialmente per |’affioramento di regione Spinazzi. Infatti discen- 
dendo sia al nord che al sud della strada di Petralia-Caltavuturo (strada che 
corre sullo spartiacque fra i versanti settentrionali e meridionali dell’ Isola) 
la serie stratigrafica dei terreni si presenta la medesima pur avendo uno svi- 
luppo diverso. 

Intendo dire cioe che seguendo l’afhoramento dei terreni in queste 
due opposte direzioni si ha che al miocene medio, afhorante sulla strada, 
segue l’eocene e quindi il cenomaniano: di contrada Spinazzi al nord, 
e quello di regione Xiremi al sud, con entrambi gli afhoramenti localizzati 
sul fondo valle. Riguardo poi alle condizioni di contatto fra i citati termini, 
si puo dire che tra miocene ed eocene si ha una decisa discordanza, poiche 
il miocene medio di M. S. Giorgio é quasi orizzontale, mentre |’eocene sot- 
tostante si presenta con pendenza variabile, talora anche molto forte. Le 
condizioni fra eocene e cenomaniano non si rilevano con precisione, poiche, 
come gia si ¢ detto, i limiti delle due formazioni risultano un po’ arbitrari 
specialmente per condizioni litologiche. 

Le citate condizioni di giacitura e le opposte caratteristiche litologiche 


fra. eocene e miocene, determinano, sul versante nord, delle grandiose e.ca- . 


ratteristiche frane del sedimento miocenico, talché la regione é denominata 
«vanghe di Sciaccabene ». 

L’athoramento cretaceo del vallone Xiremi € certamente molto piu 
esteso di quello di regione Spinazzi, malgrado che non sia stato possibile 
delimitarlo con esattezza. Cid non toglie perd che :esso debba considerarsi 
sviluppato in tutto il bacino superiore del vallone stesso, a mezza costa dei 
rilievi di M. S. Giorgio, M. Puccia e M. Catuso. ee 

I fossili raccolti dalla formazione sono trenta esemplari in buone con- 
dizioni di conservazione e la determinazione é stata eseguita in base ai lavori 


= 


anche del Peron “*) del Pervinguére @), ecc. Detta determinazione ha portato 
al riconoscimento delle seguenti specie: 


Escogyra flabellata Goldfuss ; 


» oxynta Coquand ; 

» olisoponensis Sharpe; 
» trigert Coquand ; 

» columba Lamarck; 

» delettrei Coquand ; 

» africana Lamarck ; 


Electyonia siphax Coquand ; 
Pycnodonta vesiculosa Sowerby. 


A queste specie se ne aggiungono ancora altre con caratteristiche in- 
termedie fra le citate specie, oltre due o tre esemplari che per la somma 
dei loro caratteri bisognerebbe forse tener separati specificamente dalle no- 
minate; ma per mancanza, per ora, di altro materiale, credo superflo insi- 
stere su queste differenze. I sedimenti soprastanti sono anch’essi caratteriz- 
zati da numerosi fossili, specialmente nummuliti ed alveoline, fra cui pre- 
dominano le seguenti specie: 


Numniulites perforata D’ Orbigny ; 


» distans Deshayes; 

» tchibatcheffi D’Archiard et Haime, ecc. 5 
Alveolina oblonga Fortis; 

» ellipsoidalis Schwager (milium Box), ecc., che fanno 


riferire il giacimento all’eocene medio. 


Il miocene immediatamente soprastante va a sua volta ascritto al mio- 
cene medio in considerazione dei fossili che contiene. Fra questi predomi- 
nano specialmente i briozoi, che caratterizzano, si puo dire, il sedimento, il 
quale é prevalentemente arenaceo, ora compatto ora friabile. Ai briozoi si 
associano pure numerosi pecten, ostrea, cerithium e piccoli coralli. Sopra 
questo miocene segue poi il grandioso sviluppo dei sedimenti del miocene 
superiore caratterizzato dalla serie gessosa argillosa. 

Altre escursioni eseguite ad oriente di questa localita, e propriamente 
nei valloni di Petralia e di Gangi, allo scopo di delimitare il cenomaniano, 
mi hanno dato scarsi risultati. Viceversa, esse mi hanno quasi sempre con- 
fermato l’esistenza dell’eocene, suscettibile di essere distinto in vari livelli. 
Cosi per esempio, sotto il feudo S. Giorgio, il nummulitico ¢ fortemente 
raddrizzato alla verticale ed é decisamente calcareo grigio in grossi e' com- 


(1) Déscriptions de quelques fossiles nouveaux ou critique des terrains lertiatres et secon- 
daires de la Tunisie. In « Explorat. Scient. de la Tunisie », 1893. 
(2) Etudes de paléontologie tunisienne, 1912. 
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patti strati; in Regione Vanella, confluenza tra il vallone Xiremi e Petralia, 
esso @ argilloso calcareo con strati ricchi di nummuliti che afhorano a casa 
Vanella, Marabutto, ecc., per passare poi ad argille con predominio di cal- 
carei decisamente alveolinici, come si puo verificare andando da casa Segna- 
feri fino a casa Manzoni, a sud di Bompiero. 


Come conclusione di questa breve Nota possiamo dire che il nuovo 
affioramento cenomaniano conferma le vedute del Seguenza circa la sua sua 
posizione stratigrafica e giustifica la sua importanza nel cretaceo siciliano, 
qualora altri afhoramenti siano individuati e separati dalle argille scagliose 
eoceniche con le quali possono essere ancora confuse. Anzi a tale proposito, 
si pud affermare che il cenomaniano avendo sempre presentato in Sicilia 
caratteristiche litologiche e faunistiche analoghe a quelle qui descritte, puo 
essere considerato come un livello sicuro, da ricercare nella distinzione del 


cretaceo siciliano. 


Fisiologia (Chimica Fisiologica). -— Sul valore alimentare 
del grano germinante™. Nota® di V. Famtant, presentata dal 


Corrisp. S. BAGLIONI. 


Numerose osservazioni sperimentali, tendono a dimostrare che ai semi 
in germinazione spetta un valore biologico diverso da quello, che spetta agli 
stessi semi allo stato di riposo. 

Con ricerche sull’orzo, ad es., Holt G) ha dimostrato che il fattore an- 
tiscorbutico, assente nei semi secchi, vi comparisce durante la germinazione; 
e ciO € stato confermato pil tardi dalle ricerche di Cohen e Mendel “), 
nonche da quelle di Chick.e Delf e di molti altri sperimentatori. 

Schittenhelm ed Eisler “ recentemente hanno osservato, che l’orzo ger- 
minante, gia in quantita del 15 °/. della razione, previene la xeroftalmia ed 
induce nei ratti un buon accrescimento, mentre ¢ noto che l’orzo secco é 
alimento deficiente in fattore A, ed anzi notevolmente deficiente, anche se- 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 24 giugno 1933. 

(3) A. Horr, Experimental Studies relating to Siph Beri-beri and Scurvy, « Journ. of 
Hygiene», 7, p. 619, 1907. 

(4) B. Cuoen e L. B. MenpeL, Experimental Scurvy of the Guinea-Pig in relation to 
Diet., «Journ. Biol. Chem.», 35, p. 425, 1918. 

(5) H. Cuick e E. M. Der, The antiscorbutic value of Dry and germinated seeds, 
« Bioch. Journ. », 13, p. 199, 1919. 

(6) A. ScurrrenueLM e B. EIster, Untersuchungen iiber den Vitamingehalt von Ger- 
stenkernen, « Ztschr. f. d. ges. exp. Med.», 58, p. 645, 1928. 
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condo i risultati di nostre personali ricerche “). Ancora gli stessi AA, ©), 
in una interessante serie di osservazioni, hanno constatato la presenza di 
fattore D nella radicetta dell’orzo, ne hanno studiato la utilizzazione nei 
ratti rachitici e nei normali, e sono riusciti ad estrarne uno sterolo attivo, 
identico, per loro, all’ergosterina irradiata. Poiché l’orzo secco si é rivelaté 
sprovvisto del fattore D, e poiché nell’orzo germinato solo la radicetta si 
€ dimostrata attiva, essi ritengono che la sostanza antirachitica si formi du- 
rante la germinazione. . 

Anche per il contenuto in fattore B sarebbero state riscontrate delle 
variazioni, ma le opinioni in proposito appaiono discordanti: cosi, mentre 
Kucera G) lo avrebbe visto nella germinazione diminuire sino a scomparsa, 
con rapidita diversa pei diversi semi (prima nei cereali che nei legumi), e 
risultati analoghi avrebbe ottenuto Hlavaty “ pei piselli e per la veccia, 
Kim 6) e Miller e Hair , nei fagiuoli, ne avrebbero constatato un aumento. 
Anche Schittenhelm ed Eisler hanno osservato, che orzo germinato con- 
tiene una quantita relativamente grande di fattore B. 

Swanson ‘7 nella farina di grano germinato ha potuto constatare una 
maggiore percentuale di amminoacidi, dovuta alla scissione delle proteine, e 
a ciO appunto egli e Fitz) hanno attribuito il costante aumento dell’acidita, 
che contemporaneamente si riscontra; d’altra parte Stockman ©) ha osservato 
che l’attivita proteolitica del grano e della farina appare esaltata in grado 
assai notevole durante la germinazione. 

Queste ed altre osservazioni, che dimostrano come notevoli e complessi 
siano i mutamenti, tanto di indole chimica, quanto di indole biologica, che 
avvengono nei semi durante la germinazione, inducono a ritenere, che anche 
il valore nutritivo di essi debba in certo senso mutare. Tuttavia non ci ri- 
sulta che esistano nella letteratura ricerche esaurienti, che tendano ad affron- 
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(1) V. Famtant, Sul valore alimentare dei semi di « Hordeum vulgare L.», «Il Pro- 
blema alimentare», vol. 3, 1933. 

(2) A. ScHITTENHELM e B. Etster, Ueber das antirachiratische Vitamin der Wurzel- 
keime. Nota I, II e III, « Ztschr. f. d. ges. exp. Med.». 75, pp. 737, 745, 7583 1931. 

(3) C. Kucera, Variations de la teneur en vilamines B et C des graines de céreales au 
cours de la germination, «C. R. de la Soc. de Biol. », 99, p. 967, 1928; Ip., Nowvelles re- 
cherches sur la diminution de la teneur en vitamine B dans la graine des céréales et des le- 
guminoses au cours de la germination, «Ib.», 100, p. 429, 1929. 

(4) J. Hravarty, Sur la disparition de la vitamine B des graines germant dans un 
eermoir ou dans le sol, «C. R. Soc. Biol.», roo, p. 587, 1929. 

(5) C. S. Kim, Some Chemical and Biological studies of the Mung Bean, « China Med. 


Journ. », 42, p. 337, 1928. 
(6) C. D. Mitrer e D. B. Hair, The Vitamin Content of Mung Bean Sprouts, « Journ. 


Home Econ.», 20, p. 273, 1928. 
(7) C. O. Swanson, The influence of germination on the milling qualities of Wheat, 


« Oper. Miller. », 18, 1913. 
(8) Swanson e Firz, SrockMan, citati da G, TaLtarico (6). 


tare e risolvere il problema del valore alimentare dei semi germinanti, da 
un punto di vista che possa dirsi affatto soddisfacente e completo. 

Recentemente G. Tallarico ‘ ha sperimentato su numerosi lotti di tac- 
chini in periodo di accrescimento, alimentandone alcuni con grano od orzo 
allo stato di riposo, ed altri con gli stessi semi portati prima allo  stadio 
di germinazione iniziale mediante bagno in acqua per 48 ore, e poi ridis- 
seccati fino alla ripresa delle dimensioni primitive; e inoltre offrendo in 
aggiunta a tutti i lotti, una eguale razione alimentare, a base di farina di 
carne e di foglie di sulla trinciate. Alla fine dell’esperimento, della durata 
di due mesi, egli ha potuto osservare che gli animali trattati con i semi 
germinati e ridisseccati avevano guadagnato in peso molto pit che i corri- 
spondenti alimentati con i semi allo stato di riposo. 

Queste esperienze, unitamente alla considerazione dello stato attuale di 
tutte le conoscenze riflettenti la complessa quanto importante questione, ci 
hanno deciso ad occuparci metodicamente dell’argomento. Ed abbiamo co- 
minciato collistituire una prima serie di ricerche orientative in animali non 
eminentemente granivori, ma onnivori, col proposito di accertare, se in essi 
e sperimentando in condizioni forzate di alimentazione esclusiva, risultassero 
gia differenze tra il valore alimentare di semi germinanti o allo stato di 
riposo. La nostra scelta & caduta sul grano, per l’ovvio motivo della sua 
fondamentale importanza nell’alimentazione umana. Pil precisamente abbiamo 
voluto intanto vedere, se nelle condizioni sperimentali le pit: forzate possi- 
bili, il valore alimentare del grano in periodo di germinazione iniziale si 
dimostrasse, per i ratti albini in via di sviluppo, diverso o non da quello 
dello stesso grano allo stato di riposo; per passare quindi a stabilire; qualora 
differenze fossero risultate, in che esse consistessero, ed a che fossero dovute. 

Riferiremo brevemente in questa Nota i risultati delle prime ricerche 
condotte a tal fine, e tendenti ad illummarci sulla prima parte del nostro 
programma. 

Abbiamo sperimentato su tre gruppi di ratti albini, ognuno costituito 
da due maschi e da due femmine, scelti da due nidiate della stessa eta, 
provenienti dallo stesso ceppo originario, ed opportunamente ripartiti. 

Detti animali, all’eta di 4 settimane circa, una settimana cioé dopo lo 
slattamento, furono alimentati: un gruppo con solo grano non germinante ; 
uno con lo stesso grano in periodo iniziale di germinazione; il terzo infine 
con alimento misto e yariato, animale e vegetale. 

Per ottenere la germinazione si disponeva il grano, in strati assai sot- 
tili onde evitare fatti di asfissia, su ovatta imbevuta di acqua condotta, la- 
sciandovelo per 36 ore circa a temperatura ambiente. Dopo tale trattamento 
i chicchi apparivano assai rigonfi, e parte di essi lasciava scorgere la fuo- 
ruscita iniziale dell’epicotile. 


(1) G. Tarrarico, Il grano come alimento e come semente, « Memorie della R. Accad. 
@Italia», vol. 3°, 1931, 
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Il grano germinante, come quello non germinante, fu  offerto intero 
agli animali. Questi ebbero tutti sempre acqua a disposizione, ed alimento 
in esuberanza. Ne consumarono sempre abbondantemente. In tutti gli ani- 
mali si studiarono, per un periodo di 90 giorni: le variazioni del peso cor- 
poreo (con pesate di 10 in 10 giorni), il comportamento dell’apparato ge- 
nitale (schiusura dell’ostio vaginale nelle femmine, sviluppo dei testicoli nei 
maschi), la muta del primo pelo e lo stato generale. 

Riuniamo nell’unito specchietto i dati relativi al comportamento del 
peso degli animali: vi sono indicati comparativamente ed in forma rias- 
suntiva gli aumenti medii assoluti e percentuali del peso dopo periodi di- 
versi di osservazione. 

Dall’esame di esso appare anzitutto, che gli animali dei due gruppi ali- 
mentati con grano hanno guadagnato in peso - com’era da prevedere, anche 
per esserci gia risultato da precedenti osservazioni()() — meno di quelli 
tenuti ad alimento misto. Ma a loro volta, gli animali alimentati con solo 
grano germinante, hanno guadagnato, nei primi 60 giorni, pesi percentuali 
nettamente maggiori che non quelli tenuti a dieta di solo grano non ger- 
minante, ed hanno anzi, al trentesimo giorno, mostrato dei valori assai_vi- 
cini a quelli osservati per i controlli. Tale vantaggio é risultato ancora netto 
al novantesimo giorno per le femmine, mentre si é rivelato di minor grado 
pei maschi, che fornirono valori alquanto inferiori a quelli trovati al ses- 
santesimo giorno. 

Nei riguardi del comportamento dell’apparato genitale, la schiusura dello 
ostio vaginale e avvenuta in epoca normale nelle femmine di controllo ed 
in quelle alimentate con grano germinante, mentre € mancata nelle fem- 
mine alimentate con grano in riposo. Nei maschi dei due gruppi a grano, 
i testicoli hanno raggiunto dimensioni minori di quelli dei controlli; le di- 
mensioni pil piccole sono state osservate per gli animali alimentati con 
grano non germinante, i quali mostrarono inoltre protrusione del pene flac- 
cido, fenomeno assai frequente nei ratti in molto cattive condizioni gene- 
rali, e che fu presentato anche dai maschi tenuti a grano germinante, ma 
solo in un periodo posteriore ed in coincidenza con l’inizio della caduta del 
peso corporeo. 

Nette differenze non sono state osservate tra gli animali dei due gruppi 
a grano in rapporto alla muta del pelo, che apparve ritardata rispetto ai 
controlli. 

Volendo riassumere in poche parole i risultati ottenuti, possiamo dire 
che nel complesso tutti gli animali alimentati con grano germinante hanno 
presentato un accrescimento evidentemente migliore di quelli trattati con 


(1) V. Famiant, Sugli effetti dell alimentazione esclusiva con alcuni cereali, « 11 Problema 


alimentare», 1, p. 165, 1931. 
(2) V. Famiant, Sul valore alimentare del grano (semi di « Triticum vulgare Vill. »), 


«Il Problema alimentare», 2, p. §5, 1932. 


erano in riposo o non germinante, e che la schiusura dell’ostio vaginale 
(esponente della maturita sessuale) & stata osservata, oltre che per le fem- 
mine di controllo, solo per quelle tenute a grano germinante, ed in epoca 
perfettamente normale. 

Cid ci autorizza a ritenere che, in rapporto all’accrescimento dei ratti 
albini in via di sviluppo, al grano germinante debba competere un valore 
alimentare superiore a quello che spetta al medesimo grano in riposo o non 
germinante. 

Non deve meravigliare che il vantaggio sia stato, nel caso nostro, di 
grado relativamente limitato ed in parte solo temporaneo, perché, come 
abbiamo in precedenza detto, volutamente ci siamo messi nelle condizioni 
sperimentali le pit forzate, essendo noto, anche per Je nostre personali ri- 
cerche gia citate, oltre che per quelle di precedenti AA.“ ®), che il grano, 
fornito come alimento esclusivo, costituisce un alimento qualitativamente 
deficiente pei ratti in via di sviluppo. 
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(1) E. B. Hart e E. V. Mc Cotium, Influence on growth of rations restricted to the 
corn or wheat grain, « Journ. Biol. Chem.», 19, p. 373, 1914. 

(2) H. H. Mrrcvett e D. B. Smunts, The aminoacid deficiencies of beef, wheat, corn, 
oats and soy beans for growth in the white rat, «Journ, Biol. Chem.», 95, p. 263, 1932. 


A che cosa & dovuto con precisione il vantaggio fornito dal grano ger- 
minante ? Le numerose osservazioni dei precedenti AA., relative ai muta- 
menti che si verificano nei semi durante la germinazione potrebbero indurre 
ad attribuirlo all’uno od all’altro dei diversi costituenti del grano. Ma é nostra 
intenzione discutere tale argomento solo quando saremo in possesso di altri 
dati, che attendiamo da ricerche all’uopo istituite, e che ci permetteranno 
di esprimere un parere sulla base di osservazioni personali. Qui abbiamo 
voluto solo fissare il primo nucleo dei fatti trovati, e che dimostrano come 
anche in condizioni sperimentali assai forzate, il grano, per effetto delle 
prime trasformazioni interne germinative, acquista, pei ratti albini in via di 
sviluppo, valore di alimento senza dubbio pil completo in confronto con 
quello, che spetta al medesimo grano in riposo o non germinante. 


Patologia. — Influenzamento della infiammazione in via 
emalogena. Nota’ di M. Catcinar™ presentata dal Corrisp. 
P. Ronponl. 


In un primo % ed in un successivo 4 lavoro, riassuntivo di ricerche 
proprie ed altrui, il Rondoni svolgeva Videa secondo cui certe sostanze, agendo 
per via ematica, influenzerebbero la risposta flogistica dei tessuti, di fronte 
ad un agente flogogeno localmente applicato; e parlava in tal senso di cofal- 
tori della flogosi. Come tale nelle esperienze eseguite in questo laboratorio 
é resultato potere funzionare, di fronte a certi stimoli flogogeni ma non a 
tutti, l’'acido wrico; e cosi i] Rondoni rendeva note brevemente “) eppoi la 
Beltrami  illustrava per esteso esperienze di questo tipo: spennallatura del 
padiglione dell’orecchio di ratti con olio di croton (agente flogogeno locale) ; 
contemporaneamente iniezione per via endoperitoneale in alcuni ratti di una 
soluzione contenente acido urico, in altri di una eguale soluzione priva di 
acido urico: la flogosi era piu vivace e la distrofia cutaneo-pilare successiva 
(depilazione) pit pronunziata nei ratti che avevano ricevuto I’acido urico. 
Queste osservazioni furono valorizzate dal lato clinico dal Pasini ‘. Esse 
mostrano che l’acido urico (che é capace di produrre di per sé una flogosi 
a carattere produttivo) pud in certi casi esaltare la funzione flogogena acuta 


(1) Pervenuta all’Accademia il 10 luglio 1933. 

(2) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Patologia Generale della R. Universita di 
Milano. 

(3) «Krankheitsforsch », vol. 9, p. 211, 1931. 

(4) «Biologia medica», vol. 8, n. 11, novembre 1932. 

(5) «Rendiconti Reale Ist. Lomb. di Scienze e lettere », vol. 65, fasc. 11-15, 1932. 

(6) «Arch. per le scienze mediche», vol. 57, p. 221, 1933. 

(7) «Minerva medica», 1932. 


di altri materiali; senza che si abbia una semplice sommazione locale di ef- 
fetto, perché la scoria purinica agisce per la via del sangue, modificando 
la disposizione dei tessuti alla flogosi. 

Si & voluto con questo semplice ma chiaro dispositivo sperimentale adot- 
tato da Rondoni e Beltrami, studiare una serie di sostanze, considerabili al 
pari dell’acido urico come metaboliti normali, per vedere se talune fra esse 
esplichino pure una consimile funzione di modificatori o cofattori della in- 
fiammazione, iniettandole parenteralmente a ratti, in cui si produceva una 
flogosi acuta del padiglione auricolare con olio di croton. Ogni sostanza ¢ 
stata saggiata su parecchie coppie di ratti, scegliendo per ogni coppia ratti 
di egual peso e in ogni individuo della coppia spennellando col suddetto 
olio acre un padiglione (accuratamente sulle due facce, badando a non span- 
dere olio oltre la base del padiglione), un individuo della coppia poi trat- 
tando endoperitonealmente colla sostanza in prova, altro tenendo per ccn- 
trollo. Ogni sostanza é iniettata endoperitoneo pit volte, talora fino al limite 
di tolleranza (sussulti muscolari da urea ecc.); e spesso anche le pennella- 
ture sono ripetute. 

Si sono cosi studiate le seguenti sostanze: 


Allantoina. — Il-suo studio da questo punto di vista € una necessaria 
integrazione delle ricerche svolte dai precedenti autori con acido urico, sa- 
pendosi che nel ratto c’¢ una normalmente limitata ma largamente esaltabile 
trasformazione dell’acido urico in allantoina‘); e potendo darsi che la fun- 
zione di cofattore spetti non all’acido urico come tale ma al suo prodotto 
di trasformazione. Fu iniettata ripetutamente in soluzione 5°/, (2-4 cmc. 
per iniez.). Sperimentate n. 4 coppie di ratti. . 


Urea. — Iniezione ripetuta di cmc. 2-3 per volta di soluzione 20°/o. 
Sperimentate n. 5 coppie di ratti. 


Istamina. — Iniezione ripetuta di cmc. 1-2 per volta di soluz. 0,50-1 °/,. 
Sperimentate n. 6 coppie di ratti. 


Tirossina. — Iniezione ripetuta di cmc. 2 per volta di soluz. 0,50°/o. 
Sperimentate n. 3 coppie di ratti. 


Filtrato di cultura in brodo glicerinato di b. tubercolare (tubercolina). — 
Iniezione di cmc. 4-5 per. volta, pil volte. N. 3 coppie sperimentate. 


Acido lattico. — Che l’acido lattico possa fungere da cofattore della 
flogosi & suggerito da ricerche (in corso di pubblicazione) del Vannotti (della 
Clinica medica di Berna) sulla artrite sperimentale allergica, che dall’ acido 
lattico sarebbe esaltata, come é esaltata la. flogosi allergica dall’acido urico 
secondo Rondoni?). Onde LV opportunita di uno studio dell’acido lattico. 


(1) Ronpont, « Arch. di scienze biolog.», vol. 15, p. 569, 1930. 
(2) «Verhandl. d. deutsch. pathol. Gesellsch. », 25te Tagung, 1930. 
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(soluz. 10-20°/, di lattato sodico, iniezioni ripetute di 2-5 cmc.) secondo 
Pattuale dispositivo. N. 10 coppie sperimentate. 


Lurea, l’allantoina, la tirossina e la tubercolina non hanno dato resul- 
tati degni di nota: fugaci diversita della flogosi fra ratti iniettati e ratti 
controlli talora affermatesi non possono essere prese in considerazione. Con 
questo si conferma che nelle precedenti esperienze della Beltrami era vera- 
mente l’acido urico come tale il principio esaltatore della flogosi da olio 
di croton e non il suo prodotto di trasformazione, !’allantoina. L’istamina, 
sostanza notoriamente capillarodilatatrice, ha dato fenomeni di iperemia ge- 
nerale nei padiglioni auricolari e forse ha offerto una certa sommazione cogli 
effetti flogogeni dell’olio acre. 

Pil netti, costanti e regolari sono i resultati offerti dall’acido lattico: 
sempre si é visto, sebbene non con eguale evidenza in ogni coppia, come 
é naturale, che la flogosi da olio di croton del padiglione auricolare é stata 
piu grave, a carattere pill spiccatamente necrotico-emorragico, nell’animale 
trattato parenteralmente coll’ossiacido in confronto all’altro. Le figure accluse 
mostrano bene la differenza in una coppia dopo otto iniezioni di lattato di 
sodio (in tutto cmc. 40 di soluz: al 10 °/,) nell’uno dei due partner (fig. 1): 
questo, trattato, offre una vera necrosi massiva del padiglione, brunastro per 
infarcimento ematico, coartato, in via di distacco parziale dalla base di im- 
pianto; mentre la fig. 2 fa vedere il padiglione egualmente spennellato nel- 
animale di controllo, che non ha avuto l’acido lattico, e offre una flogosi acuta, 
senza carattere necrotico-emorragico, solo con pit larga depilazione attorno 
alla base del padiglione, forse per pil intenso grattamento cui gli animali 
di controllo paiono abbandonarsi (relativa anestesia dell’area infiammata negli 
animali ad acido lattico ?). 

In conclusione di vari prodotti metabolici saggiati, con caratteri di me- 
taboliti normali o di ormoni (ed anche una sostanza del tutto estranea al- 
Porganismo, la tubercolina), si puo dire che l’acido lJattico si é trovato pos- 
sedere, iniettato parenteralmente, una funzione modificatrice ed accentuatrice 
sul processo locale di flogosi da olio di croton. L’acido lattico ¢ un pro- 
dotto del metabolismo intermediario dei carboidrati; pud derivare anche per 
processi di desaminazione da aminoacidi; ¢ di larga reperibilita nei tessuti 
e nei liquidi organici, ove aumenta se € comunque inibita la ossidazione 
integrale degli zuccheri e si accentuano i processi di glicolisi anaerobia. Non 
é dunque priva di interesse la dimostrazione che esso pud avere una fun- 
zione attivatrice sulla flogosi, cui imprime carattere necrotico-emorragico, 
per probabile grave lesione della parete vasale. 
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Fisica (Fisica matematica), — Sulle deformazioni delle piastre 
‘elastiche. Nota 1X del Socio E. Atmansi™. 


1. Riprendo l’argométto che esaminavo nella Nota precedente. Con questa 
chiudero la serie delle Note in cui ho voluto esporre una teoria generale delle 
deformazioni di una piastra isotropa sollecitata soltanto sul bordo; delle quali 
Note nelle ultime quattro (compresa questa) sono trattate quistioni aventi 
carattere puramente analitico. 

Siano u,v funzioni regolari nella regione o del piano xy, limitata dal 
contorno s, che in o verificano le equazioni 
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(1) Aiea Cu a — G4, 
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quindi 
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(1) Pervenuta all’Accademia il 25 luglio 1933. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 


ove intendiamo che in un punto di s (pil esattamente, in un punto di o 
infinitamente vicino ad s) n denoti la normale rivolta l’esterno. 


Supponiamo da prima che l’area o sia circolare, ed w abbia sul con- 
ou 
torno un valore costante. Anche a sara costante; onde avremo dalla (2): 


Ou 
(3) oe [ea tli FB, 


Ss 


Prendiamo come origine delle coordinate un punto P, dis, come asse 
delle x la retta che passa per il centro C del cerchio, col verso positivo P, C; 
€ poniamo 
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Sara, in un punto qualunque di s, Fm ees ee y, ove 


denota l’angolo che la normale nm forma coll’asse delle x. La formula (3) 
diverra: 
ou 


Is = —cu]vecosdds. 
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La v @ ovunque positiva; il secondo integrale, in valore assoluto, ¢ dunque 


minore del primo. Percio sara 


ah = |, ovvero post zee ee 
an clu], ero posto c= — , = 


(vi, Notae'V,,S 3). 


2. Consideriamo ora sul piano xy una superficie o arbitraria, salvo questa 
restrizione: che per un punto qualunque P del suo contorno s la tangente 
sia determinata, e il circolo y di raggio a, tangente in P ad s ed avente il 
centro sulla normale esterna 7, non penetri in oc. 

Sia P, un punto di s. Diciamo vu la funzione regolare in tutta la re- 
gione del piano situata all’esterno del circolo y relativo al punto P, (quindi 


T s 
in o), che verifica l’equazione Av = c?v,conc = oe che sul circolo y ha 
a 


il valore 1, e all’infinito si annulla (v. Nota VIII, § 4 e seg.). 
Sia u una funzione regolare in o, che verifica l’equazione Au = c? u, 
ed ha sul contorno s un valore costante U >>o. Nellinterno dio si ha uw =U 


(VIII, 2); percio in P, (denotando n la normale rivolta verso l’esterno) sara 
ou 


On 


(4) be Hs 


=o. Ora poniamo u = U-v + w, donde 


Nel punto P, si ha w=U,v=1, quindi w=o. Negli altri punti 


dis, si ha w=U jo<—v<—r. Sara per conseguenza in tutta l’area o, 
9 


Set ‘ . ow 
wW => 0; onde in P,, dove w= 0, sara ae == O05 © per lay tormuld (4); 
on 


pe ges Si & poi veduto che ae D ein f 
A= Ua, ¢ = : — 
a a5 p x; =O unque on € compreso fra 
ov , : ou 
zero e ee Considerando il valore assoluto di >, avremo in Py: 
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Diciamo r la distanza di un punto di o dal centro del circolo y. Si 
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formula che varra per qualunque punto di s. Essa varra inoltre anche se 
si cambia il segno di u, ossia se sul contorno u = — U (v. V, 3). 


3. Mantenendo, relativamente a o, la restrizione del § prec., supponiamo 
che la uw abbia sul contorno valori arbitrari. Denoti ancora U il suo massimo 
valore assoluto. 

Fissato un punto P, di s, e introdotta la funzione v come nel § prec., 

" poniamo 


La g variera, in generale, col variare di P,. 
Ricordando che la v &€ sempre positiva, avremo: 
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In virtt della formula (2) la (6) puo anche scriversi: 
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Esaminiamo questa espressione della ¢. 


Essendo v >>0, la g sara sempre compresa fra il minimo e il massimo 


oly ou, : : ; ; 
valore di ae Se Ja — € continua, esistera un punto P, dis nel quale 
on 


on 
Ou 


a ha lo stesso valore di g nel punto P,, e per conseguenza é mi- 
n 


nore di 2,2 =i E poiché la uv decresce rapidamente allorche ci si allontana 

da P,, il valore di g in P., per la formula (7), dipendera essenzialmente 
: Rr es : aap cere eo: ' 

dai valori di By nel punti di s prossimi a P,; quindi, ad ogni punto P, 

di s, corrispondera un punto P,, in generale molto vicino a Po, nel quale 


sara minore di 2,2 aa Cid permette di concludere che, in generale, 
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se 5 & continua, sulla massima parte del contorno si avra 
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L’esistenza di punti in cui Sy SA discontinua, come anche di punti nei 


quali non sia verificata la condizione imposta nel § 2, non modifica sostan- 
zialmente le cose. Essa potra dar luogo ad un aumento di quella parte di s 


‘ 
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in cui non é soddisfatta la condizione (8); ma nei casi che interessano per 


le applicazioni si pud ancora ritenere che sulla massima parte del contorno 
la condizione (8) sara verificata. 


Conviene osservare che dal procedimento seguito nella Nota prec., § 6, 


per ottenere la formula 


ov Uv ees oa 
z~ |< 2,2 —, della quale ci siamo valsi in questa 
or a 


Nota, risulta che 


OU), Uv 
3 |? in generale, sara notevolmente minore di 2,2 — ; 
7 
quindi, nei casi ordinari, il primo membro della formula (8) sara, in ge- 
nerale, notevolmente minore del secondo. In due casi particolari (Nota, V, 
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§ 3, e § 1 di questa) si & veduto che = 


ie oe U U 
€ minore di one (< Bal =): 
E anche da tener presente che della formula (8) supposta verificata sulla 
massima parte del contorno, ci siamo valsi (V, 3) soltanto per desumerne 
che le deformazioni dovute a certe sollecitazioni denotate con Ses i, Ms 
possono ritenersi piccolissime, cio che consentiva maggiore arbitrarieta nella 
scelta della deformazione tipo; e come tale venne scelta una deformazione (C.). 
Ma, dal punto di vista analitico, la scelta di una (C,) (cid che pure fu os- 
servato) € sempre lecita, essendo nullo, per quelle sollecitazioni, l’integrale J. 


4. Aggiungero un’osservazione relativa alla scelta delle deformazioni tipo 
per un sistema qualunque di ‘sollecitazioni fx , fy, fx, mx, my. 

Noi abbiamo assunto, come deformazione tipo, una deformazione risul- 
tante di una (A), di una (B), e di una (C,) (V, 4). Ma precedentemente 
si era osservato che le pit’ semplici deformazioni di una piastra sono le (A), 
le (B) e le (Cx) (V, 1). Ricordiamo che le (C,) sono deformazioni evane- 
scenti, mentre le (C,) che facciamo intervenire nelle deformazioni tipo ri- 
sultano di tre deformazioni evanescenti (V, 4). Sembrerebbe quindi pit 
naturale assumere come deformazioni tipo (dopo aver dimostrato che la 
cosa & sempre possibile) deformazioni risultanti di una (A), di una (B) e 
di una (C,). 

Ora il ricorrere alle (C,) anziche alle (C,) é giustificato dal fatto che, 
con guesto, i problemi relativi alle deformazioni delle piastre si presentano 
di gran lunga pit semplici, mentre la maggior semplicita delle C, rispetto 
alle (C.) non ha importanza, venendo trascurate, in definitiva, le deforma- 
zioni evanescenti, quindi le (C,) come le (C,). 

In queste Note ci siamo occupati di problemi nei quali fgurano come 
dati le sollecitazioni, ossia, per ogni segmento ¢ del bordo, cinque quantita 
rappresentate da integrali estesi a t, che contengono, sotto il segno d’inte- 
grazione, le tensioni tx , ty , =. Supponendo che la deformazione della piastra 
risulti di una (A), di una (B) e di uma (C,), la deformazione principale 
(A) + (B), come si & veduto (Nota V, in fine, e VII) & pienamente de- 
terminata. 


—— oe 


Ma, come dati del problema, invece delle sollecitazioni, si possono assu- 
mere, per ogni segmento ¢ del bordo, quantita dipendenti dagli spostamenti 
£,y,C; per esempio le quattro quantita (dipendenti dai soli spostamenti & , 9) 


+4 e+ a aa fa 
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Anche in questo caso, supponendo che la deformazione totale della piastra 
risulti di una (A), una (B) e una (C,), si trova che la deformazione prin- 
cipale (A) + (B) é pienamente determinata. La sua determinazione si ricon- 
duce a noti problemi sulle funzioni biarmoniche. Non sembra che in questo, 
e in altri problemi analoghi, qualche cosa di simile possa farsi, senza in- 
correre in gravi difficolta analitiche, se si suppone che Ja deformazione totale 
risulti, invece, di una (A), di una (B) e di una (C,). 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Sulle funzioni di prima e di seconda classe di 
Baire. Nota di T. Vioia presentata‘ dal Socio S. PINCHERLE. 


Se y =f («),x = ¢@(P) sono due funzioni di prima classe di Baire, la 
funzione composta y = F (4) = f (9 (#)) € al pit della seconda classe ©, Sotto 
quali condizioni si puo affermare che anche F(t) e della prima classe? 

La questione ¢ posta dal prof. W. Sierpinski in « Fundamenta Mathe- 
iiaticde ), "tx X6 (1933). p.'285. 

Essa pud avere due diverse interpretazioni: a) Assegnata una delle fun- 
zioni f,@ — di prima classe — a quali condizioni deve soddisfare l’altra 
afinche f (@) sia pure di prima classe? b) A quali condizioni deve soddisfare 
una delle due funzioni affinche la funzione composta sia di prima classe, 
qualunque sia Valtra (di prima classe)? Alla prima interpretazione pare dif- 
ficile si possa dare una risposta se non si precisa ulteriormente il compor- 
tamento della funzione assegnata. Nel presente lavoro si risponde alla se- 
conda interpretazione e precisamente: a) nell’ipotesi che sia assegnata la 
funzione 9 (n.i 1-4); 6) nell’ipotesi che sia assegnata la f, nel qual caso 


\ 


la risposta € negativa (n. 5). 


aM s D : . . 

1. Com’é noto i punti di un qualunque aggregato perfetto P nei quali 

una funzione di prima classe é discontinua rispetto a P, costituiscono un 
aggregato di prima categoria, cioe riunione di un numero finito o di un’in- 


(1) Pervenuta all’Accademia il 2 agosto 1933. 
(2) Cfr. H. Lepescue, Sur les fonctions représentables analytiquement. « Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées», 1905, p. 139. 
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finita numerabile di aggregati non densi in P. Un aggregato si dice di se- 
conda categoria se non é di prima categoria“. 

Supponiamo che la funzione di prima classe x = @ (1) sia tale che, qua- 
lunque sia l'aggregato perfetto P, i punti di P in cui @(t) é discontinua ri- 
spetto a P costituiscono un aggregato U Non DENSO in P, 

Sotto questa ipotesi dico che la funzione composta F (t) = f ( (1) é di 
prima classe, qualunque sia f(x) di prima classe. 

Bastera dimostrare che esistono punti di P nei quali F(#) é continua 
rispetto a P. 

Infatti, se esiste tutta una porzione P, di P sulla quale @(#) si man- 
tiene costante, anche F(t) si mantiene costante su P, e il teorema é sen- 
zaltro dimostrato. Nel caso contrario indichiamo con U l’aggregato che si 
ottiene da U mediante chiusura (cioe U = U + U’) e con C,U il com- 
plementare di U rispetto a P (cioé C,U =P—U). L’insieme dei valori 
che @(t) assume in C,U é un aggregato E denso in sé. Infatti, se x. @ un 
punto qualunque di E e se t, € un punto di C,U tale che @(to) = x0, 
esiste tutta una porzione P, di P, contenente /, nel suo interno (intorno 
[bilaterale] di t. in P) e sulla quale g(t) € continua. Poiché g(t) non é 
costante in P,, essa assume in P, valori prossimi quanto si vuole ad x, e 
distinti da x,. Dunque x, é limite di punti di E e percio E é denso in sé. 

E(=E + E’=F’) é un aggregato perfetto. Qualunque sia la funzione 
f(x) di prima classe, esiste certo una porzione di E, sia E,, sulla quale 
f(x) ha oscillazione minore di un numero positivo y arbitrariamente pre- 
fissato. Sia allora tj un punto di C, U tale che il punto x. = @ (to) sia in- 
terno ad E,. Poiché g(t) é continua in /, rispetto a P, esiste una porzione 
P, di P, contenente f, nel suo interno, tale che @(t) appartiene ad E, per 
tutti i ¢ di P,. Dunque in P, la funzione composta F (f) ha oscillazione in- 
feriore ad ym. Dunque loscillazione di F(#) ha il minimo nullo in P e 
percid F(t) ha, in P, punti di continuita rispetto a P. 


2. Il teorema del numero precedente é ancora vero se la funzione 9(t) 
é tale che per ogni aggregato perfetto P per il quale la condizione enun- 
ciata non é soddisfatta, sono perd soddisfatte entrambe le condizioni se- 
guenti: 

a) Vinsieme dei valori che @(t) assume in P é un’aggregato D denso 
in sé; 

@) Vinsieme S, dei valori che @(t) assume nell’aggregato S di seconda 
categoria dei punti di P in cui & continua rispetto a P, é¢ a sua volta un ag- 
gregato di seconda categoria in D. 

Infatti qualunque sia f(x) di prima classe, l’aggregato U dei punti di 
D in cui f(x) é discontinua rispetto a D & un aggregato di prima categoria. 


(1) Cfr. R. Barre, Lecons sur les fonctions discontinues. (Gauthier—Villars, 1905), p. 78. 


Dunque V’aggregato S, — S, U esiste ed @ anzi ancora di seconda categoria 
in D. Nei punti di S, —S, U la funzione f(x) & continua rispetto a D e 
quindi anche rispetto a D. Percid nei punti di P in cui g (f) assume valori 
appartenenti ad S, —S, U, la funzione composta F () = f (¢ (4) € continua 
rispetto a P. 


3. In mancanza della condizione del n. 1, Ja condixione a) é essenziale 
alla dimostrazione del teorema. 

Supponiamo infatti che esista un aggregato perfetto P a cui la fun- 
zione p(t) faccia corrispondere un aggregato D non denso in se. 

Possiamo senz’altro supporre che Ja stessa cosa si verifichi per ogni 
porzione di P, perché nel caso contrario basterebbe sopprimere da P le por- 
zioni che hanno per corrispondenti aggregati densi in st. Resterebbe cosi 
ancora un insieme perfetto. 

Prendiamo f(x) = 1 in tutti i punti isolati di D, =o per tutti gli altri 
valori di x. 

I punti isolati di D costituiscono un aggregato disseminato (« clairsemé » ), 
cioé non denso sopra nessun aggregato perfetto. Percio f (x) e una funzione 
di prima classe. Ma la funzione composta F (#) = f(@(t)) & certamente di 
seconda classe, perche essa € ovunque discontinua in P rispetto a P. Infatti, 
se fp ¢ un punto qualunque di P, @(f.) ¢ un punto di D. Se questo punto 
di Dé un punto limite, ¢ F(t.) =o e, per infiniti valori di ¢, appartenenti 
a P e prossimi quanto si vuole a t,, ¢ F(t) = 1. Se invece p(t.) € un 
punto isolato di D, ¢ F(t.) = 1. D’altra parte, in P e prossimi quanto si 
vuole a /,, esistono certo punti di P in cui 9(¢) € continua rispetto a P. 
In questi punti 9 (ft) assume valori di D che non sono certo isolati (lo stesso 
ragionamento € gia stato fatto al n. 2). Dunque per infiniti valori di t ap- 
partenenti a P e prossimi quanto si vuole a f,, ¢ F(t) =o. Ne segue che, 
qualunque sia t. , F (¢) ha oscillazione = 1 in ¢, rispetto a P. 

__ Esempio. Sia P Vaggregato perfetto di Cantor nell’intervallo o1, 
An bn (m =1,2,3°+:-) gl intervalli contigui a P. Poniamo 


an + by 
ies Pet tiie (1s 25 35) 
9Q= ' am per paws ; 


| 2 
t 


per ogni altro valore di f, 


( An + dy 
\S \per Ye ee eee 
Te) : 
O per ogni altro valore di x. 
Risulta 
per t = an ’ 


I 
O per ogni altro valore di ?. 


Questo esempio mostra pure che la condizione «) non & conseguenza 


della 8). 


Anche la condizione 8), in mancanza della condizione del n. 1, é es- 
senziale alla dimostrazione del teorema. 

Supponiamo infatti che P sia un aggregato perfetto tale che l’aggregato 
corrispondente D (dei valori che @(#) assume in P) sia denso in sé, ma 
Paggregato di seconda categoria dei punti di P nei quali p(#) & continua 
rispetto a P abbia per corrispondente un aggregato S di prima categoria in D. 

Siano 


Sry her eae ais Dee J 


le componenti di S, non dense in D: si pud supporre che, qualunque sia 7, 
Paggregato S, che si ottiene da S, mediante chiusura, non contenga punti 
di nessuno degli S» con m>>n. Perché, nell’ipotesi contraria, basterebbe 
togliere da ogni Sin i punti appartenenti ad S, ed aggiungerli ad Sy. 

Esiste certamente un indice 7 tale che l’aggregato V di tutti i punti 
di P nei quali @(#) € continua rispetto a P ed assume valori di S;, é 
denso in P. 

Sia {€,} una successione tendente a zero di numeri positivi. Per un 2 
qualunque la funzione f, (x) uguale ad e, in S,, ad e, in S,,---, ad e 
in S,, e nulla in tutti gli altri punti dell’asse ox, ¢ della prima classe. In- 
fatti, se Q & un qualunque aggregato perfetto, due casi possono presentarsi : 


m 


1) Esiste un m =n tale che Q é interamente contenuto in > S; ma 
— 2 
m—tr 


non in > S;. Esiste allora tutta una porzione di Q interamente contenuta 


1 
in un intervallo contiguo ad S,,_,. Questa porzione ¢ interamente conte- 
nuta in Sm e percid su di essa f, (x) & costantemente uguale ad em e percio 
continua. 
2) Q non é interamente contenuto nell’aggregato > S;. Allora esiste 


t= 1 


tutta una porzione di Q interamente contenuta in un intervallo contiguo 


a » S:, sulla quale f, (x) € continua perche costantemente nulla. 


t= 


La successione di funzioni 


fi (x) ihe (x), ait ifn (x), 


tende uniformemente ad una funzione limite f(x) che, per un noto teo- 
rema) sara dunque anch’essa di prima classe. Infatti, assegnato ad arbitrio 


(1) Cfr. C. CaratHeovory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen (1918), p. 399, § 366. 


8 Gi 


un 4 >>0, sia m tale che en<y per ogni m=m. Per ogni n=m, & 
fn (*) = fin (x) se x appartiene ad un S; con i=m. 


| fn (x) = fn (®)| = fn OD <9 


per tutti gli altri valori di x. ; 

Dico che la funzione composta F (f) = f(@(1)) & della seconda classe, 
perché ovunque discontinua in P rispetto a P. 

Infatti sia tp un punto qualunque di P. Se @(f.) non appartiene ad S, 
cio¢ se 9(/) non é continua in f, rispetto a P, ¢ F(t.) = 0. Ma sull’ag- 
gregato che si é indicato con V e del quale ¢, ¢ certo punto limite, ¢ 
F(t) =e,. Dunque Voscillazione di F(#) in f rispetto a P ¢ =e. Se 
p(t) appartiene ad S, apparterrd precisamente ad un certo S, ed allora 
sara F (tp) = e,. Ma poiché l’aggregato dei punti di P in cui g(#) é di- 
scontinua rispetto a P é denso in P, f, € limite di punti ¢ di P in cui e 
F (¢) = 0. Dunque loscillazione di F(#) in ¢ rispetto a P € Se. 

Resta cost dimostrato che la condizione del n. 1 0, in mancanza di essa, 
le condixioni a), ®) del n. 2 (alle quali soddisfi la funzione sopra ogni ag- 
gregato perfetto) sono necessarie e sufficienti affinché la funzione composta 


F@¢) =f(e() sia di prima classe qualunque sia f (x). 


5. Per terminare mostriamo in che modo, assegnata ad arbitrio una 
funzione f(x) di prima classe, si possa sempre costruire un’altra funzione di 
prima classe @(t) in modo che la funzione composta F (t) = f(@(t)) sia di 
seconda classe “), 

AlPuopo si scelga ad arbitrio un punto x, tale che f (x) sia discontinua 
in X., € una successione {x} di punti tendenti ad x, e tali che f(x») non 
tenda ad f(x.). Poi si ponga 


Xo per ¢# irrazionale, 


(Gi ‘ m : : ae 
®) Ne peri cazionale== or frazione irreduttibile. 


\ 


p(t) & evidentemente di prima classe. Invece la funzione F (?) é totalmente 
discontinua e percid di seconda classe. La sua oscillazione é la stessa in ogni 
punto ed almeno uguale al 


lim |f (x9) — f (*.) |. 
n—>0O 


(1) Non @ neanche necessario che f(x) sia di prima classe in ogni intervallo in cui 
é definita. Basta che abbia, come si vedra, um solo punto di discontinuita. 


Matematica. — Integrazione per quadrature dell’ equaxione 
t b Ave o : 
differenziale a —a a =f(x,yv). Nota® di S. Gewnnusa, 


presentata dal Socio F. Sever. 


1. In questa Nota mi propongo di integrare per quadrature !’equazione 
differenziale a derivate parziali del 3° ordine, di tipo parabolico 


Oo} Zz O2 % 
(1) a oe 


dove z(x,y) € la funzione incognita, a é una costante qualsiasi e f(x,y) 
é una funzione analitica (nota) delle due variabili complesse x,y, regolare 
per ogni coppia (x,y) tale che sia 


(2) [x— opp: 5 |y—Ve|<ies, 


essendo p,; e 9, numeri reali positivi. Suppongo che le condizioni iniziali 
siano date nella forma di Cauchy, e precisamente richiedo quella soluzione 
della (1) che soddisfi alle condizioni 


G3) xo, N= Gy) , (S)_ = 0) (3) -20), 


essendo 9. (7) , 9: (y) € 92(y) funzioni analitiche di y, regolari per ogni y 
che soddisfi alla seconda delle (2). Per il teorema di Cauchy esiste una ed 
una sola soluzione della (1) soddisfacente alle condizioni iniziali (3). 

La (1), per a =1, é stata studiata, nel campo reale, da Ettore Del 
Vecchio @). 

Io mi metto senz’altro nel campo analitico ed applico un metodo ana- 
logo a quello adoperato dal prof. Fantappié per l’integrazione dell’equazione 
del calore (non omogenea) in una Nota pubblicata in questi Rendiconti ‘), 
metodo che ho seguito nella Nota, gia citata in ©, 


(1) Pervenuta all’Accademia il 31 luglio 1933. 


207 3 33 9? 
(2) E. Det Veccuio, Sulle equazions ap ay THC AN= Oy a a + 2(x,y)=0, 


«Memoria della R. Acc. delle Scienze di Torino», serie II, vol. LXVI, n. 4, 1915. In un 
a eer eed ; Dean Lica 
caso pit: generale la prima di queste equazioni, precisamente l’equazione Freon: eh sy) 


& stata da me integrata con quadrature in una Nota precedente, pubblicata in questi «Rend.», 


vol. 17, s. 6°, 1° sem. 1933. 
G)Vol 7;-s..6",-1°-semy. 1933. 


BG Opes 
2. Applicando ad ambo i membri della (1) loperatore 
(4) Ip(x,9) =| eC,» ai 


e tenuto conto dell’ultima delle (3), si ha l’equazione integro-differenziale 


26 


(5) see 2 0’ 


=If(x,y). 


In corrispondenza a questa equazione considero |’equazione differenziale 


e) 


= = af(x,y) + (y) 


07% 
(6) Ox 


che @ di tipo mon parabolico e di essa considero quella soluzione (unica) 
%(x,y), dipendente, oltre che da x e y, anche dal parametro A, che soddisfa 
alle condizioni iniziali 


(7) Os Pk Se A (S)_ =e). 


La soluzione Z (x, y; A) cosiffatta, in base a teoremi generali sulle singolarita 

delle funzioni definite da equazioni differenziali, ¢ una funzione analitica di A, 

regolare per A = 0. Al n. 5 mostrero che essa si puo ottenere per quadrature. 
Per ora mostro piuttosto che l’espressione 


aha s eo 
@  <@N=te HOt S/S (ty n)dt, 
Gs Xo 


dove C, & una curva del piano complesso 4, racchiudente solo il punto sin- 
golare A= 0 della funzione integranda e Z a »),A) la soluzione della (6) 
soddisfacente alle (7), ¢ appunto la Hoe della (1) soddisfacente alle con- 
diziont iniziali (3). 


3. A tal fine osservo che, se {(x,y;A) @ una funzione analitica di A, 
regolare per A= oO ed m & intero non minore di 2, tenendo conto della 
formula di Cauchy, si ha 


ero = 1 fam—¥R 
= 2 Ti [as] ° X(E,y5A) dt = (m — 1)! eS: 


(9) 


Effettuando per parti l’integrazione rispetto a t che figura nell’ultimo 
integrale, si ha 


I da Gs fee I ON—1lsF 
IO See Sage oy Koons SAL x 
( ) acu oe g X(t,93A) dt (m silae=),_.¢ 
) *o 


coe eC pte Gf LE Ot eras Y>3 d) dt. 


Nellipotesi che 7(x.,y34) non dipenda da A, il primo integrale del 
secondo membro € nullo, come si vede sviluppando la funzione integrata in 


hee aot 
serie di potenze di > eppero, sempre nella stessa ipotesi, da (9) e (10) segue 


ox 27 2ni J 


Co Xo 


3 px x—t XY Xamt 
(11) ae [| eh (EVN) die ae Fede h oe ZC Vis 2) Obs 


OF ; , 
dalla quale, nell’ipotesi che anche le (=) (= 1,2,++-,m) non di- 


pendono da A, si ha 


ox” 2 Ee 


on oY fo edt? x xt gn 
ee ee hr: 
(12) [i | tere dee | afm] oz (Ly ysA) dt. 


4. Premesse queste relazioni, ¢ facile dimostrare che Ja (8) soddisfa 
all’equazione (1) e alle condizioni iniziali (3). 
 Infatti, dalla (8), tenendo conto della (12), che nel nostro caso é valida 
per 7=2, si ha 


0? 02Z I * == @ 
= by; A) dt, 
ox? (=) _.+ 2 Ti Ty cal : Ot COS 


dalla quale, derivando nuovamente rispetto ad x e tenendo conto della (9), 
si ha 


x x—t 
ses ais eat "29s Wal 
CD ay =() +a), an 2m | ape E2934) 


D’altra parte, dalla (8), si ha 


sicché sara 
e ss a3 5 2s Fy 
(14) ge sar ee a 03% a 03% za CK 22. 
es ox3 oy? OX iim 0 Ox? OX |= 0 oy? Irmo 


Ax X—t 
I an : = 
Url tine 
271 K3 


Co Xo 


o2 oo ae 
ae TIS — AEs UL ys Wf de. 


Si noti che Vintegrale del secondo membro di questa é nullo: basta 
osservare che l’espressione che figura in esso, dentro Ja grafta, é data dal 
secondo membro della (6), calcolato per x =?f, e che lo sviluppo di 


x—t 


Of) +e 0)) 


dhe se hl al eaemtck 
in serie di potenze di > «manca del termine in ae 


D’altra parte, dalla (6), derivando una prima volta ambo i membri 
rispetto ad x e ponendo A= 0, e una seconda volta rispetto a A e ponendo 
ANCHENA,—=-01,4St ana 


OM eee ere eo. 


Tenendo conto di queste e della precedente osservazione, dalla (14) 
segue che € soddisfatta la (1), e quindi la z(x,y) data dalla (8) é effet- 
tivamente soluzione della (1) stessa. Essa inoltre soddisfa alle condizioni 
iniziali (3). 

Infatti, dalla (8), per x = x,, tenendo conto della (12), si ha 


Or o7 O2 7 , O27 

a q R x q 
aan 20) = =| = 

Le Xoy) q( Jos) se ) b) ne ey, ? ae (=) 


X=Xo x=Xo 


dalle quali, per le (7) e (6), seguono le (3). 


5. Determiamo ora con quadrature la soluzione Z7(x,y;A) della (6) 
soddisfacente alle condizioni (7). 


A tal fine, osservato che i due sistemi di caratteristiche della (6) sono 
i due fasci di rette 


y= Vakx+e, , y=—Varx +e, ~— (6, ¢: costanti) 


e introdotti gli operatori differenziali 


Dix a lO . Da 


si noti che la (6) si pud scrivere 
(16) D,D.7=AS@) +e 0): 
Corrispondentemente a D, e D, (che sono tra loro commutabili) si 


considerino gli operatori inversi (anch’essi commutabili) 


Le(e.y=] e(,y + Vak@—a)) at, 


(17) e a 
| L(x.) =| e(t,y—Var (t—x)) dt 


ed osserviamo che si ha 
(18) I,D: 9 (x,y) = @(*,9) — 9 (%059 + Var (%o — x)), 
(19) ID. 9 (x,y) =9(%,9)— 9 Moy + Var (%o — *)). 


Applicando ad ambo i membri della (16) loperatore I, e tenendo conto 
della (18), si ricava 


Dz =], Af (x59) + (9) +O (Cy + VA (%0 — ¥)) — 
— Vare)(y + Vara (x —x)), 


dalla quale, applicando ad ambo i membri l’operatore I, e tenendo conto 
della (19), si ha 


(20) 7(*,y3)=LLOS@,y) +@()) ther (y + Var (xo — x))— 
— Jarl, o (y + Vad (%o — x)) + Go (y — Var (xo — x)). 
Si osservi ora che, posto u(t) =y+)aa(x.—1) —Vaa(t—x), si ha 
— Varl, @ (y + Var (xo — x)) = 


2 = 1 ri 

= 1a, +A —)—lRO—H) a= > f 9, (w) du = 
Xo u(%o) 
== [G0 (9 + VAR (5 — x) — 90 (y — Vad Ho — 4) }, 


sicché, sostituendo nella (20), si ha 
(21) 7x, ys) =LLOAL(s.)) +%())) the (y + Var (*%—x)) + 
+ — {909 + Vad (Xo — *)) + (9 — V4 Co —*))], 


la quale, tenendo conto delle espressioni (17) che definiscono I, e I, diventa 


— 92 — 
(22) e(eysn—= fa f iaf@.y+ 1 @—) Ya) + 


+o: (y + Yaa (ts — 1) — Yaa (t— x))} de 
+f OG +10 Go —)— ak O—2)) dt + 


Sis {0 (y + Yaa (Xo — x) + Go (y —V aa (% — x))}- 


I 
2 


Questa é la soluzione Z(x;y;A) della (6) soddisfacente alle (7) ed 
espressa con quadrature. Dalla (22) non appare senz’altro che la X(x, 3A) 
é funzione analitica di A, regolare per A = 0, cosa che pero deriva, come 
abbiamo precedentemente osservato, dai teoremi generali sulle singolarita 
degli integrali delle equazioni differenziali. 

Tuttavia, senza fare ricorso a tali teoremi, si puo mostrare facilmente 
che la %(x,y), data dalla (22), & regolare per A = o: basta infatti svilup- 


pare le espressioni a secondo membro della (22) in serie di potenze di //A 
(il che & certo possibile per la supposta regolarita di tutte le funzioni note) 
per verificare immediatamente che i termini contenenti le potenze dispari di 


2 si elidono a vicenda e che quindi restano soltanto i termini con le po- 


tenze pari di JA, cioé resta un’ordinaria serie di potenze di 2, eppero l’espres- 
sione 7(x,¥;A) é analitica e regolare per A=0. 


6. Dalla (22), per 7 = 0, si ricava 

: I 

(5950) = > (% — 0)? 2 (9) + (X= 0) 1 (Y) + G0 (9) 
Sostituendo questa espressione e la (22) nella (8), si ha infine 


(23) Ol atte ht ae 


tae 
ae 
* ai 


+ G a ene pt Vice R IN + 
+f oy + 1a (%— 1) Yea 1) a + 


Xo 


+ = [90 (9 + VAR (%—1)) + 90(9 Var (o—)I | a 


a dt, (Af (t:,y + Van (t:—7)— yar (t.—1t))+ 


che € la soluxione della (1) soddisfacente alle condizioni iniziali (3), espressa 
mediante quadrature da eseguire sopra funzioni note. 


Matematica. — Sulle congruenze associate rispetto a una super- 
ficie. Nota“ di A. TERRAcINI, presentata dal Socio G. Fusint. 


1. In una mia Memoria Sw alcuni elementi lineari proiettivi® ho svolte 
alcune considerazioni relative alla definizione geometrica diretta di forme 
differenziali legate a una varieta nella geometria proiettiva differenziale. 
Ognuna di tali forme dipende dall’intorno I di un certo ordine (spesso cosi 
elevato da sfuggire alla nostra intuizione geometrica) di una posizione P 
dell’ente generatore della varieta, e ulteriormente da un ente P* di questa 
infinitamente vicino a P. Appare allora opportuno, per giungere in modo 
geometricamente semplice a quella forma differenziale, cercare di ripartire 
in modo pit equo gli ordini degli intorni degli enti P e P*: le coppie di 
elementi di ordine piu basso, che entrano allora in considerazione, risul- 
tano cosi pil maneggevoli, e pit facilmente suscettibili di una riduzione alla 
nozione invariante fondamentale delle geometria proiettiva, cioé a quella di 
birapporto. In questo concetto appunto rientra p. es. la definizione geome- 
trica diretta dell’elemento lineare proiettivo di una superficie dello spazio 
ordinario, che in passato esposi in questi « Rendiconti » &), cosi come quella 
dell’arco proiettivo di una curva piana‘, Alcune nuove applicazioni, ho in- 
dicato in [P]; p. es. per una congruenza rettilinea I si giunge a definire 
in modo molto semplice un elemento lineare proiettivo cosi: esso é il ter- 
mine principale del birapporto, formato su un raggio generico g della con- 
gruenza I’ dai suoi due fuochi insieme con le tracce su g dei due piani 
focali uscenti da una generatrice g* della congruenza infinitamente vicina 
a g (prendendo i quattro elementi del birapporto in ordine conveniente). 
Tale elemento lineare proiettivo — Ja cui definizione geometrica é tanto 
semplice — non coincide con quello proposto da Fubini e Cech), ma ha 
su di esso il vantaggio che la sua conservazione fornisce una condizione 
necessaria e sufficiente per |’ applicabilita proiettiva (del second’ordine) di 
due congruenze rettilinee. 

Nello stesso ordine di idee, in [P] ho anche introdotte due forme qua- 
dratiche differenziali che si collegano con una figura M, costituita (nello 


(1) Pervenuta all’Accademia l’11 agosto 1933. 

(2) In corso di stampa negli « Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa». 
In essa si trova un’esposizione particolareggiata dei risultati di cui si da notizia nel n. 1 
di questa Nota. Citerd queste Memorie con [P]. 

(3) Serie 6%, tor IV, 1926. 

(4) «Periodico di Matematiche», ser. 4*, vo]. XIII, 1933. 

(5) Geometria proiettiva differenziale, § 102. 
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spazio ordinario) da una superficie (P) insieme con una congruenza (g) 1 
cui raggi g escono dai singoli punti P di questa (senza esserle tangenti). 
La prima di esse, © (elemento lineare proiettivo della figura M), & data“, 
in un punto P,, dal termine principale del birapporto (P*, g* a", g* =, 9” a), 
dove z é il piano tangente alla superficie (P) nel punto P, mentre P* ¢ 


un punto della stessa superficie infinitamente vicino, g* e il raggio di (g) 
uscente da P*, e a, a; sono i piani focali uscenti da g*. L’altra forma qua- 


dratica H é il termine principale dell’altro birapporto PP*(g,t, g*, t’) dove 
t,t’ sono le tangenti asintotiche della superficie (P) nel punto P®. 

Ho chiamato applicabili due figure M aventi in comune lelemento 
lineare proiettivo ©; in particolare, esse sono totalmente applicabih, se hanno 
in comune anche la forma H. Tra le prime questioni che si offrono in 
merito alla totale applicabilita, vi é¢ quella di aggregare a una stessa super- 
ficie (P) due diverse congruenze (g) e (g’) in modo che le due figure M 
cosi ottenute risultino totalmente applicabili. A due congruenze in queste 
condizioni ho dato il nome di congruenze associate rispetto alla superficie (P) ©. 

Da una coppia di congruenze (g),(g’) associate relativamente alla su- 
perficie (P) nasce una serie cot di congruenze (g) — dipendenti da un 
parametro / — a due a due associate rispetto alla medesima superficie. Per 
queste co congruenze, i loro raggi g uscenti da un punto P della super- 
ficie (P) appartengono a uno stesso fascio; e inoltre le loro sviluppabili 
segano sulla superficie (P) uno stesso doppio sistema, generalmente non 
coniugato (e anzi queste due proprieta servono in sostanza a caratterizzare 
le congruenze associabili relativamente a una data superficie quando si faccia 
astrazione da alcuni altri casi indicati in [P] n. 14). 


(t) Con un’ambiguita di segno; cosi anche per la forma H. Sottintendiamo qui ovvie 
ipotesi sulla superficie (P) e sulla congruenza (g). 

(2) Se la superficie (P) & data come luogo di un punto x funzione di due para- 
metri u,v, e il raggio g come congiungente del punto x con un ulteriore punto y fun- 
zione degli stessi due parametri, le due forme quadratiche risultano rispettivamente 


* DY ae ay) 


(x 9 Xu Xv, y)? ‘ 


y—A 
Omari yi ee ee ; H 
dove ognuna delle parentesi indica il determinante formato con le coordinate proiettive 
omogenee dei quattro punti che vi sono indicati; mentre A é il discriminante della forma F, 
di Fubini relativa alla superficie (P) e A, é il discriminante dell’altra forma (x9, dx, dy). 
Le equazioni © = 0, H = o rappresentano dunque rispettivamente le linee asintotiche della 
superficie (P), e le sviluppabili della congruenza (g). La considerazione simultanea della 
superficie e della congruenza conduce cosi a una normalizzazione dei primi membri di 
queste equazioni. 

(3) Data la superficie (P), la congruenza (g) non si pud piu fissare ad arbitrio, se 
essa deve ammettere qualche congruenza associata: in [P] ho assegnato, in modo geome- 
trico, delle condizioni necessarie e sufficienti perché la congruenza (g) risulti effettivamente 
associabile a qualche altra relativamente alla superficie data. 


wii by 


Chiamiamo s la traccia sul piano z, tangente in P alla superficie (P), 
del piano o contenente gli cot raggi g. Allora s descrive una congruenza, 
le cui falde focali sono la stessa superficie (P) e una superficie (S), di cui 
s € il piano tangente nel punto S. Le cot congruenze () risultano tali 
che i loro raggi uscenti da P hanno i primi, e cosi anche i secondi fuochi 
allineati su due rette k; (i = 1,2) uscenti da S. Ciascuna delle due con- 
gruenze (;) risulta inoltre stratificabile“® con una nuova congruenza (k;) il 
cui raggio generico k; esce da P e sta nel piano 7, le superficie stratifi- 
canti essendo luoghi del primo o del secondo fra i fuochi nominati. 

Da quanto siamo venuti esponendo, risulta un legame fra la teoria 
delle congruenze associabili relativamente a una data superficie, e quella 
delle congruenze stratificabili. 


2. Ci proponiamo ora di esaminare meglio questo legame. E stato studiato 
particolarmente il caso di due congruenze stratificabili K = (k) ,K’ =(#’), 
tali che i due piani focali di una retta k contengano ciascuno un fuoco della 
corrispondente retta k’: allora le due congruenze risultano doppiamente stra- 
tificabili, salvoche le superficie stratificanti siano tutte coniugate alla con- 
gruenza K. Il caso delle congruenze doppiamente stratificabili rientra cosi 
fra le trasformazioni delle congruenze che il Finikoff ha recentemente ©) 
studiato col nome di trasformazioni T: sono le trasformazioni che legano 
due congruenze (generalmente non stratificabili) K ,K’ tali che le rette che 
congiungono i loro fuochi « omologhi » risultino in essi tangenti alle su- 
perficie focali. 

* Ora le due congruenze k;,k; della fine del n. t (i = 1, 2) presentano 
soltanto fino ad un certo punto la proprieta ora enunciata, in quanto la retta 
che congiunge un (solo) fuoco del raggio & (il punto S) con uno del rag- 


gio k; (il punto P) risulta in essi tangente alle superficie focali (risp. (S) 
e (P)). Modificando un po’ la denominazione introdotta dal Finikoff diremo 
che fra le due congruenze K ,K’ riferite fra loro intercede una trasforma- 
zione T,, se una coppia di fuochi dei raggi kk’ da luogo all’ultima partico- 


larita enunciata. Percid le due congruenze &; , k; della fine del n. 1 (@ = 1, 2) 
sono due congruenze stratificabili fra Je quali intercede una trasformazione T,. 


(1) E ben noto che due congruenze K = (k),K’ = (k’), riferite fra loro (e tali che 
raggi corrispondenti #,k’ siano generalmente sghembi) si dicono stratificabili (semplice- 
mente) se esiste una serie oot di superficie — che possiamo chiamare superficie stratifi- 
canti - i cui punti appartengono ai singoli raggi della congruenza K , mentre i relativi 
piani tangenti passano per le corrispondenti rette della congruenza K’. Cfr, indicazioni 
bibliografiche in S. FinikoFE, Congruences stratifiables paraboliques, « Math. Zeitschrift », 
Bd. 36, 19333; € ulteriormente A. Panrazi, Sur les couples de congruences stratifiables, « Bul. 
Mat. Soc. Rom. de Stiinte », Bucarest, 1932, e P. VINCENSINI, Sur les congruences strati- 
fiables, « Comptes Rendus de l’Ac. des Sciences», to. 196, 1933. 

(2) Transformation T des congruences de droites, « Annali della R. Scuola Norm. Sup. 
di Pisa», serie 27, vol. II, 1933. 


Vogliamo studiare la pit generale trasformazione T, fra due congruenze 


stratificabili. 
3. Ci serviamo delle notazioni usate da Finikoff nella sua Nota Sur 


les congruences stratifiables“). Siano x,y i due fuochi di un raggio gene- 
rico k della congruenza K; X,Y i punti ove il raggio corrispondente f’ 
della congruenza K’ é incontrato dai piani tangenti alle superficie @) focali 
(x),(y) in x,y. Sia finalmente x =x -+ Ay un punto del raggio k che 
descrive una superficie stratificante. 

Riferendo la congruenza K alle sue sviluppabili, poniamo con Finikoff 


(1) Xu=PY 5 Y= ox; 


(2) 


eee ea acs 
Y = 41% + psy + Yo- 


Ricordiamo dalla sua Nota ora citata che A soddisfa al sistema 


(3) 


e che 


(4) Xu=Mx+qY 3; Xv=—PXK—QY—Rx—Sy, 


An = —9,4? + prA—p, 
Ape OM = DA + qs 


dove tra le funzioni di «,v adoperate come coefficienti intercedono varie 
relazioni, che qui non ci interessano. 

Supponiamo ora che fra le due congruenze K, K’ interceda una tra- 
sformazione T,, e precisamente che per la congruenza (Xx) luogo della 
retta Xx i due fuochi di questa cadano nei punti X e x. Scrivendo che 
X & fuoco. di ke ches(X, Xu, Xv, x) = 0, queste due condizioni, ove si 
esprimano i vari punti che entrano in considerazione come combinazioni 
lineari di x,y,X,Y, e si tenga conto delle relazioni che precedono, si 
traducono nelle 

MSs -0 hs ng Seam 


Ne segue 


(5) S=0 


a meno che sia M =q =0, cid che perd é impossibile perché la prima 
fra le (4) si scriverebbe allora X, = 0 e significherebbe che il punto X 
non descrive una effettiva superficie, contro le nostre ipotesi. 

Se ora calcoliamo la forma H per la figura M costituita dalla super- 
ficie (X) insieme con una qualunque delle cot congruenze (Xz), serven- 


(1) «Rend. del Circ. Mat. di Palermo», to. LIII, 1929. | 
(2) Ci mettiamo nelle ipotesi pit’ generali, supponendo senz’altro che i fuochi delle 
congruenze K, K’ descrivano vere e proprie superficie. 


doci dell’espressione che per tale forma fu qui ricordata in una nota a pie’ 
di pagina, ne risulta @, 


A : 
ihe (x > Cree 5) (Xs 


(6) H x + Ay,dX,dx + dAdy + yda). 


Ma nella (6), fatte le riduzioni in base alle formole precedenti e in parti- 
colare in base alla (5), la A risulta eliminata. Percid le cot figure M in 
esame hanno in comune la forma H, e quindi anche la forma @: invero 
essendo la medesima la superficie (X) che entra a costituire queste figure M, 
esse hanno le forme © proporzionali: leguaglianza si conclude dall’osser- 
vazione (cfr. [P] n. 9) che le due forme © e H relative a una stessa figura M 
hanno in comune il discriminante. 

Le co! figure M considerate sono dunque fra loro a due a due appli- 
cabili, e per di piu totalmente. 

Concludiamo dunque, tenendo presente che il punto x @ fuoco per il 
taggio Xz della congruenza (Xz), che le pitt generali trasformazioni T. coin- 
cidono con quelle a cui, secondo i numeri 1-2 di questa Nota, conducono 
le cot congruenze a due a due associate rispetto a una data superficie. 


Matematica. — Studio di una equazione alle derivate parziali 
del terz’ordine. Nota® di C. Berro.ini, presentata dal Socio 
G. Fusini. 


Mi propongo, in questa Nota, di fare una nuova applicazione di un 
procedimento, che il prof. Fubini %) ha applicato alla equazione del 2° ordine, 
di tipo iperbolico 

o*2 


= ox oy 


Or re) 
+ a(n) or + bz + e(es9) <= 959) 


che si suppone di voler integrare nel campo racchiuso dall’asse delle x, 
da quello delle y, dalla retta x = 1 e dalla retta y = 1, essendo date le con- 
dizioni iniziali f(x ,0) = f(0, y) =0. Io ho cercato di applicarlo alla equa- 
zione che, passando in tre variabili, generalizza pit direttamente il tipo di 
equazione (1). 


(1) Dove ora A é il discriminante della forma F, di Fubini relativa alla superficie (X). 

(2) Pervenuta all’Accademia il 31 luglio 1933. 

(3) Cfr. la Memoria: Di un metodo per Vintegrazione e lo studio delle equaztoni alle 
derivate parziali, « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo», 1903, to. XVII. 


Si tratta precisamente della 
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Come campo di integrazione si scegliera naturalmente il campo limitato 
tal pian x.== 01a Oy RRO haa ied er oe 

La caratteristica del nostro metodo consiste nel sostituire alla (2) una 
equazione alle differenze finite, dedotta da quella sostituendovi, al posto delle 
varie derivate che vi compaiono, le espressioni (rapporti incrementali dei 
vari ordini) di cui esse sono limite col tendere a zero di certi incrementi 
h,k, +++, e approfittando di un opportuno spezzamento in parti del campo 
di integrazione. 

Nel nostro caso tale spezzamento sara fatto con piani paralleli ai piani 
x= 0,47 =0 , = 0, scelti in modo che i campi parziali risultino cubi 


di spigolo eguale ad —. I vertici della nostra divisione sono i punti di 
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; f ac 4 
coordinate (£,4,4), con p,g,/r interl per culo=p=—n 3; 0=Gq=—n; 
nN 11 


: f : ft : 
0o=r=n. Porremo poi x» = + 3 y= — 3 %r =—3 e scrivendo ad 
n 
ESEMIPIO Jy,,- OPPUTE @p,4,7 ECC, sheet ae significare che ha funzione f, 
oppure la funzione a ecc. @ calcolata nel punto (Xp, yy, Zr). 
Allora, opportunamente ordinata, la equazione che si sostituisce alla 
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Dallultima relazione scritta e dalle fo,,,, = fy,o,r = fp.q,0 = 0, dedotte 
dalle condizioni iniziali, che supporremo siano f(0,y,z%) =f(x,0,z) = 
= f(*,y,0) = 0, si ricava, con un procedimento che é la pil immediata 
generalizzazione di quello adoperato, in analoghe condizioni, dal prof. Fubini 
nella Memoria citata, il seguente risultato 
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t1==0 s=0 l=0 nh 


ove si & posto: se p,q,r sono interi non superiori ad nm, se p (tispetti- 
vamente g,r) >>I e se 1=p (rispettivamente q ,r), ee si assume 


(2) (9) een eee da 
Bear = Oa Aja = U5 


e se t<p (rispettivamente q ,1) 
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Voglio ora studiare come si trasforma la (3) al crescere indefinitamente 
di n. 

Si dimostra: se  € una funzione finita ed integrabile della variabile &, 
allora, se  ,m sono due interi () =n) che crescono indefinitamente in modo 
che h/n o resti costante, o tenda ad un limite ben determinato o, la quantita 


nN 
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whim) 
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Tornando al nostro caso segue che, se con m facciamo crescere, p,g,17,t,5,1 
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in modo che le quantita ‘ >> O restino costanti o ten- 


te? na? 9 Fen 
dano a certi limiti ben determinati x,y,z,2%,,v, allora si ha, per esempio 
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In base a questa considerazione e alla legge di continuita (a cui & d’uopo 
far ricorso perch i vertici della nostra divisione del campo risultano tutti 
a coordinate razionali) segue senz’altro che per m = oo, la (3) si muta nella 
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essendosi posto 
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Naturalmente, come si deduce dalla (4), e 
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La (5) sussiste per ogni terna di valori delle variabili scelti nel nostro 
campo; é dunque una equazione integrale, a cui possiamo dire di avere 
ricondotto la nostra equazione differenziale. Una funzione soddisfacente alla 
(2) ed alle relative condizioni iniziali, soddisfa dunque anche alla (5). Io dico 
che, viceversa, una funzione, la quale soddisfi alla (5), soddisfa pure alla 
(2) e alle relative condizioni iniziali. 

Quanto al secondo punto, la proprieta si verifica immediatamente. Po- 
niamo, per esempio, in (5) y =o. Il primo ed il terzo integrale doppio, 
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nonché lintegrale triplo, si annullano senz’altro, I] secondo integrale doppio 
non € nullo a priori, ma sussiste la relazione 


(6) f,o,)=] | O(x,0,252,0,9) aw 


Ove Di == GE G78 Gh So) 71) (kOe 

Ora la (6) non é che una equazione lineare omogenea di Volterra nelle 
due variabili x,z. Essa non ammette che la soluzione f(x,0,z) =0,e 
questo prova |’assunto. 

Rimane ancora da verificare che una funzione eae dalla (5) rende 
pure soddisfatta la (2). La cosa segue attraverso un calcolo alquanto labo- 
rioso, che omettiamo; solo osserviamo che la via per cui si arriva pil 
rapidamente allo scopo, consiste nel derivare la (5) prima rapporto a Z, poi 
rapporto ad y e finalmente rapporto ad x, operando ciascuna volta sul ri- 
sultato con opportuni artifizi. 

Ricapitolando: la equazione differenziale (2), insieme alle relative con- 
dizioni iniziali, e la equazione integrale (5) sono equivalenti. Un analogo 
risultato @ stabilito dal prof. Fubini nella Memoria citata, nei confronti della 
equazione differenziale (1). Allora le veci della equazione integrale (5) sono 
assunte dalla 
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essendo m(A, p) = a +a(a,pybA,v)—c,p). 


Il prof. Fubini mi _ fatto osservare come si riesca a dedurre la sua 
equazione (7) dalla (1) e dalle relative condizioni iniziali, applicando un 
classico procedimento di Laplace; ma invece cio non pare possibile per la 
equazione da me studiata. Per questa invece il procedimento da noi adottato 
ci ha condotti ad un risultato assolutamente generale e ci ha fatto conoscere 
la (5), che non vedo come sia deducibile per altra via. 


Matematica (Analisi). — Sulle equazioni elliltiche non lineari 
a derivate parziali. Nota’ di R. Caccroppo.t, presentata dal 
Corrisp. G. Scorza. 


1. In alcuni lavori precedenti ©) ho abbozzato una teoria dell’ inversione 
. delle corrispondenze funzionali, intesa come fondamento allo studio di estese 
classi di equazioni (differenziali, integrali, a derivate parziali) non lineari. 
Nella presente Nota esaminero pil dappresso un’applicazione dei metodi ge- 
nerali, quella al problema di Dirichlet per le equazioni ellittiche non lineari 
in 2 variabili, Risultati pit completi mi propongo di esporre, coi particolari 
delle dimostrazioni, in un lavoro pil esteso. 

Come é noto, il problema di Dirichlet per le equazioni non lineari con 
due variabili indipendenti € gia stato oggetto, per opera di S. Bernstein &), 
di profonde indagini, tuttavia non ancora definitive, e dominate da consi- 
derazioni delicatissime e da algoritmi eccessivamente complicati (serie nor- 
mali). Il risultato centrale di tutta Ja teoria, cioe Vesistenza di ogni solu- 
zione per cui alcune derivate siano suscettibili di limitazioni a priori, € stato 
da me dimostrato, nella sua forma piu generale, mediante considerazioni 
elementari di analisi funzionale. Resta da fare un ultimo passo, precisando 
ulteriormente tali limitazioni, in modo da ridurre al minimo le ipotesi nei 
teoremi di esistenza. L’analisi di Bernstein appare all’uopo insufficiente, e 
perché circondata da restrizioni artificiose (analiticita dei dati“, natura del 
campo) e perché essenzialmente confinata al caso di due variabili. Anche 
qui pero soccorrono i risultati generali sull’inversione delle trasformazioni 
funzionali. 

I teoremi che enuncio sono, per quanto non definitivi, i piu generali 
sinora conosciuti, fuorche nel caso di due variabili e di un campo sempli- 
cemente connesso (nel quale porgono peraltro una riduzione delle ipotesi di 
regolarita). Solo per semplicita di esposizione, li dedurro per due ed enun- 
cero in fine per  variabili indipendenti. 


(1) Pervenuta all’Accademia 1’8 luglio 1933. 

(2) Questi «Rendiconti», vol. 16 (6), 2° sem., «Rend. Sem. Mat. Univ. Padova », 
III, «Rend. Sem. Mat. Univ. Roma», 1932. 

(3) V. per la bibliografia Varticolo di LicHTENsTEIN in «Enzyklopadie der Math. 
Wises Din Jk Og Abe 

(4) Questa condizione non é perd essenziale, come ha osservato SCHANDER (« Comptes 
Rendus», t. 195, p. 201). 


2. Siano Ze LY due spazi lineari, metrici e completi, di punti generici 
oe’; la distanza tra due punti 9, e g si indichi con ||~, — ||, essendo 
||| la norma (distanza dallo zero) di @. Consideriamo una trastormazione, 
localmente invertibile, 

g = T [9]; 


una condizione supplementare valevole ad assicurare |’invertibilita in grande 
(in modo che T risulti una corrispondenza biunivoca e completa fra & e 
x’) & che ogni successione di punti di &, trasformata in una successione 
convergente di X’, contenga una successione convergente. E se delle coppie 
di punti corrispondenti (9, 9’) si considerano quelle soltanto in cui g’ ap- 
partiene ad una certa varieta lineare V’ di &’, si ha una condizione per 
Vinvertibilita della T intorno a V’, sempre che esista almeno un punto gj di 
V’, corrispondente di un punto g di %; vi sara allora in X un’immagine 
inversa’ V dit V’, ufiiear se @, © unico, 


3. Per applicare questo risultato al problema in quistione, ci occorrera 
il seguente lemma, di non difficile dimostrazione, sulle equazioni ellittiche 
lineari. 

Consideriamo nel piano xy un campo A limitato da una o piu curve 
a curvatura continua con la propria derivata rispetto all’arco; in questo campo 
siano (notazioni di Monge) 


(1) Ar + 2Bs + Ct+ Dp+ Eq + Fx =0 (AC — B? = 1) 


un’equazione ellittica lineare omogenea e % un suo integrale, e i coefficient 
A(x,y),B(x,¥), +--+ soddisfino condizioni di Hélder con un esponente 
A<< 1; diciamo H il massimo fra i numeri 
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e indichiamo con /}) il minimo coefficiente: | z’’ |, ammissibile nella disegua- 
glianza di Hélder (con esponente A) per la derivata seconda, rispetto all’arco, 
di z sul contorno [I di A. 

Supponiamo una volta per tutte limitati in valore assoluto i coefficienti del- 
Pequazione (1); allora esisteré un numero K tale che 


|< || << K (Hl + 1) [max 


x| + max|r| -+ max |s| + max|t| + 4]. 


(1) Cfr. in questi « Rendiconti» le mie Note citate. 
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4. Prendiamo ora a considerare il problema di Dirichlet relativo al- 
Yequazione di tipo ellittico 
(2) F(X,¥,%.P5951,5,1) =O. ( =9 
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Supponiamo F dotata di derivate terze continue, ed il campo A per cui 
€ posto il problema limitato da curve aventi curvatura con derivata continua 
rispetto all’arco. 

Definiremo due spazi funzionali © e &’, ed una trasformazione T del 
primo nel secondo, come segue: 

Zé lo spazio delle funzioni z(x,y) dotate in A di derivate seconde 
verificanti condizioni di Hélder con esponente A, e si pone 

| 


|<] = max |z] + 


rh-t|si+ lth. 


x’ & lo spazio delle funzioni f(x,y) hélderiane in A, associate alle 
funzioni w definite sul contorno T’ ed aventi rispetto all’arco derivata se- 
conda hélderiana (l’esponente essendo sempre A) e si pone 


fl + lf], + lol]. 


|@ || = maxjo|+ leo’), , || f,e]|] = max 
La trasformazione T é data dalle formole 
8) CO es ay Ee a lew b > C=o 


dove con € si designano i valori al contorno di z. 

L’equazione a variazioni della (2) sia sempre illimitatamente risolubile 
(priva di autosoluzioni): allora la trasformazione T sara ovunque localmente 
invertibile. Si supponga ancora che la (2) ammetta una soluzione particolare. 
Per dimostrare illimitatamente risolubile il problema di Dirichlet per la (2) 
occorrera ancora provare che la T é completamente invertibile in un in- 
torno della varieta V’ di equazione f= o0 in 2’. 

Si giunge a quest’ultimo risultato applicando il criterio del n. 2, nel- 
Pulteriore ipotesi che per ||@|| limitata si conservino equilimitate ed equicon- 
tinue le funzioni 7,17, 5,t. 

Infatti consideriamo una successione convergente di determinazioni , , 
@,, ++: di o(f=0), che siano valori al contorno degli integrali <; , 
%2,-++ della (2). Se le norme || Z|] sono equilimitate, l’insieme delle Z & 
compatto (in ZX). Altrimenti si potra supporre (riferendosi ove occorra ad 
una successione estratta) che || Zn || >> 2|/%»—1|| e che le quattro successioni 
delle funzioni Zn, n,n, tn convergano uniformemente (nel senso ordinario). 


(1) Cio€ lim ||am —@n|| = 0. 
m,n—>OO 
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La differenza z» — %,—1 verifica un’equazione del tipo (1), in cui He 
maggiorato da una funzione lineare di || Z|}. Si dovrebbe quindi avere 
I | | oa a ~ 
(3) lle ll <Ilan — ea EK Clee] H 0) max [xn See H 


+ max rn — 1n—1| + Max | Su — Sy—1| + max | Va = | aa | On — On—1||}, 


diseguaglianza assurda, poiché l’ultima parentesi tende a zero quando tende 
all’ infinito. 

Pertanto la successione 7, ,%2,*** contiene sempre una successione con- 
vergente (in &). 


5. Nel caso particolare che ’equazione (2) sia quasi—lineare, cioe con- 
tenga linearmente le derivate seconde, si pud sostituire alla diseguaglianza (3) 
Valtra pit precisa (come si vede ricorrendo ad una lieve modificazione del 
lemma del n. 3) 


|| xn | <a || Xn aa Aaah || SERS (|| Xn | ae T) { max [Xn — %n—2 | = 
ze max | pu — pu—s| -+- max Qn — Gn—7| +: On — @n—s | }. 


Allora perché sia risolubile il problema di Dirichlet basta soltanto che per 
|| || limitata si conservino equilimitate ed equicontinue le funxioni x, p,q. 


6. Enunciamo ora i risultati precedenti nel caso generale: 
Si considert Pequazione ellittica 


F (4a, 0$* Kang La Pen no Pins scan) = 


mae ie a 
2 : Ox; Oxp’ 


Pl OX; 
con F dotata di derivate terxe continue, in un campo A limitato da varieta su cut 
Xp,+++Xn Sono funzioni a derivate terze continue dei parametri uy, +++ Un—y. 
Il problema di Dirichlet per questa equaxione sara risolubile per ogni sistema 
di valori al contorno aventi rispelto ad u,,--++tU,—, derivate seconde hilderiane 
con un esponente A<C 1, sempre che esso ammetta una soluzione particolare, che 
Pequazione a variazioni sia illimitatamente risolubile, e che, limitati i valori al 
contorno ed i minimi coefficienti di Holder delle loro derivate seconde, risultino 
equilimitate ed equicontinue le funzioni x, Pir, +++ pan. Inoltre la soluxione sara 
unica, se unica nel caso particolare. 

Se Vequazione contiene solo linearmente le derivate seconde, bastera che nelle 
condixioni precedenti siano equilimitate ed equicontinue le funxioni z, pr, +++ pn- 


(1) Questa consiste essenzialmente nell’ introdurre in luogo di |A|a,|Bja e |Clai 
minimi coefficienti di Hdlder delle derivate prime di A,B,C. 


Ae cee ane 
/ 
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Matematica (Calcolo delle Probabilita). — Classi di numeri 
aleatori equivalenti, Nota‘? di B. pe Finetti, presentata dal Socio 
G. CasTELNUOVO. 


Ho introdotto in un precedente lavoro © il concetto di « classe di eventi 
equivalenti» : gli eventi E, E,--+E, sono equivalenti fra loro se la proba- 
bilita che m prefissati di essi si verifichino tutti € sempre la stessa, qua- 
Junque sia I’m—pla di eventi prescelta, se cioé la probabilita del prodotto 
E;, E;,-+-E:,, non dipende dalla scelta degli indici i,i,+++im purché di- 
stinti. Ne consegue, pit in generale, che qualunque problema di probabilita 
venga posto relativamente ad m eventi E;,E,,---E:, esso ha la stessa 
soluzione qualunque sia |’m-—pla prescelta, cosicché qualunque problema é 
pienamente determinato enunciandolo per degli eventi generici della classe 
considerata, senza bisogno di specificarli. Cid che giustifica la denomina- 
zione introdotta di eventi eguivalenti. 

Si abbiano ad es. degli individui A,B,C,D,--- della stessa eta che 
vivono in condizioni analoghe: Ja probabilita che entro un anno A e B 
siano vivie C sia morto é uguale a quella che siano vivi A e C e morto B, 
o che siano vivi D e F e morto E: si tratta sempre della probabilita che, 
fissati tre individui, uno determinato muoia e gli altri due sopravvivano, 
probabilita che non dipende dalla speciale scelta di tali individui, se si am- 
mette che gli eventi considerati siano equivalenti. Sono certamente equiva- 
lenti degli eventi indipendenti e ugualmente probabili: se, nell’esempio con- 
siderato, le probabilita di morte sono tutte uguali a p e gli eventi sono 
indipendenti, allora Ja probabilita che di tre dati individui uno determinato 
muoia e gli altri due sopravvivano é data da p(1—p)?, quali si siano i 
tre individui scelti. Ma questo é solo un caso particolare. Se si ammette 
ad es. la possibilita di un’epidemia, gli eventi sono ancora ugualmente pro- 
babili ma non pil indipendenti; essi pero sono sempre equivalenti purché 
i diversi gruppi di individui non abbiano probabilita diverse di essere col- 
piti. Il concetto di equivalenza ¢, come si vede, un concetto ben naturale 
che ha una certa analogia con quello, pil restrittivo, di eventi ugualmente 
probabili e indipendenti, col quale viene talvolta confuso. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 9 agosto 1933. 

(2) Funzione caratteristica di un fenomeno aleatorio, « Mem. R. Accad, Naz. Lincei», 
ser. 6°, vol. IV, fase. 5; v. anche, sotto il medesimo titolo, una comunicazione al Congr. 
Int. dei Matematici (Bologna, 1928, sez. IV-A) e un sunto in « Boll. U.M.I.», 1929, n. 2. 
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Altrettanto naturale si presenta l’estensione del concetto di equivalenza 
ai numeri aleatori (variabili casuali). Lo stesso esempio precedente, esami- 
nandolo meglio, conduce a considerare, pil che eventi equivalenti, numeri 
aleatori equivalenti. Quello che per ciascun individuo consideravamo era in- 
fatti se la durata residua di vita fosse minore o maggiore di un anno; a 
proposito della durata residua di vita ci possiamo porre perd naturalmente 
dei problemi molto pil generali, chiedendoci ad esempio se essa sara com- 
presa tra due limiti comunque assegnati 1’ e 1’. Siamo condotti cosi a con- 
siderare, per ciascun individuo, la durata residua di vita, e avremo allora 
dei numeri aleatori che godono delle stesse proprieta di « simmetria » che 
abbiamo assunto a definire gli « eventi equivalenti », e che giustificano |’in- 
troduzione della denominazione analoga per numeri aleatori. Se consideriamo 
ad esempio la probabilita che, di tre determinati individui, uno abbia a 
vivere ancora un tempo X, compreso tra ?’ e ¢/, uno un tempo X, com- 
preso tra f, e 1, e laltro un tempo X, compreso tra ft, e 1, tale proba- 
bilita risultera indipendente dalla particolare scelta dei tre individui, e ana- 
logamente indipendente ne risultera qualunque altro problema analogo. 

In generale, si avra una classe di numeri aleatori indipendenti se la pro- 
babilita che X;, X;, +--+ Xi,, soddisfino una qualunque prestabilita condizione 


é indipendente dagli indici 7,7, +++ in, e cioé sempre la stessa qualunque 
sia |’m-pla considerata. Costituiscono naturalmente una classe di numeri 
aleatori equivalenti dei numeri aleatori indipendenti e aventi Ja stessa legge 
di probabilita (la stessa funzione di ripartizione); inversamente possiamo 
dire che dei numeri aleatori equivalenti hanno la stessa funzione di ripar- 
tizione, ma non che sono necessariamente indipendenti: quello dell’indipen- 
denza non @ che un caso particolarissimo “, 


mm 


1. Uno studio completo, e in particolare la completa caraiterizzazione 
delle classi di eventi equivalenti, conduce a difficolta abbastanza notevoli @); 
vi sono tuttavia dei risultati interessanti che si possono dimostrare in modo 
assai semplice, Si tratta dei problemi che dipendono da due particolari con- 
seguenze della definizione di equivalenza: Ja prima, che se i numeri alea- 
tori X; sono equivalenti e x é un numero qualunque, gli eventi E; = (X:=x) 
sono eventi equivalenti (come nell’es. dato: se Je durate residue di vita per 


(1) Se esiste una «densita di probabilita» f(Er, 2 ,-++, 8m) d&; dE&,+--d&m che X, 
sia compreso tra €; e &; + d&,X2 tra &, e & + dE,,--+,Xm tra Em € Em + dEm, al- 
lora X;X2-++ Xm sono equivalenti se f & funzione simmetrica; se sono indipendenti e 
soggetti alla stessa legge di probabilita ¢ f (Er, &2,+++, 8m) = @(E1) ols) + +> (Em), € sono 
quindi equivalenti, ma non inversamente. 

(2) Nel caso di una classe finita di numeri aleatori equivalenti, darne la «densita 
di probabilita» f di cui alla precedente nota in calce (se f esiste) costituisce bene una 
« caratterizzazione » della legge di probabilita; il caso pili interessante é perd quello in cui 
(come nell’esempio dato) i numeri aleatori equivalenti possono essere in numero comunque 
grande (oppure, senz’altro, costituiscono una successione, o comunque una classe infinita), 


<i 
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certi individui sono numeri aleatori equivalenti, la loro sopravvivenza o 
meno di qui a un anno, e in generale dopo un tempo x, costituiscono degli 
eventi equivalenti); la seconda, che la speranza matematica di una funzione 
qualunque di m numeri aleatori equivalenti, in particolare del prodotto di 
2, 3, ecc. di essi, non cambia comunque si scelgano e si permutino tali 
numeri aleatori. Avremo quindi dei numeri m,m,m, +--+ tali che 


OW (Xi) = m, qualunque sia 7, SW (X; Xj) =m, qualunque siano i e j(i=|=]),--- 


e in generale 


HCC eK) he 


quali si siano gli indici i, i, +++ i, purché distinti. 

Di tale proprieta ha fatto uso il Khintchine “©, nel campo degli eventi 
equivalenti, per dimostrare elementarmente molti dei risultati stabiliti nella 
mia memoria citata, e devo alla lettura di tale lavoro l’idea di applicarla | 
al caso, cui pensavo da tempo, dei numeri aleatori equivalenti. Le parti 
basate su tale metodo non costituiscono che una generalizzazione dei risul- 
tati di Khintchine. 

Il] campo ove il metodo della speranza matematica é€ pid proficuo é 
naturalmente quello delle combinazioni lineari di numeri aleatori equiva- 
lenti; particolarmente interessante é il caso della media di un numero qua- 
lunque di numeri aleatori equivalenti. Se Y, ¢la media di m numeri alea- 
tori equivalenti 


Yn =— (Ki +X. + pie + Xn), 


& facile determinare i momenti di Y,, e in particolare il limite cui ten- 
dono per n—> co. Infatti 


Oe (Y2) = 4 Dy (KK Y= Flu (n— 1) m + mv] = (1-2) mt, 


OVE po = MC(X;), perché, degli n? prodotti X;X;, hanno i = j, e quindi 
speranza matematica p,, e gli altri n(m —1) hanno i=-7, e quindi spe- 
ranza matematica m,; analogamente 


n I 
NY) = =: > ij 9 (X:X;X) Ber [n(n—1)(n—2)m, + 3n(n—I)m, +145], 
ove m, = OI (X; Xj) (i Bei ee nits =O na) 6. C08t ae In ects inter- 
vengono in 91 (Y',), oltre gli me ps, anche i valori 91 (X;1 X;?--- Xf) con 


(1) Sur les classes d’ événements équivalents, «Matematuyeckuit cOopHuk», to. 39, 
Nn. 3, 1932. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 8 
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he +o + +> + he = b peri, i, +++ ie distinti; per n—> oo pero, & facile 
vedere che si ha semplicemente 


M (Yn) > m, : O(N) aia, 


e in generale 


Tih) = ee as )S, ‘a O(F Jom, 


purché, naturalmente, le speranze matematiche che intervengono siano finite. 

Se cid avviene per ) comunque alto, abbiamo una successione m, , 
Mz, +**,My,++* che determina completamente la legge di probabilita cui 
tende, al crescere indefinito di 7, la legge di probabilita di Y,, supposto che 
tale legge limite esista: m» non é infatti in tal caso che il momento d’or- 
dine / della legge limite. 

Che tale legge limite esista effettivamente, dimostreremo, in una Nota 
che fa seguito alla presente, sotto la sola condizione che u, sia finito; sotto 
la stessa condizione dimostreremo ivi che anche per una successione di nu- 
meri aleatori equivalenti sussiste (come notoriamente avviene nel caso del- 
Pindipendenza) la legge dei grandi numeri, e anzi anche la legge forte dei 
grandi numeri. 


Matematica. — Swi numeri di Bernoulli e di Eulero. Nota di 
Maria Crprario, presentata‘? dal Socio G. Fusint. 


Ai numerosissimi lavori®) che trattano dei numeri e dei polinomii di 
Bernoulli e di Eulero e delle loro generalizzazioni si & aggiunta da poco 
una nuova esposizione dell’argomento, dovuta ad A. Mambriani (v. [22]). 
Egli introduce i numeri ei polinomii di Bernoulli come termini di una suc- 
cessione, e applicando i metodi della sua Algebra delle successioni (v. [21]) 
ritrova molte delle formule fondamentali. Ora operare sui termini a, di una 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(2) Non abbiamo inteso qui di fare opera bibliografica; diamo subito l’elenco delle 
Opere consultate nella redazione della presente Nota; i numeri tra [ ] serviranno a richia- 
marle nel corso del lavoro: 

[1] LapLace, Sur les suites. « Mém. Ac. des Sciences de Paris », 1779. Oeuvres com- 
pletes, vol. X, p. 1-89. 

[2] Lacroix, Calcul différentiel et Intégral, t. III, chap. I], Paris, 1819. 

[3] Genoccul, Intorno alPespressione generale dei numeri bernoulliani, « Ann. di Tor- 
tolini», to. HI, Roma, 1852, p. 395-405. 

[4] Trupt, Sulla partizione det numeri, Soc. Reale di Napoli, « Atti dell’Acc. delle 
Scienze», vol. II, 1863-65. 


[5] Lucas, Théorie nouvelles des nombres de Bernoulli et d’Euler, « Ann. di Mat. », 
ser. 2%, to. 8, 1877, p. 56-79. 


et 


4 f jn 
successione, oppure operare sulle serie 2, a, 1%”, oppure: Ln an—, © in 


fondo la stessa cosa, come osserva il Mambriani stesso (). 

Ci proponiamo di ritrovare le principali proprieta dei numeri B, di 
Bernoulli, dei numeri E, di Eulero, dei coefficienti C,, della tangente, dei 
numeri D,, dei polinomii By (x) ed E, (x) di Bernoulli e di Eulero, e di 
alcune loro generalizzazioni, considerando tutti questi numeri o polinomii 


ae ood Jaa : i” 
come coeflicienti di serie della forma: &, an—, che convergono per |t| 
nN | : 


abbastanza piccolo (v. in seguito) e che diremo funzioni generatrici dei nu- 
meri e dei polinomii stessi, servendoci di un termine dovuto a Laplace ©) 
e adottato da vari autori che si sono occupati dell’argomento %), Precisa- 
mente, applicando notissime proprieta delle serie, mostreremo come si ritro- 
vino, oltre alle formule date dal Mambriani, la maggior parte delle relazioni 
pil importanti per i numeri B,,C,,Dn,En e i polinomii B, (x) , En (x); 
nello stesso modo si potrebbero ricavare tutte le altre relazioni note, date 
dai diversi autori, che hanno studiato la questione, e cid con un metodo 


[6] Lucas, Théorie des nombres, Gauthier-Villars, Paris, 1891. 

[7] Cesaro, Sur les nombres de Bernoulli et d’ Euler, « Nouv. Ann. de Math. », ser. 34, 
to. 5, 1886, p. 305-327. 

[8] Lucas, Sur les nouvelles formules etc., « Bull. Soc. Math. de France », to. VIII, 1880, 
p. 169-172. 

[9] SaatscHtTz, Vorlesungen tiber die Bernoullischen Zahlen, Springer, Berlin, 1893. 

[10] NreLtsen, « Annali di Matematica», ser. 3°, to. 10, 1904, p. 287-325. 

[11] Cesaro, Elementi di calcolo infinitesimale, Napoli, 1905, pp. 114-128, 512-515. 

[12] Fropentus, Ueber die Bernoullischen Zahlen und die Eulerschen Polynome, « Sitz. 
d. K. Pr. Ak. d. Wiss.», Berlin, 1910, p. 809-847. 

[13] BacHMANN, Niedere Zahlentheorie, Teil Il, Leipzig, 1910, p. 21-55. 

[14] Nortunp, Mémoire sur les polynomes de Bernoulli, « Acta Math.», to. 43, 1920. 

[15] PincHERLE, Gli elementi della teoria delle funzioni analitiche, Bologna, 1922, 
p. 143-146. 

[16] Nievsen, Traité élémentaire des nombres de Bernoulli, Gauthier-Villars, Paris, 1923. 

[17] Nortunp, Vorlesungen iiber Differenzenrechnung, Springer, Berlin, 1924, Zweites 
Kap., p. 17-36. 

[18] Toucnarp, Sur les nombres et les polynomes de Bernoulli, « Rendic. del Circolo 
Mat. di Palermo», to. 50, 1926, p. 375-384. 

[19] R. Lacrance, Mémoire sur les suites de polynomes, « Acta Math. », to. 51, 1928, 
p. 201-309. 

[20] Gruper, Ueber symmetrische Grundfunktionen natiirlicher Zahlen, « Journ. fur die 
reine und angew. Math.», B. 161, 1929, p. 152-178. 

[21] Mampriant, Sull’algebra delle successioni, Mem. I, « Ann. di Mat. », ser. IV, to. 8, 
1930, p. 103-139 e Mem. II, « Ann. di Mat.», to. 9, 1931, p. 25-56. 

[22] Mamprianl, Saggio di una nuova tratlazione dei numeri e¢ dei polinomit di Ber- 
noulli e di Euler, « Mem. Acc. d’ Italia», Classe di Scienze, vol. II, Mat. n. 4, 1932. 

(1) [21] Mem. II, cap. III, § 7, p. 53-56. 

(2) [1] p- 5 © seg. 

(3) V. [7], C10), £14], [17], (18), [19]. (223. 
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senza dubbio pit semplice dei metodi fondati sul calcolo delle differenze — 


finite), sul calcolo simbolico o sull’algebra delle successioniG); e cio 
perché il metodo qui adottato non porta nessuna complicazione, pur non 
richiedendo né alcun simbolismo, né alcuna nozione nuova. 

Qualche autore ‘#) si é servito in questo campo di studi dell’uso delle 
serie, per ritrovare qualche proprieta particolare; nessuno pero le ha usate 
in modo sistematico, come é fatto nella presente esposizione. 

In questa prima Nota esporremo le principali proprieta dei numeri B, , 
C,,Dn,En, rimandando ad una seconda quelle dei polinomii By (x) ed 
E,, (x), e ad un lavoro successivo le varie generalizzazioni. Definiamo i nu- 


meri By, ,Cyz,Dn,E, come i coefficienti delle serie di potenze ‘): 


() e®= =%: Ba — ; (B) a@= = = Bn Ca 


2t t” {” 
(C) = papa De YO= Hh ES 


et a e-# 


(1) V., p. es., [2], [ro], [14], [16], [17]. 

(2) V. [5], (61, (7), (81 C11], (x21, [14], (17). (201. 

(3) V. [19], [20], [22]. In [19] € introdotto un algoritmo delle successioni dello stesso 
tipo di quello del Mambriani, ma é anche fatto uso delle funzioni generatrici; analoga- 
mente in [20]. 

— (4) V. [2], (31, (4), 65), (61, £71, (81, C91, (10), £13} [14], C15], (271, (181, [19], [20]. 

(5) Teniamo qui le notazioni del NorLuNp ([14] e [17]) seguite anche dal Mam- 
BRIANI (v. [22]); nei diversi autori € spesso dato un significato differente ai numeri Bn 
(v. per questo [22] p. 17, nota (1)). La funzione generatrice (A) si trova in [3], [4], [5], 
(6], [8], [12], [14], [17], [18], [19], [20], [22]. In [7], [11] e [15] la funzione generatrice 


A pe erat é 
dei numeri di Bernoulli é 
é — 


;» mentre in [9] form. (5), p. 10 e in [13] form. (76), 


Cigiegloes. ee (— 1)"—! Ba = 
fads gee ha IC a 


Le funzioni generatrici (B) e (C) si trovano in ae In [7] p. 311 i numeri (—1)*Cy 


p- 31 € posto —t 


. . . . . . . et 
sono indicati con E,, di funzione generatrice ———— na Hee in [ro], [13] e [16] invece delle 
= 


C, si considerano ‘ numeri Ty, tali che (—1)"T, = oe > eSsi hanno come funzione 


: et — 
genetratrice ———— 


ei fe 


Lae “e : 2t 
detti numeri di Genocchi (v. anche [3]), di funzione generatrice ==. —,.. mentret ints) 
ay 


. In [6] p. 250 form. (2) sono introdotti i numeri Gn = 2 (1 — 2") By, 


e in [8] sono introdotti i numeri Py» = — Gn. 
In [9] p. 22 form. (2) € (3) & posto Bx = (— 1)" Can—1. In [5] p. 72 form. (68) 
e 73 form. (73) e in [6] invece dei numeri D, si considerano i numeri Ry» = Dae 
2 
La funzione generatrice (D) si trova in [5] (p. 75 form. (87)), [6] p. 262, vised 
[13], C14], [17], [18], [19], [22]; in [13] p. 34, form. (88) e in*[18] p. 379 sono perd 


indicati con En dei numeri, che, secondo la notazione qui seguita si dovrebbero indicare 
con (— 1)" Eon. 


Cael 


La serie (A) converge per |t{|<C 27, la (C) per |t]< 7, la (B) e 
la (D) per |t| <t; supporremo che # sia tale che tutte le serie che com- 


paiono nelle formule convergano. 
Dalle definizioni date segue subito che i numeri B,, Cy ,D,,E, sono 
razionali e che D.,4,—=E,,4,=0. Si verificano facilmente le seguenti 


identita : 

(1) epOe—eM=!; (2) (ie =o(—24); 

G3) eM=etye"'+ te; (4) e@®@—1) =t@ +1); 
(5) o(He— oe? =t + te-'; 

(6) (t)e — p(t)e! = ter; (7) (zie —epeie—*=2te—'; 
(8) (+1) 9(2t)—29()=0; 9) PO=e)—t¢e O—teQ; 
(10) (7) = 9 Oem > 1); 

(10 tis) PH) +90) =o He +e7'; 

(12) p(2He + p(— 21) —p(he— p(—#) = 0; 

(13) 3 (")2r 929 — B("\e( + Arye fang (2) 9D] =0. 
(14) ¥@)C +e-)=2; (15) (e#—e-*) p(t) = 2(¢—e—)); 
(16) e(e*—1)e4)=2100)3 (17) PGND — (2) =— te HO); 
(18) (C2 1) tye 20 
(19) D(a HW + m4) = 20-4 
(20) (e# — 1) p(t) = 2 (ce + e+); 

(21) > (”) 4" —7 P(t) — et ) (F) = 2+ 3E—! + 2E73'; 
(22) (+ 1)AQ)=2; (23) AM =e"); 

(24) ¥@) =¢a(); (25) ( +e~)A(t) = 267%; 
(26) VH=—Y); (27) V¥O+2AH ="); 


(28) y a 2"7—" KO A) + e—?*X™) (1) = O (m= 1s 


(29) @—e~) a = 21; (30) @*—1)p@) = 21¢; 
G31) p2)=e—'n(t); (G2) ee(2) =n); G3) $1OeO=429; 


m 


(34) >i 2) aaa we (t) — e-?# wo (1) = 206 + m) e-! (m= 1). 


La (10) é dedotta dalla (1) derivando m volte e poi moltiplicando per 
e—* (la (100is) derivando una volta); in modo analogo la (11) é dedotta 
dalla (2), la (13) dalla (12), la (19) dalla (18), la (21) dalla (20), la (28) 
dalla (22), la (34) dalla (30). 


Sviluppando in serie di potenze di t il primo e il secondo membro di 
t” 


tali identita, ed eguagliando nei due membri i coefficienti di eae si trovano 


le relazioni seguenti tra i numeri B,, Cy, Dy, Ex“. 


n 


Cis) > (7) —B. =o SNe 2 B, =I 2 bear 


_— 0) 


(2’) (—1)"B, = > iG B, , da cui confrontando colla (1’) segue B,, , ;=0; 


=O, 


n 


6" Be = 3 (") (Be + (Hn 


=O 


r=0 


bs Sn aee 


6 ("a —Comqa noes 


e per disteso: 


6) 2()B+2(*)R + CG sn: 


© Ss Sic 


r=0 r=6 


n 


(7!) ¥(")e Bo + Comja2cy ns 


r=0 


(1) Ogni formula é distinta collo stesso numero, munito di apice, con cui é nume- 
rata l’identita tra serie da cui deriva. 

(2) La (1’) @ la formula di ricorrenza fondamentale per i numeri di Bernoulli; per 
questa, e per molte delle successive, non daremo_ particolari indicazioni bibliografiche, perché 
tali formule si ritrovano in quasi tutti i lavori sull’argomento. 


— 1I5 — 
mw 


(8’) (7) 2B + 2) By, =0®; 


r=0 


(9’) > (")B- B= G—m) Bu —nB,—: ("= 1); 


o anche mutando m in 2” e tenendo conto che 


I 
Beet Py mates ’ qn =O 


7 HT fy 
(9 ) ee Bar Baw kas (2n at 1) Baas 


Ga r= 


(10’5is) Bios is = > (") (—1)"-7B, 4 at (— 1)"; 


r=0 \ 


m n 


(1) DG \Bee = tS (2|Baas 


= r= 


(sa!) SB (7) 2r Br + (— ay Be — (7) Be + 1 Be = 


(13') DM) et nb tart 3 (Taat— Be 4 08) 


if as 


r= 


(14) o(T)b +E =o: 
che per 1 = 2m diviene: 


B+ (72"\E zt Oa eee ett Ban. ae) =O" ea esl 


e per Wes 2m = 1: 


(om 1)E, eS (erst “)Es “ ea ‘)Es me (2m + 7) prea ae Eye Oe 


che mostrano come E,,4;=0(m=0,1,---) mentre le E,m sono nu- 
meri intieri dispari. 


(1) Per le formule (4’), (5"), (6’), (7’) v. in particolare [5] p. 61, form. (14) e [6] ; 


per la (8’) v. [8] p. 171. 
(2) Per le (11’) e (13) v. in particolare [8] p. 171, form. (5) € (6) e p. 172, form. (7). 


— II6 — 
(6) ae Jerenoe 


22 


18’) ee: 
(19’) ah Apitess a S12 J 2) Ena = 2 tts 


C25) 218) Ate ae E,4,— > (7) Ee Cle fa a= 2(— 1) (3 ae 37] @); 
ee) & (Face + Ce = 0 (n 0) 3) Com rs 


o anche poiché per r dispari E, = o: 


(23””) ac = i Es 


r=0 


Confrontando la (23’) colla (17’) si trova: 
023") C= 28(r— an), 


da cui segue che le C, con indice pari sono nulle, tranne C, = 1 


(24’) eas (ocr. 


r=0 


nN 
(25') S(T) + Comic =2C ns 
(1) La (16’) e la (17’) si trovano, p. es., in [11] p. 118- -119 sotto forma un po’ di- 
versa, per la differente definizione dei numeri Bn; v. pure [7] § 5, p- 309 e seg. La (15’) 
si trova in [5] p. 74, form. (83) e (84). 
(2) Per la (19’) v. [6] p. 256, form. (3); per la (21') v. [6] p.i 263." La (209.% 
forse nuova. 


eee DG 
(26) >t )E By ree Ca. 
7) Sc oe a re coe 


(28’ Dn ee chet Das Jay" npr =o, 


da cui ponendo n —r al posto di n e n al posto di m segue: 


na n—I1 


Sal IO Ce Ses >a sca tee ee 


r=0 


tenendo conto che C,, = 0(r=-0) e ponendo (28) T, 4, = 27-"( + 1) Cr, 
si ha: 


28" : Che Ke. 
(28”") Da 


da cui segue, per induzione, che le T, °), se differenti da zero, sono numeri 
intieri dispari. Dalle (23'’) e (28’’) si ha subito: 


== 2'(1 = 2") By, 
che mostra la natura dei denominatori delle B, . 


Qs) B("\Dir +r] =o@ Sn y Dears 


(30’) (7 )a-1 Dr —Dy = 20 


angers beens Sul RaW eee ae Ta gh mS (n 
(31) 2 Be = 3 (7) 1y'-'D,, 0 anche (—2)"Bp > (7). 
perché le D, con indice dispari sono nulle. 


(32’) De > (2 B,, © tenuto conto della (8’): 


(32”) Dj 2- (1 — 27") Br; C3) (7) EDs, = 2" Ds 


(1) Per le formule (22’)-(27’) v. [14] p. 136-144 e [17]. La (28’) sotto altra forma 
si trova in [6] p. 26r. 
(2) Per i numeri T, e la (28’’’) v. [14] p. 140. 
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™m n 
54) 3B (B)ar-r Dis — B(T\ aD = 2 a 
r=10 r=o\F 
Abbiamo cosi ritrovate molte delle formule pil note sui numeri By, , 
Ci,Dn,En, e collo stesso metodo si potrebbero dimostrare numerose altre 
relazioni tra essi. Qui daremo ancora una nota espressione dei numeri By, . 
Posto ef‘ —1 = 2, nell’ ipotesi che sia |z|<< 1, si pud scrivere: 


o(t) = g[log(1 + z)] =e 40 W ese Des 


= s = De (e = 1 hae — s ane a> > Am on = 


mao Ml a- I Ee idee Ob ee. 


(ee) 
{nr 
4 (2) ae Pm m ae 
perche ) (e — 1) > a’ Oh 


n= InN 


Tenendo conto della formula) che da le differenze di 0”, si ottiene la ‘+) 


By = > eed Me S : > (— 1)" b |r 


m=o M+ I m=oll + I yoo ~ 


(1) Per le formule (29’)-(33'), v. [14], p. 136-144 e [17]. La (34’) si trova sotto 
forma un po’ diversa in [6], p. 161. 

(2) V. per esempio [11], p. 509. 

(3) V. per esempio [11], p. 507, form. (3). 

(4) [6] p. 244, form. (3); [11], p. 513, form. (1); [22], p. 26, form. (29) e (29). 


Meccanica. — Sulla curvatura geodetica delle traiettorie di- 
namiche. Nota“ di C. AGOSTINELLI, presentata dal Corrisp. 
P. BuRGaTTi. 


In una Nota pubblicata nei Rendiconti dei Lincei E. Gugino si occupa 
della curvatura geodetica delle traiettorie dinamiche @, delle traiettorie cioe 
descritte da un punto di massa unitaria che si muove su una determinata 
varieta con m dimensioni definita dagli m parametri lagrangiani che in un 
dato istante individuano la posizione di un sistema olonomo con n gradi 
di liberta. 

A parte il fatto che il Gugino stabilisce i suoi risultati coi metodi 
laboriosi del calcolo differenziale assoluto e partendo dalle equazioni di La- 
grange, devo far notare che quei risultati sono stati da me stabiliti in pre- 
cedenza in un lavoro pubblicato negli Atti della Pontificia Accademia delle 
Scienze 6) e in modo pit rapido e pil semplice in base all’equazione del 
prof. Boggio 


(1) Qe =f, 


che definisce appunto il moto di un punto Q (immagine di un dato sistema 
olonomo S con n gradi liberta), su una determinata varieta di n dimen- 
sioni (variabile col rempo), dal Boggio medesimo chiamata varietd vincolare. 

Nella (1) ¢ Q” = d° Q/d# la derivata seconda superficiale (nel senso 
di Boggio), del punto Q rispetto al tempo ¢ ed fy € un vettore tangenziale 
determinato dalle forze che agiscono sul sistema S. 

Come ho mostrato nella mia Nota citata, indicando con ds = moddQ 
Velemento di arco descritto da Q, posto 


: ds -” d? s ds’ 
= S = — 
‘ dt : dt? Ore 


(1) Pervenuta all’Accademia il 3 agosto 1933. 

(2) E. Gucino, Sulla curvatura geodetica delle traiettorie dinamiche dei sistemi olonomi. 
(« Rendiconti R. Accademia dei Lincei», vol. XVII, serie 6°, 1° sem., fasc. 9, 1933). 

(3) C. AGOSTINELLI, Sui sistemi di velocita e le famighe naturali di linee in uno spaxio 
curvo. (« Atti della Pontificia Accademia delle Scienze Nuovi Lincei», anno LXXXV, 
sessione V del 23 aprile 1933, pp. 287-314). 

(4) T. Boceto, Sulle equaxioni dinamiche dei sistemi. (« Rendiconti R. Accademia dei 
Lincei», vol. XVII, serie 6°, 1° sem. 1933). 


mn MOO. ae 
osservando che risulta 


HO Sidi LOO Ng 
dt AE ens ; 


fo) 


PQ a (GO Nee (GO Eo aie 
SES ee ree ilar “)=arla eres 
ae ae AQ Hy 
Qs? ds ; 
la (1) diventa: 
ao ioth sed Oalars, alli, 
(2) ds? 5 eee Pa oR = fv, 


che corrisponde alla relazione (I) della Nota posteriore di Gugino. 

Osservando che dQ/ds & vettore unitario tangente alla traiettoria del 
punto Q e quindi ortogonale al vettore d° Q/ds?, diretto secondo la nor- 
male principale relativa a V, della stessa curva, moltiplicando la (2) sca- 
Jarmente per dQ/ds, ho dedotto: 


an ee ya) 
(3) 5 a Le Sees Fick 


che € la seconda delle (5) della Nota citata del Gugino. 
Sostituendo allora nella (2) ho ottenuto ancora: 


GQ 1 dQ dQ’ 
ey) ds? =5r (tf x4e 2). 


Poiché, come € noto, e come @ messo in evidenza nello stesso mio 
lavoro, si ha . 
d’ n 
(4) Es 
ds? p 


con ” vettore unitario diretto secondo la normale principale relativa a V, 
della traiettoria descritta da Q, ed 1/p la curvatura geodetica relativa a V, 
; d d 
della stessa curva, e osservando che fy — f'v as . ee é la componente 
5 5 

normale alla traiettoria (relativa a V,), del vettore fy, risulta la (3) so- 

stanzialmente corrispondente alla prima delle (5) della Nota di Gugino. 
Del resto, tenendo conto della (4), se si moltiplicano ambo i membri 

della (2) scalarmente per , si ha subito 


(5) “=f, Xn, 


p 


rer 
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la quale fornisce la curvatura geodetica 1/e, relativaa V,, della traiettoria 
del punto Q per mezzo degli elementi cinematici e dinamici del suo mo- 
vimento. 

Senza soffermarmi ora sul significato meccanico evidente delle relazioni 
(2), (3), (3’) e sulle proprieti abbastanza ovvie che se ne possono dedurre 
ne vari casi particolari, faccio ancora qui rilevare che nel caso particolar- 
mente importante, dal Gugino non considerato, in cui le forze derivano da 
un potenziale U, funzione del punto Q di V,,, nel caso cio’ in cui si ha: 


(6) Fo = egrady Us 
la (1) diventa 


2 


see = erady U . 


Da questa, moltiplicando ambo i membri_ scalarmente per 2dQ/dt e 
integrando, si ottiene subito Vintegrale delle forze vive 


(7) (53) =s2=2(U +h), 


dove h é la costante delle forze vive. 
In virti delle (6) e (7), dalla (3’) si ottiene 
a Q 


I 
(8) Awe 2(U +h) 


aa 


(grad. U — grad, U X Pale 

che € Vequazione differenziale delle traiettorie e che puo scriversi: 
d-Q 

(8’) Spee grady log J2(U + h) — 


d d 
— grady log ¥2(U ae sce . — 


mentre le (3) e (5) porgono rispettivamente 


dQ I gradyUXMm 


laa 

= grad, U : SS 
5 g w x ds Pe) 0 2 (U A b) 
Nel mio lavoro citato i risultati qui esposti sono stati poi estesi alle 
nes ‘ 

famiglie piu generali di curve, dette famiglie naturali, soddisfacenti a un’e- 
quazione differenziale del 2° ordine che si ottiene dalla (8’) dove, in luogo 
di log /2(U +4), si ponga una funzione arbitraria L del punto Q di V,. 
Per le proprieta geometriche di tali ‘curve rimando pertanto al suddetto 
; 
lavoro, dove sono state ampiamente studiate, come pure all’altra mia Nota: 
Sulle proprieta ortogonali delle famighe naturali di linee di uno spazio curvo 


——— 


(Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XVH, serie 67, 1° sem., 
fasc. 9, 1933). 

E opportuno pero rilevare come dalle formule da me stabilite si possa 
subito ricavare ancora la torsione o seconda curvatura relativa a Vn delle 
traiettorie dinamiche. 

Dette ora 1/p, ed 1/p, le due curvature si ha 


d>Q dy (") ta pop: 5 mete ri) 
: n + 


(9) ass S*«S 3 Ok ats Oo; as 


Ma per le formule di Frenet generalizzate ¢€ 


dyn I I 
dis 5 ee aa 


ove t= dQ/ds, e b & vettore unitario avente la direzione della seconda 
normale principale relativa a V, della traiettoria dinamica nel punto Q (bi- 
normale nel caso delle curve dello spazio ordinario), sostituendo nella (9) si ha: 


dQ I I te Ox 
(10) a = t— ot at n+ 


bo. 


PrP2 
Moltiplicando ambo i membri di questa scalarmente per 0 si ottiene 


| d?Q I 
. 1) ~ ds3 exe 2 


D’altra parte, derivando superficialmente Ja (2) rispetto a ¢ si ha 


CO eae)  eitoas 


fh 5 
es ds Cae 
da cui, moltiplicando scalarmente per 0, si ricava 


, d'Q du fu 
eas ge ds eos 


Confrontando colla (11) e ricordando la (5), si ha infine 


Pa fuxn 


che é la seconda curvatura cercata. 


Meccanica. — Raggio per onde associate a fenomeni. Nota 
di Z. Pycua, presentata dal Corrisp. U. Cisorrt. 


Le ricerche di Hugoniot e Hadamard sulle varieta caratteristiche del 
sistema differenziale che regge un fenomeno fisico hanno messo in evi- 
denza, che la propagazione ondosa pud caratterizzarsi come propagazione 
di una discontinuita @. Tuttavia, quando in particolare si considerano quei 
tipici fenomeni che sono retti dalla notoria « equazione D’Alembertiana delle 
onde », si usa anche parlare di una propagazione di quantita, che sono ca- 
ratterizzate come integrali di quest’equazione. Tali quantita dipendono dal 
tempo per il tramite di un argomento, detto solitamente « fase», la cui 
espressione € legata alle varieta caratteristiche di quest’equazione. B. Finzi G) 
considerO genericamente, anche nel caso in cui il fenomeno non sia retto 
dall’equazione D’Alembertiana, quantita collegate colla propagazione ondosa, 
servendosene per generalizzare la nozione cinematica di velocita di gruppo, 
stabilita dal Rayleigh © per onde piane sinusoidali, anche per generiche pro- 
pagazioni ondose, che attraverso le caratteristiche possono associarsi a fe- 
nomeni fisici. Fece vedere che al movimento di un gruppo di onde pud 
associarsi quello di una superficie, la quale nel caso particolare di onde piane 
sinusoidali ¢ pure piana ed avanza precisamente colla velocita di gruppo 
stabilita dal Rayleigh. Rilevd inoltre che in certi casi al movimento di un 
gruppo di onde si puo associare quello di certe linee o punti ), 

Per estendere la nozione di velocita di gruppo alle onde generiche as- 
sociate ai fenomeni, B. Finzi considero genericamente quantita collegate con 
la propagazione ondosa per il tramite dell’argomento « fase » e defini una 
velocita di gruppo in direzione normale alla superficie d’onda. In questa Nota 
suppongo un legame particolare tra propagazione ondosa e propagaxione di energia, 
legame che si verifica ad es. in casi di importanza fisica notevolissima, quali 
quelli delle onde piane e sferiche. La nozione di velocita di gruppo viene 
qui imperniata su quella di raggio per onde associate a fenomeni. Con cid 
attribuisco a questa velocita la direzione delle bicaratteristiche relative al 


(1) Pervenuta all’Accademia il 7 luglio 1933. 

(2) Una luminosa sintesi dell’argomento si ha nel volume di T. Levi-Crvira, Ca- 
ratteristiche det sistemi differenziali e propagazione ondosa. Bologna, 1931. 

(3) B. Fina, Velocita di gruppo per onde associate a fenoment. Questi « Rendiconti », 
vol. XVI, 2° sem. 1932, p. 489. 

(4) Lord RayLeicu, On progressive waves. « Proc. Lond. Math. Soc. », IX, 1877, p. 21. 

(5) B. Finzi, Movimenti di superficie, linee, punti associati a gruppi di onde. Questi 
«Rendiconti», vol. XVII, 1° sem. 1933, p. 460. 


sistema differenziale che regge il fenomeno, direzione che in generale non 
é normale alla superficie d’onda. 


1. Onde di discontinuitd. -Se osserviamo che la descrizione di un feno- 
meno fisico comporta in sostanza la descrizione dell’andamento di certe fun- 
zioni (le quali determinano le grandezze fisiche o meccaniche del fenomeno 
in istudio) e teniamo presente che cid che é caratteristico di una funzione 
sono le sue singolarita, si comprende che un ente definito mediante le di- 
scontinuita delle funzioni che entrano in giuoco nel fenomeno — se anche 
queste non si considerano, come qui, in tutto il campo complesso — avra 
non solo un interesse matematico, ma anche un’importanza fisica. Tali enti 
sono precisamente le varieta caratteristiche del sistema differenziale che tra- 
duce matematicamente la legge che governa i] fenomeno fisico. Poiché queste 
varieta rappresentano in generale delle superficie mobili, ¢ da attendersi che 
con esse si colleghi fisicamente il fenomeno della propagazione ondosa. E sono 
infatti ben note a questo riguardo le ricerche di Hugoniot e Hadamard sulla 
propagazione delle onde di discontinuita acustiche, elastiche, elettromagne- 
tiche ed altre. 

Queste onde sono caratterizzate come ipersuperficie, (x,y,z, 1) = co- 
stante, dello spazio cinematico (x,y,z,1), tali che o sia un integrale della 
equazione delle varieta caratteristiche, equazione che si trae dal sistema dif- 
ferenziale che regge il fenomeno fisico. Sia questa schematizzata da 


(1) OC EK Ss capo Li, Paes) Oo 
oo ley eo) oe aes : 
dove Dame omer sen & Monsees ay Ds aig” indicando ¢t il tempo 


e x,y, le coordinate spaziali. Se la (1) si risolve rispetto a p,, si puo 
anche scrivere 


(2) Pot Ht,x,4,% pr, p2,P3) =0- 


Ci limiteremo a considerare il caso assai frequente, in cui il sistema diffe- 
renziale che regge il fenomeno é lineare nelle derivate di ordine massimo 
tispetto al tempo. In questo caso notevole H é€ funzione omogenea di primo 
grado nelle p “). Allora Ja (2) determinera univocamente solo i rapporti 
tra le p. Se quindi poniamo fo = 1, possiamo schematizzare un inte- 
grale o con 


(3) o=t—f(x,y,%), 


dove f é una funzione, in generale polidroma, del punto (x,y,z). Ad ogni 
valore t di o corrisponde una determinata superficie d’onda, che si « pro- 


(1) Cfr. T, Levi-Ctvira, op. cit., p. 53. 


paga » nello spazio (x,y,z) al variare di 1; si potrebbe anche dire che il 
valore t considerato si propaga coll’onda. La « velocita di avanzamento » 
é data da 


(4) = —1/|gradf|n, nm = vers grad f, 


cove, se la f & polidroma, le diverse determinazioni di grad f individuano 
idiversi valori di w , che corrispondono ai singoli « rami» dell’onda o = 7. 
Un caso notevole in cui la f é tetravalente si ha ad es. nelle onde elettro- 
magnetiche epicentrali in mezzi omogenei anisotropi (cristalli biassici). Os- 
serviamo che la velocita di avanzamento, definita in (4), ¢ indipendente 
dal tempo. La propagazione ondosa associata a fenomeni fisici, che siano 
retti da un sistema differenziale lineare nelle derivate di ordine massimo 
(rispetto al tempo), ha quindi carattere stazionario, come quella che fisica- 
mente corrisponde ad un mezzo, le cui condizioni non variino col tempo “). 


2. Raggio. — Se anche la teoria esposta schematizza la propagazione 
ondosa come propagazione di una discontinuita, le esperienze fisiche ci in- 
ducono tuttavia a collegare con la propagazione ondosa una propagazione 
di energia. La fisica parla a questo riguardo anche di un « irraggiamento » 
di energia, mettendo cosi a fianco della nozione di onda la nozione di « raggio ». 

Al raggio é da coordinarsi il flusso di energia. Per la concomitanza, 
con cui si affacciano le nozioni di raggio e di onda, sara quindi da sup- 
porsi che il flusso di energia sia in qualche modo legato alla propagazione 
dell’onda. Tenendo ora presente il fatto notevole che la considerazione del 
raggio da spesso alla propagazione ondosa un carattere corpuscolare, ed ispi- 
randoci alla seducente analogia che Je equazioni delle bicaratteristiche di un 
sistema differenziale hanno colle notorie equazioni hamiltoniane, reggenti il 
moto corpuscolare in meccanica @): 


dxt 3H api. 30H ds x oH oe | 
(5) Cie Mopac tgp md <a. *? H 7 ibe 4, Fe re 


in cui, nel caso delle bicaratteristiche, la funzione H é quella definita in (2), 
supporremo che le (5) caratterizzino |’ andamento dei raggi. Pil precisa- 
mente, indicando con 6 la densita di energia e con F = vw il flusso di 


energia, riterremo le componenti u; della «velocita del flusso» « uguali 


alle Slag che vediamo nelle prime tre delle equazioni (5). Osserviamo 


dt 


(1) Volendo, si potrebbe associare una propagazione ondosa di tale carattere stazio- 
nario anche ad un fenomeno, il quale sia retto da un sistema differenziale che mon é lineare 
nelle derivate di ordine massimo (rispetto al tempo), se in tal caso si considerano le va- 
rieta caratteristiche mon del sistema proposto, ma di quello ulteriormente derivato rispetto 
al tempo, risultando questo ancora lineare nelle derivate di ordine massimo. 

(2) Cfr. T. Levi-Crvira, op. cit., p. 51. 
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ancora che questo sistema caratterizza un moto dei punti della superficie 
d’onda, indipendentemente dalla integrazione dell’equazione (2) delle varieta 
caratteristiche. I] carattere differenziale del moto di questi punti ¢ quindi 
indipendente dalla configurazione iniziale dell’ onda. Questa pud cosi farsi 
corrispondere alle condizioni iniziali dei corpi naturali, il cui moto é carat- 
terizzato da equazioni del tutto analoghe alle (5). 

Notiamo inoltre che, essendo H per i fenomeni da noi considerati omo- 
genea di primo grado nelle p, a norma del teorema di Eulero sulle fun- 
zioni omogenee il secondo membro dell’ ultima delle (5) & identicamente 
nullo: ae =o. Se consideriamo l’onda come un « insieme di punti mobili » 
vincolati alla superficie o = costante (superficie d’onda), l’ultima delle (5) 
dice precisamente che i punti delle bicaratteristiche sono animati di un moto 
tale, da restare sempre su di una medesima superficie d’onda. 

Osserviamo infine che caratterizzando |’andamento dei raggi con le bi- 
caratteristiche, si ottengono anche in mezzi omogenei anisotropi (come ad 
es. in cristalli biassici) traiettorie rettilinee ©), mentre sono in generale cur- 
vilinee le traiettorie ortogonali alle superficie d’onda. 

Per la precedente identificazione della velocita ee del flusso di energia 


at 


F = 8w con la velocita (sr) dei punti dell’onda in direzione delle bica- 


ratteristiche, dovra propagarsi con ogni onda una certa quantita di energia. 
Supporremo allora che la quantita di energia AE contenuta nello strato limi- 
tato da due superficie d’onda infinitamente vicine, c= t e o= t+ dr, 
dipenda unicamente dal valore di +, per il tramite di un argomento @, il 
quale é da considerarsi come estensione della grandezza « fase», conosciuta 
in noti fenomeni di propagazione ondosa: 


(6) AE=8(9)dt , 9=9(t). 


A questa relazione possiamo dare forma pil precisa riferendoci ad oppor- 
tune coordinate. Consideriamo a tal uopo le traiettorie dei raggi rappresen- 
tate dalla congruenza di linee G): 


(1) L’affinita, ottenuta colle bicaratteristiche, tra propagazione di energia e moto di 
corpuscoli, si accorda inoltre bene colla moderna teoria dei quanti di energia e coll’inerzia 
attribuita all’energia attraverso gli studi della meccanica relativistica. 

(2) Cfr. T. Levi-Crvrra, op. cit., p. 54. 

(3) § ed y possono determinarsi in base alle (5) come integrali del sistema 


ax ie dy (e dz 
iP): er) see): a 
opr op2 op, 


dove alle p s’intendono sostituite determinazioni conformi al sistema (5); la variabile f non 
compare nell’espressione di H nel caso di propagazione ondose stazionarie, come @ facile 
convincersi. 
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(7) 6(4 93%) = costante ~—, —y (x,y, %) = costante. 


Le (7) rappresentano due famiglie di superficie, aventi per parametro la co- 
stante al secondo membro. Accanto a queste possiamo ancora considerare 
la famiglia di superficie 


(8) C€=f(x,47,%) = costante, 


alle quali si sovrappongono le onde [cfr. la (3)] durante Ja loro propaga- 
zione. Servendoci delle (7) , (8) come superficie coordinate, veniamo ad iden- 
tificare le traiettorie dei raggi con le linee coordinate ¢. Osserviamo ora che 
le superficie tubolari determinate dai ragei uscenti da un medesimo elemento 
di una superficie (8), limitano tubi di flusso del vettore F = 6. Se im- 
maginiamo di dividere un tale tubo in tanti volumetti dw corrispondenti ad 
incrementi d@ uguali lungo tutto il cammino del raggio, la grandezza di ogni 


volumetto sara data da dw =Va-d&dydt, essendo Ja il valore assoluto 
del determinante funzionale, relativo alla trasformazione di coordinate car- 
tesiane ortogonali nelle coordinate (7),(8). Poiché ai volumetti di uno 
stesso tubo corrispondono anche incrementi d& e dy uguali, la loro gran- 
dezza e caratterizzata da Ja. A causa del legame tra il flusso di energia e 
questi volumetti, caratterizzeremo la dipendenza dell’energia dalla fase del- 
onda con una relazione pit precisa della (6), riferendoci ad un volumetto dw 
dello strato compreso tra due superficie ¢ infinitamente vicine e scrivendo: 


(9) 6¥a=S(9) , [p= 9(r)]. 


E facile verificare questa relazione nel caso di onde piane e sferiche. 
In ambedue questi casi il raggio é notoriamente rettilineo e perpendicolare 
alle onde. Con onde piane le coordinate (7) ,(8) si possono immedesimare 
con coordinate cartesiane ortogonali. Si avranno cosi onde propagantisi 
in direzione dell’asse zy. Poiché Ja é in tal caso uguale all’unita, si ha 
dalla (9): 6 = 9(@), come é noto“'). Nel caso delle onde sferiche, la (8) 
rappresentera una famiglia di sfere concentriche e le (7) definiranno una 
congruenza di rette uscenti dall’epicentro. €,y,§ potranno quindi immede- 
simarsi colle notorie coordinate ‘polari (r,p~,%). Si ha allora Ja=r’, 
cosicché la (9) fornisce ancora il risultato noto, che Ja densita di energia 6 
diminuisce col quadrato della distanza “). 


(1) Per le onde elettromagnetiche si ha, ad es., con notorio significato dei simboli 
(cfr. ad es. G. A. Macet, Teoria fenomenologica del campo elettromagnetico. Milano, 1931, 
DH LOm) = 


figs (ee Fe u Hh). 


I 
8% 


Nel caso delle onde piane propagantisi in direzione dell’asse x, si ha per JEN G} thal. (Be 


= ie oe 


3. Raggio per un gruppo infinitesimo di onde. - Supponiamo ora, con 
B. Finzi, di avere una famiglia di fenomeni analoghi, ognuno caratterizzato 
da un valore di un parametro v, il quale nel caso di fenomeni periodici 
potra ad es. individuare il periodo o la frequenza. Poiché tale parametro 
dovra figurare nel sistema differenziale che regge il fenomeno, esso potra 
pure comparire nell’equazione differenziale delle corrispondenti varieta carat- 
teristiche. Indicheremo percio queste, conformemente alla (3), con 


(10) o(v) = t = costante, dove o(v) =t—f(x,y,Z,¥). 


Ogni fenomeno della famiglia conduce allora a considerare un suo proprio 
sistema di coordinate (7), (8), dipendente dal paramentro v, cosicché anche 


il relativo determinante funzionale a dipendera dallo stesso parametro. Po- 
nendo per la « fase » genericamente, come B. Finzi, p(v) = 9(v,7), carat- 
terizzeremo la densita di energia 8(v), corrispondente ai singoli fenomeni, 
conformemente alla (9) con 


(11) 8() = 


I 


Va(v) 


I tubi di flusso del vettore F(v) = $(v) w(v) (« flusso di energia ») 
corrispondenti alle singole onde della famiglia, si intersecheranno vicende- 
volmente. E allora interessante il caso, che effettivamente si verifica nelle 
propagazioni ondose piu tipiche, in cui l’energia é funzione periodica della 
fase, cosi che la S in (11) sia periodica. Le intersezioni dei raggi corrispon- 
denti alle singole onde daranno allora luogo ad interferenze di energia. 

Supposto il parametro v variabile con continuita, potremo imaginare di 
isolare un gruppo infinitesimo di onde della famiglia, corrispondenti a valori 
assai prossimi del parametro. Al flusso globale di energia, corrispondente ad 
un tale gruppo di onde, potremo coordinare un raggio risultante. Come sua 
direzione potra considerarsi quella del raggio relativo all’onda associata al fe- 
nomeno di parametro v. Il modulo della velocitd con cui si propaga l’energia 
globale del gruppo di onde, non pud perd ritenersi, in generale, uguale a 
quello della velocita w(v) di questo raggio, poicht dopo un gran numero 


S[p(v)]. 


o=t—H, ed E e H sono notorii integrali dell’equazione D’Alembertiana del tipo 


U (' _ <4). Posto p= 9 (: — +) , lespressione dell’energia risulta conforme alla (9). 


Nel caso delle onde sferiche si ha, con coordinate polari (70,9), r=t— ee ed E 
v 


I r , : . 
ed H sono del tipo pal (! — =) Sostituendo nella citata espressione dell’energia, si 


otterra un risultato ancora conforme alla (9). In ambedue i casi v rappresenta la velocita 
(costante) di avanzamento dell’onda; poiché in questi casi le bicaratteristiche sono orto- 
gonali alle onde, tale velocita compete pure al raggio. 
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di periodi la anzi accennata interferenza di energia si effettuera realmente 
anche per i raggi codrrispondenti ad un gruppo « infinitesimo », se questi 
non sono rigorosamente paralleli, ma si incrociano entro un tubo di flusso 
del vettore F(v) corrispondente ad una singola onda. Attribuiremo percid 
al raggio risultante la velocita con cui si propaga, entro un tale tubo, un 
valore medio della somma delle quantita Ja(v) 8(v) corrispondenti alle sin- 
gole onde del gruppo. 

Osserviamo ora che sulla superficie o,, associata da B. Finzi ad un 
eruppo di onde, 


(12) pees 


concordano sensibilmente le fasi delle singole onde. Scendeé allora dalla (11), 
che per un osservatore, il quale si sposti, entro un tubo di flusso di F(y), 


assieme alla o,, la somma delle quantita Ja(v) 8(v) risultera funzione pe- 
riodica della fase g(v). Coordineremo allora al raggio risultante la velocita W, 


con cui si propaga attraverso il tubo considerato il valore medio [% Ja(v) &(v)] 
della somma suddetta in un suo periodo. Questa velocita & quella che com- 
pete ai punti della superficie del Finzi in direzione dei raggi associati al 
fenomeno di parametro v. Consideriamo tale velocita come estensione della 
velocitd di gruppo del Rayleigh. Tenendo conto delle prime di (5) si otten- 
gono per le sue componenti W; facilmente le formole: 


eo’ oH eo oH : 
(13) wa SEE Fans 


dove alle p s’intendono sostituite determinazioni conformi al sistema (5). 


— 130 — 


Meccanica. — Diffrazione delle onde elastiche sopra un con- 
torno ellittico. Nota‘? di V. Kuprapze, presentata dal Corrisp. 


U. CisortTi. 


Un’onda piana elastica caratterizzata dal potenziale 


(1) O* = Weis + 


dove %& ¢ l’amplitudine delle oscillazioni e c = - la velocita di propagazione, 
cade sopra un taglio ellittico situato nel piano xy (piano di propagazione 
dell’onda). 

Supponendo l’ellisse rigidamente fissa, determineremo i potenziali riflessi 
e diffratti 


DW) Bae cae LNG 


mediante i quali poi, secondo le note formule della teoria dell’elasticita possono 
venir espressi gli spostamenti e le tensioni in un punto arbitrario dello spazio 
perturbato. 

Un problema analogo fu posto nel 1927 dal sismologo giapponese 
Sezawa ), Pero il problema non fu da lui condotto alla fine, e la via in- 
dicata dal Sezawa per risolvere il problema é matematicamente non rigorosa 
per l’insufficiente esame di certe circostanze d’importanza fondamentale rife- 
rentesi all’« Ausstrahlungsprinzip » del Sommerfeld. 

Ricorderemo anche il lavoro del Sieger che risolse nel 1908 il problema 
della diffrazione delle onde piane elettriche sopra un paravento ellittico G). 

Introducendo nell’equazione oscillatoria A?>®, +?®,=0 A? ¥, + V,=0 
le coordinate ellittiche x = coshE cosy, y =sinh&sinn; 0, —z =yn<7 
e supponendo le soluzioni funzioni periodiche 


(2) D=—R(CCFOYGE))] 3 i= Re SE)H &)] 


ricorriamo per determinare F (€) , G(q) alle equazioni di Mathieu 


(1) Pervenuta all’Accademia il 7 luglio 1933. 

(2) Scattering of Elastic Waves and Some Allied Problems. « Bulletin of the Earthquake 
Research Institute ». Tokio, 1927, vol. III. 

(3) Beugung einer ebenen elektr. Welle an einem Schirm usw. «Annalen d. Physik und 
Chemie », pp. 626-664, XXVII, 1908. 
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(3) oe + (K cosh? & + A) F(&) =0 
(4) ao — (k cos? y + A)G(y) =0 


e a due equazioni analoghe per &(€) e H(a). 


, OG)? @? OW? w? ak 
Abbiamo k* = Snes C= = —,; o densita del mezzo 
ie = ye C, a (O 


A, w costanti di Lamé. 

Da considerazioni fisiche appare evidente che di tutte le soluzioni della (4) 
son valevoli soltanto le soluzioni di periodo 2%, e di quelle della (3) le 
soluzioni che per grandi valori di & rispondono alle esigenze dell’ « Ausstra- 
hlungsprinzip ». 

Le soluzioni periodiche dell’equazione (4) che ricopiamo sotto la forma: 


a?G 
(s) HED + a+ 164, cos 22) G1) =0 
Ki Aes, 
re i ? pein ig) 


sono funzioni di Mathieu: 
n CO. 
Clan (N; w=) a?” cos 2(n—s)q+ > a?" cos2(n +5) 


n \ ee) 
I pa I 
Gea Cyt ea Byer cos2(n—s +<)n FEDS 8 + cos 2[n+s+z)n 


(6) ; a) 
Stan (41) = > a?” sin2(n—s) q+ > ei” sin2(m +5) y 


n (oe) 
— 1 . I a(2n I . I 
ope (h,7.) = > yr wr) Sin a(n—s +5 ate 3 ca sin 2 (n ie +3); 


coat \ 


Ponendo 


(7) a= (2nl +8), 

ed introducendo nell’equazione (5) le espressioni (6), otteniamo: 
2n D; - 2n As : ‘ 

(8) as -=(—1) p- Te so P= ello: 


o = — 9: (s(5 + 22) —2P)-* : Ue —— g, (5 S— 2m) —2 pl", 


LO ee On Owens Tt en tO pO oe 
Ouran aeln na Sate OLY ps Cordray Eg Or athe 

A; = (BS 9 
; Or Org Tp 50 ; : OS SES a 2 gs 


p ¢ determinato dall’eguaglianza (7), dovendo essere la soluzione dell’equazione 


pA D, — 4: (6, ae D; + [Ax NS D,) 0 5);, 


Questi valori di p son numeri caratteristici dell’equazione (5) riferentesi alla 
classe di equazioni del tipo Sturm-Liouville. Applicando alla valutazione 
asintotica di p, per 7 crescente, i metodi indicati dei lavori di R. Courant e 
H. Weyl! © sul comportamento degli « Eigenwert » delle equazioni della fisica 
matematica, proveremo che p rimane limitato per m crescente all’infinito. 
Percid, dalla (8) otteniamo le seguenti valutazioni-per i coefficienti della 
funzione di Mathieu: 


A, gi (2n—s—r1)! 9g) (2)! 
(2n) I : (2m) E 
(9) | I< s!(2n—n1)! : Ie "NG al 


Yf, , WX, essendo certe costanti non dipendenti da ne s. 
P 
Per osservare |’« Ausstrahlungsprinzip », introdurremo le soluzioni non 
periodiche dell’equazione (3) che posseggono una fase passante sull’infinito 


I 
dallo smorzamento quale — 


Ls 
Queste soluzioni vengono costruite a base del seguente teorema: 
Se Q(E,) é la soluzione dell’equazione oscillatoria 


A? QE, 4) + Fe (cos b E — cos? n) Q(E, ») 0 


é G(m) Ia soluzione periodica dell’equazione 


eee) pe (k? cos?y + A)G (n) =0 


allora 


z| 2€.9C@am=FO 


oppure 0 € la soluxione dell’equazione (3), 
facilmente verificabile mediante la Sostituzione diretta nell’equazione e la 
doppia integrazione par parti. 


(1) WuirraKer and Watson, A Course of Modern Analysis. 
(2) R. Courant, A. Hivsert, Methoden d. Math. Physik, Bd. I. 


Secondo questo teorema costruiremo le seguenti soluzioni particolari 


della (3), 


— HY? (bet isin ait, Osea (tH G2) dq Seat S5idy) 


I 200 
=| Ege te Epi ( tte 1.) Oseare a Wide aay Sean dan (eles) 


{e) 


=| HY? (E.7)\cos 2.7 Ole. n'(y .9:). dn = Zeal . gd) 


27 


te) 


2m 
t ) 
| ee (Arr) cos (2m + 1) Ocerngs (M591) dN = Zeon (6, 9) 

oO 
r=Jcosh?&—sin?y ; 0 = Arctg bEten; 
Queste soluzioni che denomineremo funzioni di Mathieu-Hankel soddisfano 
alle esigenze dell’« Ausstrahlungsprinzip ». 

Le funzioni di Mathieu e di Mathieu—Hankel permettono di ottenere la 
soluzione completa del problema posto della diffrazione. 

Decomponendo il potenziale (1) in une serie di Fourier, secondo le 
funzioni di Mathieu e ricercando le soluzioni fondamentali pure in forma 
delle serie di Fourier secondo le funzioni di Mathieu e di Mathieu-Hankel, 
introduciamole nelle condizioni limiti (per causa della fissazione rigida del- 
Vellisse gli spostamenti mancano). 

) a 
e@+Ot> 


DD) arigy = 0 
2 (O* + 0) 


g=€, 


e or 
f= E> 


co 
D* = Avior D Az, cer. (GE , hr) Cezs (hr) + Bos 4 « Seas41 G8, hr) Seas41 (My fx) 


s=0 


foe) 
@ = DY a,, Ze... (Ebr) eas (My br) + baste Sosy (Gy hr) Seasts (ms hr) 


5=0 


0O 
Bis — > Castt Le. (E, ks) Clasti CH) + ds: Der, rk) Seana pea) 


Denominando: 
: é 
me? ne (25) ¥ ) qe (&) ( 
Ss 2s et a =(25) 

Ean Sa As, 3 So Azrit; ,) Ars Lo = Xa; 5 Gz Dee: J Nos4+ry 
PAG) f a 
5 Cas e 25) r) 
mM, 2s (&) rons mS. Hele Base = J 


d d 
T+ Seis TS Lies 
I é I dé ay bee 
Ae Nie aN (25) =—ll (ry ‘ Ae ey Pimms kde = Cast 
ys 2s 25 s 
dove 
ne ere ~ S29), C25) 
>> 2 hase”? a? D rho? acs 
(2r) k=o ; (2r) __ k=o 
Mo 5 = eee oo eeRT z ek — = ; 
> fee > [4] 
k=0- k=0 


bys Fe ess ¢ Clas (; k;) > a = > ee Clay (Eo ky) os 


r=0 


otteniamo il sistema di equazioni lineari: 


00 [ee) 
rel — 
Xos > > ay” Xar + > a Xor tr — bas 


r=o0 r=0 
(10) 4 (s==031 8 #eea) 
. Sy 7e9 
oR 25 = 
tu eee Oe as Kaedey = Crea 
r=0 r=0 


, 


dove il segno ’ sotto indica esclusione dei valori di r =s. 
Utilizzando Vineguaglianza (9) proviamo che 


cO 
See 


r=0 


Jer» oh -|Erolfc 


(11) o<|:— 


dove ¢ é il numero arbitrario positivo finale non dipendente da s. Ne segue 
direttamente l’unicita delle soluzioni limitate del sistema (10). 

Infatti, ammettendo per un sistema omogeneo corrispondente alla (10) 
l’esistenza delle soluzioni differenti da zero, noteremo che fra tali soluzioni 
si trovera una massima oppure esse avranno un limite superiore definito. 
In ambo i casi le ineguaglianze (11) conducono ad una contraddizione, il 
che prova Dunicita delle soluzioni limitate (10). 

I] sistema (11) pud essere risoluto, per es., mediante il procedimento 
di Schmidt @. 

Infatti, per l’unicita e per l’esistenza di soluzioni (questultimo fatto 
noi consideriamo fisicamente evidente), il procedimento di Schmidt, oltre le 
condizioni analoghe a quelle della (11) per i coefficienti, chiede per es. la 
limitazione della somma dei quadrati delle soluzioni. 

Pero 


co 
> x? 
cr t 
1=0 


(1) Cfr. p. es. F. Rrgsz, Les syvstémes a? équations linéaires & une infinite ad’ inconnues. 
Paris, 1913. 


nel nostro caso é€ veramente limitato secondo il noto teorema di Parceval, 
riguardante la somma dei quadrati dei coefficienti delle serie di Fourier. 

Il sistema (10) per |q:| sufficientemente piccolo, puo essere anche ri- 
soluto col metodo di approssimazioni successive. Quest’ultimo metodo é stato 
adoperato dall’A. nella sua Nota Sur certains problémes de diffraction dans la 
théorie d’elasticité), Nella stessa Nota vien dimostrato che le funzioni di 
Mathieu—Hanvel sopra costruite rimangono regolari per § = 0 e quindi dalla 
soluzione del problema della diffrazione sopra un ellisse si ottiene quella 
del problema della diffrazione sopra una fessura finita, perch per § = 0 
lellisse diffrangente si trasforma in un segmento fra due foci. 


Fisica (Fisica—matematica). — Numero dei tensori isotropi e 
emisotropi in spazi a pitt dimension. Nota® di G. Racan, pre- 
sentata dal Corrisp. U. Cisorri. 


In una Nota precedente %), ponendo in relazione i tensori isotropi con 
gli invarianti lineari di un tensore di ugual rango, ho determinato col me- 
todo di Schur ‘# il numero dei tensori isotropi di un S; euclideo, intendendo 
per tensori isotropi, secondo la prima definizione datane dal prof. Cisotti ‘), 
quei tensori che per una rotazione qualsiasi del sistema di assi cartesiani 
conservano invariate le loro componenti. 

Mi propongo in questa Nota di estendere i resultati a spazi euclidei a 
pit dimensioni, e di separare, secondo una successiva definizione del prof. Ci- 
sotti , i tensori isotropi propriamente detti dai tensori emisotropi. 


1 Una rotazione R in uno spazio a r dimensioni trasforma le compo- 
nenti cartesiane di un vettore secondo una sostituzione ortogonale reale uni- 
modulare data dalla matrice di ordine r, «i (R); linsieme di queste ma- 
trici forma una rappresentazione di ordine r del gruppo Dr delle rotazioni. 


Ogni rotazione R pud considerarsi come la sovrapposizione di l= ea 


rotazioni elementari di angoli rispettivamente 9, ,92,°++  in/ giaciture a 
due a due ortogonali: poiché questi angoli ; caratterizzano la classe cui 


(1) Pubblications de I’ Institut Séismologique de l’Ac. de Sc. de  U.R.S.S. Léningrad, 
1933. 

(2) Pervenuta all’Accademia i] 25 luglio 1933. 

(3) G. Racau, questi « Rendiconti », XVII, 386, 1933. 

(4) I. Scour, « Sitzungsber. Berl. Akad.», 1924, pp. 189, 297, 346. 

(5) U. Cisorti, questi « Rendiconti», ler 27 ORO: 

(6) U. Cisorri, questi «Rendiconti», XI, 917, 1930. 
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appartiene K, il carattere di ogni rappresentazione di D, dipende solo da 
questi, e in particolare per la rappresentazione «(R) é 


xX = 2cosg, + 2cosg, + +++ +205 9g Peteg? a, 24 
xX = 1 + 2c089,+2c0sg, +++++2c0sq per r=2/]+r1. 


(1) 


L’elemento normalizzato di volume nello spazio delle @; &(® 


90 —1)? 
| = ir aay A Go hoc edd per r= 2 


2! —1) 


OO = Treany! 


”] 
(2) | A (cos 9: COs #2 +++ cos@r)}? IL (1 — cos gx) de, de, «++ doi 


per r=2)47 


dove 
A (cos 9; , COS 2, +++ Cos 1) = II (cos 9: — cos g) 
i<k 


é il determinante di Vandermonde relativo agli elementi cos 9; ,+++ cos g). 

Analogamente al caso di tre dimensioni, il numero dei tensori isotropi 
di rango m in uno spazio a r dimensioni, sara, per l’ortogonalita e norma- 
lizzazione dei caratteri irriducibili, 


G3) Nr (n) = f © (Ry) aa 
Q2 

cioe 

2l—1)? 20 2m 

; + 2c0s@i)"[A (cos. ++ cos i) des « «dp 
(3’) = re 
i= 
Nurs) = Tray | a (I + 2 COS Dr ete ae 


+ 2cos 1)" [A (cos @, - - + cos @1)}? II (1 —cos 9x) dp, - + -dgy. 
k 


(1) I. Scuur, loc. cit., II, § 2. 


Per i primi valori di r e dim si hanno per N,;(n) i valori seguenti: 


s 4 | fe) I 2 | 3 4 | 5 6 | 5 | 8 | 9 | 10 
I I I I I I I I I I I I 
2 I fo) 2 0) 6 O 20 (o) 70 fo) 252 
3 I 0 I I 3 6 15 36 om 232 603 
4 I fe) I fe) 4 ) 25 O 196 o | 1764 
5 I O I ) 3 I 15 15 105 | 190 | 945 
6 I Oo T 0 3 ) 16 ) 126 o | 1296 


2. Per la seconda definizione del prof. Cisotti si debbono dire tensori 
isotropi quei tensori che conservano invariate le loro componenti non solo 
per una rotazione propria degli assi cartesiani, ma anche per una rotazione 
impropria, cioé per un passaggio ad un sistema di assi simmetrico e non 
congruente col primo; mentre debbono dirsi emisotropi quei tensori le cui 
componenti, pur restando invariate per una rotazione propria degli assi, cam- 
biano tutte di segno per una rotazione impropria. 

Se indichiamo con N, (n) il numero dei tensori isotropi secondo la 


nuova definizione, e con N; (n) il numero dei tensori emisotropi, sara 
, yr 
(4) N7(f)=N, (#) +N, (n) 


e si presenta il problema di determinare separatamente N’ e N”. 


Per r dispari la soluzione é triviale, perché dovendo un tensore iso- 
tropo avere m pari, € un tensore emisotropo aver pari m-r, sara 


é NaC). so Nae, GN e3 GR) = 0 
5 : 
Niit:1 (2k +1) =0 Nore: (28 +1) = Nii4s (2k + 1). 


Per r pari invece la determinazione separata di N’ e N” non € cosi 
semplice, ¢ richiede l’estensione del metodo dei caratteri al gruppo delle 
rotazioni proprie R e delle rotazioni improprie K’, al gruppo cioé di tutte 
le sostituzioni reali ortogonali S con modulo | ex (S)| = + I. 

Dobbiamo dunque determinare quante volte nella rappresentazione 


D (S) = Gi k, () X Gi, k, (S) Ne (S) 


del gruppo D’ @ contenuta la rappresentazione di ordine 1 costituita dal- 
elemento Di: (S) = 1, € quante volte vi  contenuta la rappresentazione, 
pure di ordine 1, costituita dall’elemento Di. (S) =| a (S) |. 
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Se indichiamo con dQ’ l’elemento normalizzato di volume relativo alle 
sole rotazioni improprie R’, sara 


Ne) = 2} fits (S)}" dO +/ [x (S)}" dQ’ | a 


Q 


- i i [x (Ry) dO + [I x (RY a 


Nr (n) = 4 | Ae x (S)]* | ain (S) | dQ + [ © (S)} |en (S)| dO! | = 
==} [eo @ypr aa | fe (RIP aa" 
da cul i i 
(7) Ne (i) — Ni (n) = | fe (RP aa 


Or 


Nel caso che a noi interessa, in cui r = 21, si dimostra che le classi 


delle rotazioni improprie dipendono da ] — 1 parametri Y, , ¥.,--- W—15 che 
(8) x (R’) = 2cosh; + 2cost,--» + 2cosW_, 
e che 
; a(l—1)? , 7 
(9) dQ = (=a (cos: , +--+ cos_,;)] ie vi aby dy, -++dbj_,3 


sara dunque 
a1) 


(7) N,():—N,; '©)=d=area | = (2cost; + +++ 4 


+ 2 cos p_1)"[A (cos }; --- cos h_,)]}? Il sin? d dy, --- dy_,. 
k 
Per mezzo delle formule (3’), (4), (5) e (7’) si possono ora calcolare 


in ogni caso i valori di N’ e di N”; pei primi valori dir e di» si hanno 
pel numero N, (7) dei tensori isotropi i valori 


(1) ) Scour, loc tet. Tes 5 


1 
; ro) I 2 3 4 5 6 7 8 9 r0 
I I ) I ) I ) I ) I 0) I 
2 I fe) i fe) 3 fe) 10 (e) 35 (0) 126 
3 I fe) I O 3 ) 15 fe) 91 fe) 603 
4 I o I 0) 3 fe) 15 ) 105 fo) 903 
5 I ) I ) 3 ) 1 (o) 105 ) 945 
6 I | ) I fo) 3 ) 15 ) 105 ) 945 


= ‘ | ie) I 2 3 | 4 5 | 6 Fi 8 | 9 | 10 
l 

I fe) I 0) I 0 i ) I e) I o 
2 (e) (e) I fe) 2 ) 10 fe) 35 ) 126 
3 fe) ) fo) I ro) 6 ro) 36 f°) 232 fo) 
4 te) fe) fe) fe) I ) 10 ) 9! ) 861 
fo) ) e) fo) ) I fo) 15 O 190 e) 

6 O fe) fe) fo) fe) fo) I fe) Pak (0) 351 


Mi riservo di esaminare questi numeri in una prossima Nota, dopo 
averli riottenuti per mezzo del gruppo delle permutazioni, con un metodo 
logicamente meno diretto, ma praticamente pit semplice per il calcolo, che 
presenta inoltre il vantaggio di mostrare la struttura dei numeri ottenuti. 
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Fisica (Fisica matematica), — Sulle dilatazioni superficiali dei 
solidi elastici. Nota di D, Patermo, presentata“ dal Corrisp. 
GL OCORZA, 


1. Nell’ Elastostatica ordinaria la variazione di volume 8C subita da 
un solido omogeneo — o anche linearmente non omogeneo @ — si calcola 
con sole quadrature non appena sia assegnata la sollecitazione totale (forze 
di massa + forze al contorno, attive e vincolari): anzi — anche nel caso 
molto generale accennato — SC resta espresso da una combinazione lineare 
omogenea delle coordinate astatiche ed iperastatiche “) della sollecitazione 
totale (con coefficienti individuati da una parte dei moduli di elasticita). 

Invece il calcolo della variazione d’area subita dalla generica parte del 
contorno — ed anche del contorno intero — generalmente richiede la com- 
pleta integrazione del problema statico. | 

Scopo della presente Nota é di mettere in evidenza alcuni casi parti- 
colarmente semplici ed interessanti nei quali una tale integrazione é del tutto 
superflua, anzi si arriva allo scopo solo con qualche quadratura. 

Nelle piccole deformazioni di una sfera di raggio R la variazione d’area 
complessiva 3a & sempre legata (n. 3) alla concomitante variazione di vyo- 
Jume dalla relazione puramente geometrica 


2 


(1) so = R 


SC. 
che a quanto pare non é stata finora rilevata, mentre riconduce in ogni caso 
il calcolo del 86 a quello del 8C. 

Una certa formola valida per tutti i solidi isotropi (n. 4) porta a ri- 
sultati altrettanto semplici in ogni caso del problema di St. Venant per un 
cilindro omogeneo isotropo (n. 5): in particolare si trova che se il volume 
del cilindro ha in comune il baricentro colla superficie laterale o;, si ha 
$c; = 0 tutte le volte che @ nullo lo sforzo normale P ed altrimentj e 


(2) Sg een 


(1) Nella seduta del 18 giugno 1933. 
(2) A. SiGNoRINI, Sopra alcune questioni di statica dei sistemi conlinui. « Annali della 
R. Scuola Normale Superiore di Pisa», serie 24, vol. II. Zanichelli, Bologna, 1933, n. Be 


(3) Ip., Sollecitazioni iperastatiche. « Rendiconti del R. Istituto Lombardo di scienze e 
lettere », serie 24, vol. LXV, fasc. x1x-xx. 


“ee 


(A area della sezione del cilindro, E modulo di Young, x rapporto di Poisson), 
senza alcuna influenza della forma della sezione, ne degli eventuali sforzi di 
taglio, momenti flettenti e momento torcente. 

L’indipendenza di 8c; dalla forma della sezione ¢ da ritenersi general- 
mente subordinata alla condizione d’isotropia. Ad es. nella pressoflessione 
e torsione di un cilindro ellittico comunque anisotropo (n. 6) 80; in genere 
dipende dall’eccentricita dell’ellisse sezione. 


2. PReELIMINARI. — Accennando con S un qualunque sistema continuo 
suscettibile di sole deformazioni infinitesime, siano: C la configurazione at- 
tuale di S; P= (x,,x.,x;) il punto generico e o il contorno completo 
di C; o’ uma regione qualunque dio; So’ la variazione d’area inerente a 
o nel passaggio di S dallo stato di riferimento allo stato attuale; fdo la 
forza superficiale esterna agente (attualmente) sull’elemento generico di o; 
8 il coethciente di dilatazione cubica in P ed u,,u.,u; le relative compo- 
nenti di spostamento; 7 = (v, , v., v;) il versore del generico raggio uscente 
da P68, il coefficiente di dilatazione lineare nella direzione di  ,8, il coef- 
ficiente di dilatazione superficiale nella giacitura normale ad 7. 

E ben noto che, posto 


I (Our OUubs 
E-s = —|- = ae ee 
rs 2 & ax, ( 5) ON) a), 

si ha: 

3 

= Err + €22 + &3; 5) on = i Ug Nk 

ut 

Inoltre risulta 
85 = 6 = on . 
Ne segue (con ovvio significato dei simboli) 
(3) Yo =| 6— D ers vr Vs (do; 
I 


o’ 


ed evidentemente anche 


G3") do! = | oS, ey ¥ 


er ; 
3. DEFORMAZIONI INFINITESIME DELLA SFERA. — Riferiamo la (3’) all’in- 
: 
tera superficie della sfera di centro O e raggio R. In questo caso vs s’iden- 
tifica con —x;/R: onde subito si trova 


(1) Cfr. ad es. Voicr, Lehrbuch der Kristallphysik. Teubner, Leipzig, 1928, p. 177. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 10 


I [x 2(0x,) 2 

= | 8do— 5 | >, act x oc. 
; c 5 

Con un’ulteriore applicazione del teor. di Gauss (poiché in ogni punto della 

Sfera € x1 ¥, ++ Xa. ¥, + X;¥; ==—R) si _perviene ™ alla (1). 


4. SISTEMI ELASTICI IsoTROPI. — In tutto quello che segue il sistema S 
€ supposto perfettamente elastico, anzi, resta sottinteso di mantenersi sempre 
nei limiti dell’Elastomeccanica ordinaria. Se di pit S ¢ isotropo, rappresen- 
tando con Ae pw i relativi coefficienti di Lamé, in ogni punto di o si ha® 


fr= —20v, — 20 Dd ersvs ae a 5 
e quindi 
: I 
Bars Ets Vr Vs = at EL +0}. 


Sostituendo nella (3) si trova 


24h ae ait 
(4) So = |" “Ode + |—frdo; 
2p. 2p. 
of o 
quando sia interamente nota la sollecitazione totale, la determinazione di do’ 
testa cosi ricondotta al calcolo dei valori superficiali di 0. 


5. APPLICAZIONE AL PROBLEMA DI St. VENANT. — Tutte le formole pre- 
cedenti sono applicabili tanto a problemi statici, quanto a problemi dina- 
mici, ma questo numero e il seguente esclusivamente si riferiscono all’equi- 
librio di un cilindro retto sollecitato solo sulle basi. Resta sottinteso che la 
terna (x, x, x5) sia terna centrale del cilindro, coll’asse x, parallelo alle ge- 
neratrici; € si rappresentano con X;s (r,5=1,2,3) le relative caratte- 
ristiche dello stress. Accettiamo il principio del St. Venant G) insieme alle 
condizioni* 


(5) ee = xe = 4423 == . 


(t) Invece la diseguaglianza classica nella teoria degli isoperimetri 63> 36mC2 (v. ad 


es., T. BonNESEN, Les problémes des isopérimétres et des isepiphanes. Gauthier-Villars, Paris, 


1929, p. 134) applicata al nostro caso da 30> 5-8C , col segno di eguaglianza soltanto 


quando anche la superficie deformata é una sfera. 

(2) Cfr., ad es, MARCOLONGO, Teoria matematica dell’ equiltbrio dei corpi elastici. Hoepli, 
Milano, 1904, p. 152. 

(3) Cfr., ad es., MARCOLONGO, loc. cit. (2), p. 296. 


Accennando con A la sezione normale mediana del cilindro, poniamo 
Pe{XidAs 5) M,=/XixdA. 5 My=—/X.x,dA: 
A A A 
con queso M,,M, vengono a rappresentare i due momenti flettenti relativi 


ad A e P lo sforzo normale. 
Se S & isotropo ed omogeneo, le (5) implicano, non soltanto 


(6) Gua pele > xe wx;; 
ma anche @) 
(7) Ke Shir ls Matte Xe el oh xe 


con /(x.,%x,;) funzione lineare di x, ed x;; anzi deve essere 


Va re E ein M, ee 
oe, ; eae b) eS ies 5) esi 


non appena si rappresentino con e,,9; i raggi di girazione di A rispetto 
Ne De eA ne 

Sia allora o; una qualunque striscia della superficie laterale o del ci- 
lindro (limitata da due generatrici). Applicando la (4) — dato che in ogni 
punto di o, & f=o - da (6) e (7) risulta 


, 2h 


(8) een | (ee er ene 


2u(3A + 2v)J 
9) 


Indichiamo: con.-&,,&,,X’-{ valori presi da x. ,%,.,.X:; nel baricentro G 
della superficie o; (che evidentemente appartiene al piano x, = 0). 

Dalla (8), tenendo conto delle ben note) relazioni tra A,u,%,E, 
si conclude 


, fs Vo OG ie ci 


(9) do; = — E rid st bse ee) Dyke ee 


. s . U , . . . \ . 
Variando a; il rapporto 8o;/o; varia proporzionalmente ad X’; cioé, risulta 


(1) Si puod stabilire ey a (7) osservando che, nel caso in esame, le equa- 


3 Cy: X i 
OXy2 OX13 ee OX12 0 0X13 g e quindi 


zioni di Cauchy si riducono a 


per armas spite hiraget aie, 

dicono che Xz; é lineare in x,: mentre le equazioni di Beltrami danno subito: 

02Xqyz CoS am 02 Xa 

Ox? Ox? dx20x, 
; : 


> 


(2) Cfr. ad es., MARCOLONGO, loc. cit., p. 141. 


proporzionale alla distanza di G’ dall’asse neutro“ di A; ha sempre lo 
stesso segno se tale asse neutro non taglia A; ecc. 

Per solo effetto della prima delle (7’), la (9) riferita all’intera super- 
ficie laterale o;, quando il baricentro di o; coincida col baricentro di C, 
da subito luogo alla (2) e in ogni caso fornisce una semplice espressione 
di So; : 

Rinunziamo ad ogni applicazione della (4) alla variazione d’area delle 
basi, perché tale calcolo ha un senso solo per i tipi molto particolari di 
sollecitazione che non richiedono l’ammissione del principio di St. Venant. 


6. PRESSOFLESSIONE E TORSIONE DEL CILINDRO ELLITTICO ANISOTROPO. — 
Riprendiamo le considerazioni del numero precedente per un cilindro ellit- 
tico omogeneo ma comunque anisotropo, escludendo ogni sollecitazione di 
taglio. Si tratta di tutti i casi in cui lo stress risulta indipendente dalla na- 
tura del materiale e quindi anche lineare in x,,x,,x,@); anzi nell’espres- 
sione effettiva delle singole X;s non compare mai x, e figura un termine 


indipendente da x,,x; solo per la X,,; e questo termine é ancora “A come 


nel caso della isotropia. Vuol dire che, colle notazioni abituali per i moduli 
di elasticita, in tutti i casi in esame le caratteristiche di deformazione cor- 
rispondono a 


P 
(10) gh cree igs os Baa (rf = hs 3 
re SS idl! aon 2; = 1 # — P 
Dy rN ) pa Ea i 5. oa laa as ae 


dove i termini non scritti esplicitamente a secondo membro sono tutti li- 
Near in Ww, “ed! x, ¢ 

Introducendo le (10) nella (3) e sfruttando la simmetria dell’ellisse 
rispetto ad x, ed x,, subito si trova 


2 


1B) 
So) = —<| (tz, + mr + m1) 01 — | (Mar ¥, + Mx V,) do ¢ . 


9] 


i=| Mion a — | vi do 
? 
Oo] oF] 


(1) Cfr. ad es., Cotonnetti, La statica delle costruzioni. U. T. E. T., Torino, 1928, 
Vole, parte, 2: 

(2) A. StcnorInI, Sopra alcune questioni di statistica dei sistemi continui, loc. cit., 
nn. 8 e€ 10. . 


Posto 


sl pud anche scrivere 


P i 
(11) 8c) = ey Wa Ke + Mo; He (ts: — M21)? 5 


onde il calcolo di So; resta ridotto ad una quadratura, quella che figura nel- 
Pespressione di i. Nel caso particolare del cilindro circolare, i/o: si riduce 


ine ae: nome 
eit generale é evidente che esso non pud dipendere altro che dalla 


eccentricita della sezione ed é facile calcolarlo per serie; del resto, basta che 
sia m3: = M2, (sistema cristallino monometrico, ecc.) perché la (11) as- 
suma una forma del tutto analoga alla (2), 


So) P 
pogo) (my: + M21) ae 
Chimica. — Ricerche sulla teoria delle soluzioni concentrate dt 


elettroliti forti. — Possibilita di estensione al calcolo dei coefficients 
osmotici“?. Nota di G. B. Bonrno e G. CenTora presentata “ dal 
Socio M. BETTI. 


Un procedimento per il calcolo dei coefficienti di attivita degli ioni di 
elettroliti forti in soluzione anche concentrata é stato tentato in due pre- 
cedenti lavori%) sulla base di particolari considerazioni teoriche ivi svolte. 
Si & cosi giunti a prevedere con molta approssimazione i risultati delle espe- 
rienze elettrochimiche alle quali appunto i detti coefficienti di attivita degli 
ioni sono collegati. 

Era interessante ora sviluppare i calcoli per poter giungere alla previ- 
sione teorica dei coefficienti osmotici delle stesse soluzioni in modo da poter 
sottoporre la teoria ad un controllo con nuovi dati sperimentali dedotti da 
altri tipi di equilibri sulle soluzioni di elettroliti. Infatti ci premeva control- 
lare se, sviluppando teoricamente |’espressione dei coefficienti osmotici (ossia 
del coefficiente di attivita del solvente), era possibile giungere alla previsione 
di misure per esempio crioscopiche, ebullioscopiche, di abbassamento di ten- 
sione di vapore del solvente, ecc. con la stessa approssimazione che gia avevamo 
verificato nella previsione dei risultati delle esperienze elettrochimiche. 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimico-Fisica ed Elettrochimica della R. Scuola 
Superiore di Chimica Industriale di Bologna. 

(2) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(3) G. B. BontNo, Ricerche sulla teoria delle soluzioni concentrate di elettroliti forti. 1. 
«Mennorie R. Acc. d'Italia », 1933. 
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In questo lavoro percid riassumiamo questi calcoli fornendo gia qualche 


controllo sperimentale. 

Indichiamo con y; il lavoro necessario per trasportare un ione «1» per 
via isoterma e reversibile dalla soluzione « reale» alla soluzione « ideale ». 
Abbiamo mostrato come tale valore y; si possa dividere in due parti: 


eiv an eat 
e che si puo giungere per questi due valori alle espressioni approssimate: 


Cake 


A ih I § 
i Dia eB 7 log (1 + ~)| 


rn ACT (pen Ne Boe Neste EP set pe 
ee sis 8 ye? +> a 5 care ln ee 


(per il significato dei vari simboli rimandiamo alle precedenti Note ©. 
Da questi valori ¢ possibile calcolare il coefficiente di attivita del sol- 
vente f,. Ricordiamo che @): 


it Sey: 
log fo = TT Ni 


r CINo 
anche in questo caso poniamo: 


log fo = log f, + log f; 
scrivendo 


aw oy? 
log f= yp & Niage 


* I ~O 
log fi = Tae iene 


(aes 


\ 


per il valore di log f? il calcolo & gid stato fatto da Hiickel%) e si ottiene: 


fo) 


6 WY Be? 4nme>N I ‘ i 
i Me 6i Dek tae aed D,kT 1000 hes vo 
Il calcolo di log f? importa la valutazione della derivata: =e per 


questa si ha: 


(1) G. B. Bonino e G. Cenrora, Id. id., H, «Memorie R. Acc. d'Italia», 1933. 

(2) Hicker, Zur Theorie Konzentrie rter Wasseriger lisungen starker Elektrolite. « Phys. 
Zeits », 26, p. 114, eq. (86) (1925). 

(3) Hicker, Zur Theorie Konzentrierter Wisserigen losungen starker Elektrolite. «Phys. 
Zeitsmy 20,09 UES sedan OOM)- ; 


% 


oy" 04 2 2 5 -03 
Mp OLE et Rp Wwe Us See apn AG x: 


ONG? 24D} Vi - a 4 Daj (1 + x?) 2 ayes 


Leg 8 Giunpiyeon Qiang FG ieyidgs oat 
8 Doaj (a + ©) = VWefers Dia; (7 + x" 2 V : 


Da questo valore si calcola: 


« Bo e? 4nme?N 1 py age I 
] o =s - x0? {i eee 
og fe 1000 (4 Di kT \ D,.¢1 +r000 /T 2 Ai *j 2 NG + x) 


=e 27 a; (1 £3) p°- 


j=1 


Ss 


<a ae De ‘ ee a =| 


B, = volume molecolare dell’acqua = 18.07 
€.-—| Carica. elettronica, = 4-7-.007 Pie: Ss. 
Doe costante diclettcacdell aconda==.95,7724 25°C 


erg. 


K =costante di Boltzmann = 1.37-107'6 —=— 
grado 


T = temperatura assoluta = 298 (25°C) 
N = numero di Avogadro = 6.06. 1073. 


Ovvero calcolando le varie costanti a 25°: 


t°(log f,)* = — 0.0005265-10—* (> “| pe, 2 ~ — 


=] 


I 
ON ee eet ray 
+ 0.0000407 JT" ee x’ ) 2 (1 + 2) 


% : Ch at ie [ 2 if 
— 0.000003 3375: 107° «(Z ~') 3 ; ; + 5 ce (: a xy 


a cui va aggiunto il valore di ‘log f} 
(log f)° = 0.002138 /T 2 [jo (x). 


Un controllo sperimentale di queste espressioni si puo avere per esempio 
da misure di crioscopia, di ebullioscopia, di pressione osmotica, ecc. Pero nei 
precedenti lavori avevamo posto i valori delle costanti a e A solo a 25° ne 
abbiamo finora analizzata la possibilita di determinare i coefficienti di tem- 


(1) Hicker, Zur Theorie Konzentrierler Wasseriger lésungen starker Elektrolite. « Phys. 
Zeits», 26, p. 115, eq. (92 4). 
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peratura di tali parametri. Percid dovremmo per ora limitarci ad un controllo 
di esperienze fatte a 25°. Ci serve all’uopo la conoscenza dei valori dell’ab- 
bassamento alla tensione di vapore delle soluzioni di elettroliti forti in acqua, 
valore che, per alcuni casi, si conoscono alla temperatura di 25°. In questa 
Nota (la cui elaborazione risale al 1932) abbiamo preso in esame i valori 
dell’abbassamento della tensione di vapore di soluzioni acquose concentrate 
di NaCl e di KCI, valori che sono dati dalle « Critical International Tables» ©), 

Si sa che si risale da queste misure all’attivita del solvente A, mediante 
la relazione dedotta dallo studio termodinamico delle soluzioni: 


log Ao = log Yo fo = aay 3 Grebe 5 (Bedi 


Ao, Yo,fo sono rispettivamente |’attivita, la concentrazione molecolare ed il 
coefhiciente di attivita del solvente. 

Nella seguente tabella sono appunto riportati i valori di log f° nonché 
i valori delle tensioni di vapore del solvente calcolate e trovate per ciascuna 
soluzione. 

I parametri a e A sono gli stessi gid usati nei precedenti lavori e cioe: 


Jone ai 108+ cm, 
Na eey Pete 4.27 
| iy ror are MF 2.90 
Clas bee eae 2.90 
Per il parametro A ° 
aS 
A= — 
yx 
ip. cul: 
Elettrolita | 5 
| 
NaCl: iiaese og weLOS Orta: 
KCly VPP ee pe etta-39-%63 


ee 


OSkF=S . a : 
ae furono dedotti considerando sufficiente fermarsi al 
(o) 


I valori di 
2° termine dello sviluppo nella relazione: 


log Ay sa ge aren I (oY. 
Po 2 Po 


(2) «International Critical Tables », vol. III, [Os PAS. 


Calcolo dell abbassamento della tensione di vapore per soluxioni concentrate 
di NaCl a 25° 


Ca ree SS eS a ee ee ee et I ee ee ee ee ey 


e 


ee Conc. 
E 3 a bg sath 10log fo fee calc. ss sperim. Osservazioni 
I O.1 -++ 0.0001092 0.00334 0.00329 
2D 0.2 + 0.0002494} 0.00658 0.00656 Ay, = 4.27+ 108 cm. 
3 0.4 + 0.0005124 0.01306 0.01308 
4 0.6 + 0.0007184 0.01960 0.01962 acy = 2.9+108 cm. 
5 0.8 + 0.0008473 0.02620 0.02624 
6 1.0 + 0.000899 1 0.03280 0.0330 
ji 2.0 — 0.0003000 0.0680 0.0€ 84 Neen se ee og 
Vx° 
8 2.8 — 0.00325 30 0.0988 0.09884 
9 5-0 — 0.0221765 0.1972 0.1935 
10 6.0 — 0.0366484 0.2490 0.2394 


Calcolo dell’abbassamento della tensione di vapore per soluziont concentrate 
ag WoC lg 252 


Y © 

E = in ree og fo PsP cale hoe sperim. Osservaziont 
4 2 | 1000 gr. solv. 0 Po 

I 0.05 0.000047 54 0.00168 0.00168 

2 0.10 0.0001 2023 0.00331 0.00328 Ay. = Acy=2.9+108 cm. 

3 0.20 0.00028629 0.00649 0.00644 

4 0.50 0.00080026 0.01 588 0.01587 

5 1.00 0.001 4779 0.0315 0.03 16 ey ecr ie we 

Vx° 

6 1.5 0.00183327 0.0473 0.0474 

7 2.0 0.00182465 0.06336 0.06336 

fo) 2S 0.00144029 0.0797 0.0795 


Come si vede la concordanza ¢ buona, tanto da poter concludere che 
Yordine di coincidenza gia rilevato per la previsione dei coefficienti di atti- 
vita per gli ioni ¢ assai probabile si riscontri anche nelle previsioni dei coet- 
ficienti di attivita del solvente e quindi nei coefhcienti osmotici. 


Chimica. — Letilacetanilide come solvente crioscopico ed il peso 
molecolare di alcuni eteri cellulosici in essa discioli. Nota® di 
F. Gare. e G. Racciu, presentata dal Socio N. ParrAVANo. 


L’n-etilacetanilide ottenuta per la prima volta da Elsbach %) per azione 
dell’ioduro di etile sulla sodioacetanilide, venne di poi preparata in scala 
industriale, perche ricevette applicazioni tecniche come plastificante e stabi- 
lizzante e si trova in commercio col nome di mannol. 

Essa infatti stabilizza gli eteri nitrici della cellulosa e li gelatinizza in 
modo simile alla canfora. I] composto e facilmente accessibile: il prodotto 
tecnico, gia relativamente puro, costa poco e la sua purificazione riesce pit 
che soddisfacente mediante due successive cristallizzazioni dall’alcool a 95°. 
Si ottiene allora un composto cristallino bianco che fonde a 52°C., & assai 
stabile, bolle a 258°C. non é igroscopico e non si altera all’aria. E molto 
solubile in alcool, in etere e nei comuni solventi organici, difficilmente so- 
lubile nell’acqua. Considerando che esso scioglie molte sostanze organiche 
complesse e specialmente gli eteri della cellulosa, ci parve non inutile spe- 
rimentarne l’impiego come solvente per la determinazione dei pesi mole- 
colari col metodo crioscopico. 

In realta il composto risulto adatto per tale impiego e preferibile al 
fosfato trifenilico, proposto da noi lo scorso anno, perché cristallizza meglio 
e le Ictture dei punti di congelamento sono pit facili e rapide. Per deter- 
minare sperimentalmente l’abbassamento molecolare abbiamo scelto tre so- 
stanze di comportamento crioscopico presumibilmente normale e cioé il di- 
fenile, l’etiluretano il trifenilmetano, cui si aggiunse l’acido succinico che, 
ad onta dei due carbossili, forni pure abbassamenti poco discosti dai nor- 
mali. 


Ditenile’ C3H,6 = 554 Trifenilmetano C,H.ig = 244 
Mannol Conc. %/, A K Mannol Conc. °%/, A K 
23500) 0, 5062s) Orgy ueenOd ary 22.46" "06612; ~0,26 95 igs 

» £22.00 40.73. SE9U.59 » I:§000; O53: 94230 
» T0520" (07). 377.73 » 2.3590! 0.82» ViG64eo0 
» 2.4450 13 3 RO 76 » 3-3640 1.19 86.30 


» 301g TOR M1 SOA nee OO.5 I 
» 3593708 20m 04.57 
(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica industriale della R. Scuola d'Ingegneria 
di Torino. 


(2) Pervenuta all’Accademia il 4 luglio 1933. 
(3) «Ber.», 15, 690. 


a hal 


ae 316.28 (8 — t) — 2.675 (t: —9) — 23.403 Cs, —0) 


== yi — 


Etiluretano C,H,O.N = 89 Ac. succinico C,H6O, = 118 


22.80 0.6957 0.68 86.89 ay05- Us bes U.34> On} 
» Bis OF Cees Drees G2 » iaTOO eG G0) 076.6 
» 2-03 500K NGG C5273 » TOR 308 STZ SUNS FeT 
» Beton Steen y. fo OROT » 20210 alto, raT.O 


Trascurando l’acido succinico la media degli abbassamenti molecolari 
forniti, alle diverse concentrazioni, dal difenile, etiluretano, trifenilmetano, é¢ 
uguale a 85.8. 

Abbiamo poi determinato in via approssimata seguendo il metodo 
Eykman (Zeitschr. phys. Chemie, IV, 512, 1899) dei calori specifici, le 
calorie di fusione dell’etilacetanilide onde potere applicare la nota formula 
di van’t Hoff. 

Gr. 23.403 di etilacetanilide, contenuti in cassettina di argento (cm. I X 
x 4 X 9) del peso di gr. 24.976 munita di termometro, vennero scaldati 
in termostato ad una temperatura di 47.5°C. e poi introdotti nel calori- 
metro. Essendo 316.28 Veguivalente in gr. d’acqua del calorimetro, 2.675 
quello della cassetta, t; = 17.8°C. la temperatura iniziale del calorimetro, 
te = 47-5°C. quella della sostanza, ed essendo risultato 6 = 19°C. la tem- 
peratura finale del calorimetro, si ottiene il calore specifio della etilaceta- 
nilide allo stato solido dall’equazione: 


316.28 (8 — 1) — 2.675 (t, — 9) ; 
2 = 05 4. 
23.403 (1, — 6) an 


Una seconda esperienza fatta nelle stesse condizioni die’e Cs = 0.456. 
La stessa quantita di sostanza fusa nella cassettina d’argento mantenendola in 
termostato a temperatura di poco superiore a quella di fusione, fu intro- 
dotta nel calorimetro ed essendo tr = 18.35 t2 = 53.7 si trovo 0 = 21.5. 
Ponendo il calore specifico del corpo allo stato fuso uguale a quello deter- 
minato allo stato solido, ossia Cs = Cy = 0.455 si calcola con l’equazione 
seguente il calore latente di funzione 9 


Ce — 


== 24.1 calorie grammi. 


23.043 
E poiché il punto di fusione delletilacetanilide impiegata ¢ die soc: 
si ottiene, secondo Van’t Hoff la costante crioscopica teorica : 


0.02 (273 + 52) 
24.1 


Kos =O 


in sufficiente accordo, come si vede, con quella trovata sperimentalmente. 
Proponiamo quindi di assumere come abbassamento molecolare e criosco- 
pico del mannol il valore di 87. 
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Avendo rilevato che il mannol scioglie l’indaco ritenemmo utile con- 
statare se anche in questo solvente come nel fosfato trifenilico la grandezza 
molecolare dell’indigotina azzurra corrispondeva alla molecola semplice. 


Indace C,cGHwOLNs = 262 


Solvente Corpo sciolto © Conc. °/, A M (K = 87) 
21.36 0.0697 0.3264 0.10 273 
» 0.1385 0.6485 0.20 282 
» 0.2190 1.0020 O23 1 281 


Pensammo altresi di utilizzare il potere solvente del mannol e quello 
del trifenilfosfato per avere nuova conferma della grandezza molecolare dei 
polimeri dell’aldeide acetica. Tale questione che fu discussa or sono qua- 
rant’anni dai vari sperimentatori (Zecchini™, Orndorff e White ®, Troeger ()) 
con risultati non sempre concordanti, per la metaldeide si ritenne risolta 
solo molto pit tardi da Hantsch e Oechslin“) mediante determinazioni 
crioscopiche in fenolo ed in timolo. Ecco come si comportano i due po- 
limeri sciolti sia nel fosfato trifenilico come nel mannol : 


Metaldeide (C.H,O)a nm = 4 = 176 Metaldeide (C,H,O)n u = 4 = 176 


Blois Concho a Ae n120)) Mannol Conese Aa Mik — 37) 
21.9938 0.2469 0.18. 164.6 25.0272 5"G:1726 0.09 166 


24.9900 0.5814 0.37 180.3 
Poratacige (Ga, O) a 93 == 132 Poraldade"(C3H,O), == 3 == 532 


25-59 0.4889 0.41 143.1 2335405 £0:7488%0:27 alga 
» T3420" 1.78 * 12 6.05 » 0.8642 0.55 136 
» PLATO WSO. I 38.5 » 17025 1: TS n20t 34.0 


ETERI DELLA CELLULOSA. 


Lo studio dell’applicazione ai polisaccaridi complessi o, per meglio dire, 
ai loro derivati, dei metodi di determinazione dei pesi molecolari, si é par- 
ticolarmente svolto nell’ultimo decennio con numerosi e pregevoli lavori di 
Pringsheim e collaboratori, Hess, Bergmann, Freudenberg, Staudinger, ed 
altri. [| Pringsheim, in un’estesa memoria riassuntiva presentata nel 1930 


(1) «Gazz. chim. ital.», 22, 2, 586. 
(2) «Ber.», 27, ref. 306 (1894). 
(3) «Ber.», 25, 3316 (1892). 

(4) « Ber. », 40, 4341. 
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a Liegi all’Unione internazionale di chimica comparando le determinazioni 
sin qui eseguite sugli acetati, metilati e polisaccaridi liberi, rilevd che con 
alcuni solventi si giunge talvolta facilmente ad una disaggregazione dei corpi 
in forma di piccole molecole che pud, in qualche caso estremo, arrivare 
fino allo stadio di esoso. Il fenomeno sarebbe dovuto ad una trasposizione 
tautomerica che successivamente, per riversione, puo ricondurre ai prodotti 
naturali a grosse molecole. Certo perd che il problema della grandezza mo- 
lecolare di questi composti ¢ assai complesso, ed anche dalle pit recenti 
discussioni “) appare ancora lontano dalla sua soluzione. 

Le esperienze crioscopiche che abbiamo eseguito sciogliendo alcuni eteri 
cellulosici nel mannol ci hanno fornito risultati analoghi. 

Gli eteri nitrici della cellulosa come pure l’acetato, nonché I’etere trie- 
tilico, in soluzione diluita danno abbassamenti crioscopici corrispondenti a 
molecole dimere, cioé a Ce,,: ma a concentrazioni pit elevate le soluzioni 
divengono rapidamente dense e vischiose; gli abbassamenti del punto di 
congelamento diminuiscono e non seguono pit le leggi delle vere soluzioni. 

Abbiamo avuto a nostra disposizione diversi campioni di eteri nitrici 
della cellulosa di diversa provenienza con differente titolo in azoto ma di 
grande purezza, controllata da rigorose analisi. E precisamente: una _nitro- 
cellulosa, con il 9.34°/) di N, che pertanto si avvicina nella tetramera, alla 
composizione di una esanitrocellulosa C,,H;,0.,(NO2)6 = 918. 

Una cosidetta binitrocellulosa con il 12.21 °/, di N e quindi prossima 
nella forma tetramera alla composizione di una enneanitrocellulosa, 


Gr, AO 76(NO;), = 4053. 


Una trinitrocellulosa contenente il 13.8°/, di N, prossima quindi per 
composizione alla dodecanitrocellulosa GPA shel IRON OH pe Ceol 

Inoltre abbiamo sperimentato con un acetato di cellulosa, dichiarato 
biacetilcellulosa, ma che risulté contenere 40.26 °/. di acetile (= 56.1 °/o 
di acido acetico) e quindi corrispondente nella forma tetramera alla deca- 
acetilcellulosa C.,H;.(CH;CO),.O2 = 1068. 

E superfluo ricordare che in realta tali composti indicati coi nomi di 
dinitro-, trinitro-, diacetilcellulose, sono in genere miscele di vari eteri a 
titoli diversi e le determinazioni crioscopiche indicano la grandezza mole- 
colare media dei vari eteri disciolti. Ecco i risultati ottenuti: 


(1) Bécuner e SaMweL, «Trans. of the Faraday Soc.», 29, gennaio 1933. 
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Nitrocellulosa N °/, = 9.34 Trinitrocellulosa N °/o = 13.7 
(M per Cox» = 459) (M per Cox2= 594) 

Solv. Conc. %fo A M(cost=87) Solv. Cone.°/, A M(cost=87) 
24388 #01640 M0015 371 24.48 0.4458 0.061 646 
» 1061) 0.25 360 » 0.8863 0.105 718 
» 1.600" 0.33500 se4 30) » 1.3646 Q.160 742 
» DrATSe KOA 501 » 2077, VOD OR B21 
9 assis Os5 601 p+ (a) 227.303 0-420" as 
» - (.) 3.663 0.40 796 »  (.) 3.5943. 0.290 1078 


»... () 4-442) 507290) 332 
§ —“()5.075-" 000" 1472 


Binitrocellulosa N °/, 12.21 Diacetilcellulosa N °/5 40.26 acetile 
(M per Coys = 504) (M per Cex = 534) 
23:74 1 ~O;3'766 0.06 459 24.70 0.3544 0.06 514 
» 0.5228 0.10 455 » 0.7691 0.14 478 
» 0.8381. 0.14 521 » 1.4370 0.24 529 
» 1.1100 0.17 568 » 2.0040 0.40 436 
» 1.4695 0.22 581 » 2.977 0450 St 7 
» 2.0810 0.32 566 » 3.906 0.66 515 
3194) 3.0150" O40 656 » ATs. On72 534 
Ds (3050400 0743 Fen Ye . 4C.)G.269% 3089 612 


Dita )7E29 9% Hod 610 


Le soluzioni contrassegnate (.) sono gid molto vischiose, il loro con- 
gelamento diviene lento ed anormale e gli abbassamenti A, con le ulteriori 
aggiunte di sostanza invece di aumentare tendono a diminuire. 

Le soluzioni di acetilcellulosa in mannol tuttavia congelano normal- 
mente fino a concentrazione del 5 °/, circa. 

Anche un campione di etilcellulosa della ditta Baeyer risulto facilmente 
solubile nell’etilacetanilide ed il comportanrento crioscopico presentato é si- 
mile a quello delle nitrocellulosa e dell’acetilcellulosa. 
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Filcellulosa [Ce6H,O.(OC.H,);]n- per n= 2,M = 492 


gr. Solv. mannol gr. sostanza Cone. °/, A M(K = 87) 
23.74 0.0629 0.2668 0.05 464 
» 0.1325 0.5581 Ohi 441 
» 0.2547 1.0730 0.19 491 
» 0.3821 1.6096 0.27 518 
» 0.5951 2.5070 0.33 660 
» 0.7925 3.3380 0.40 726 
» 1.0354 4.3570 0.50 758 
» 1.3933 5.8690 0.61 877 


Come si vede fino a concentrazione dell’1.6 °/, la soluzione congela in 
modo regolare e la grandezza molecolare risulta quella della formula dimera. 
A concentrazioni pil elevate la soluzione diviene densa colloidale ed il peso 
molecolare dedotto dagli abbassamenti cresce rapidamente. 

La stessa etilcellulosa invece disciolta nel benzolo, a concentrazione su- 
periore al 0.5 °/, diviene nettamente anormale, ed all’uno per cento non 
fornisce pil abbassamenti crioscopici misurabili. 

1] mannol ha dunque un potere dissociante maggiore che il benzolo: 
cio probabilmente € anche in relazione con Ja temperatura di congelamento 
pit: elevata (52°C invece di 6°C). 


Riassumendo, dalle nostre esperienze risulta dunque che sciolte nell’eti- 
lacetanilide le nitro-, Vacetil-, la etilcellulosa a bassa concentrazione rea- 
lizzano lo stato di vera soluzione e la loro grandezza molecolare, dedotta 
dagli abbassamenti crioscopici, corrisponde all’incirca alle formule dimere 
Gy X26 

Lo stesso comportamento gia venne constatato per tali sostanze in 
altri solventi, per esempio per il triacetato, il trimetilato di cellulosa, per 
Vacetato di lichenina disciolti in ac. acetico (Hess e Schultze © e per l’inu- 
lina, la lichenina, il glicogene sciolti in ammoniaca liquida, in acetammide ), 
in fenolo ecc. 


(1) «Ann.», 448, 106 (1926); 454, 93 (1927); «Ber. », 4, 2881. 
(2) « Wiener Monatshefte», 49, 118 (1928); « Ber. », 63 (1930). 
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Chimica. — La struttura cristallina del composto PrMg “”. 
Nota di A. Ross e A. JANDELLI, presentata dal Socio L. Rota. 


Il composto PrMg é stato individuato da G. Canneri mediante l’analisi 
termica del sistema Pr-Mg); il campione a noi fornito dall’A. é risultato 
puro all’analisi chimica e micrografica. 

Numerosi tentativi intesi ad ottenere fotogrammi di Laue e del cristallo 
rotante, usando alcune scagliette di sfaldatura che si sono potute separare dal 
campione in esame, hanno avuto esito negativo data la imperfezione di questi 
cristalli. La presente ricerca si fonda percid esclusivamente sopra l’osserva- 
zione dei fotogrammi delle polveri. 

L’uso di un film semplice come schermo elimina in parte l’annerimento 
dei fotogrammi dovuto alla radiazione continua secondaria che si manifesta, 
in questo caso, particolarmente intensa; il fondo continuo che ancora rimane 
ha intensita progressivamente crescenti verso le estremita del film; le righe 
lette in queste ultime porzioni appaiono quindi pit deboli di quelle originate 
da radiazioni caratteristiche ugualmente intense e situate nelle parti pil’ cen- 
trali del fotogramma. Di questo occorre tener conto nel confronto fra le in- 
tensita delle righe trovate e calcolate. 

I valori di sin? @ (6 = angolo di diffrazione) corrispondenti alle righe 
lette, stanno fra loro come numeri interi; PrMg cristallizza cioe nel sistema 
monometrico. Dalla tabella I che riassume i dati sperimentali relativi ai foto- 
gramimi delle polveri, si ricava per il lato della cella elementare il valore 
ao = 3.88, - nA (m numero intero corrispondente all’ ordine di « riflessione »). 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Firenze. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 13 luglio 1933. 

(3) «La Metallurgia Italiana», vol. XXV, p. 250 (1933). 


TABELLA I. 


Fotogramma delle polvert di PrMg. 


Diametro della camera 57.3 mm.; raggio della bacchetta mm. 0.5; distanza: bacchetta - centro 

anticatodo cm. 12; distanza bacchetta-inizio della fenditura mm. 65; fenditura rettango- 

lare 1X 3 mm.; anticatodo di rame (radiazione K, Aa = 1.5393 AB = 1.389); 34.30% di posa; 
tensione 30 KV.; intensita 10 MA. 


| 
N. haart 8 corr. r indici do[n 
I 12.02 Wor o 100 3.876 
2 15.30 14°.45/ 8 110 3.86 
3 16.85 160,18! ot 110 3-877 
4 18.70 18°. 87 B II 3.86 
5 20.65 20°, 7 4 II 3.875 
6 24.00 230.287 oO 200 3.864 
7 26.75 26.01 5 a 210 3.890 
8 29.50 29°, 1’ o 201 3.886 
9 31.00 302.3 1’ B 220 3.87 
10 33.00 329.31’ 68 300 3.88 
II 34.55 34°. 6 a 220 3.883 
12 36.90 360,28" oe 300 3.884 
13 39-15 380.44" ot 310 3-889 
14 41.40 40°.59/ a cael 3.891 
15 43.65 43°15" Ye 222 3.890 
16 45.90 450.31" ot 320 5-889 
17 48.15 47°47" 0 321 3.887 
18 55 10 549.47" o 410 3.884 
19 57-35 57°. 3° % Ail 3.890 
20 62.73 629.275 % 420 3.881 
21 65.63 659.11! a 421 3.885 
22 68.45 680.18" on 332 3.884 
11 


Renpicontt. 1933, Vol. XVII. 
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Con la bilancia idrostatica, usando come liquido il benzolo anidro e spe- 
rimentando su parti diverse del campione in esame, abbiamo trovato per la 
densita a 20° C., il valore d;= 4.67. Da tale valore, combinato con quello 
ottenuto per il lato della cella elementare si ottiene: 


M2 ALOT HRS 883 “10 =) 
MAR 165 2a wos O74 


=a 3003 (~ 1) 


essendo m il numero delle molecole di PrMg contenute nella cella elemen- 
tare. Ne seguono le seguenti possibilita®): 1) =1, m=1; 2)n=2,m=8,; 
3) n= 4, M= 64. 

La prima di queste si presenta subito come molto probabile. Non ap- 
pare infatti, nei fotogrammi ottenuti, nessuna riga che richieda valori di a, > 
> 3.883 A. In tal caso, per i due atomi metallici contenuti nella cella ele- 
mentare, in base alla teoria dei gruppi spaziali sono unicamente possibili le 
seguenti coordinate: 


0) | A ee 


Collocando in ogni cella il Pr (0 il Mg) nella posizione (000) e il Mg 
(0 il Pr) nella posizione (4 4 si ottiene una disposizione cubica cen- 


trata che & concessa dal rapporto dei diametri atomici del Pr e del Mg@, 
e per la quale si calcolano valori delle intensita delle righe in accordo con 
guelli sperimentali (vedi tab. I), Abbiamo usato per il calcolo la seguente 
relazione: 


I~ J+A(20)-©(0) [Fu, + Fre} 


in cui J ¢ il numero delle facce che contribuiscono alla riflessione; A (26) é il 
fattore dato da A. A, Rusterholz G6) per l’assorbimento della sostanza; (6) é 
il prodotto del fattore di Lorentz per il fattore di polarizzazione; Fy, e Fp, 
sono i fattori atomici per Mg e Pr calcolati secondo Bragg e West. “4; il 


(1) R. W. G. Wyckorr, The Structure of Crystals, p. 206, tab. I (1924). 
(2) Per una tale struttura (numero di coordinazione 8) deve essere (Goldschmidt) ; 


LEN 
0.73 =—* 
™B 
ee ‘ . Me 
Nel nostro caso, tale condizione é soddisfatta essendo —* = 0.88. 
e * 
Pr 


(3) «Ztschr. f. Physik», 63, p. 1 (1930). 
(4) « Ztschr. f. Krist.», 69, p. 136 (1929). Vedi anche R. W. James e G. W. BrinpLey, 
« Ztschr. f. Krist.», 78, p. 470 (1931). 


Pegs) > Loe 


segno + vale nel caso che la somma )+-+/ sia pari, il segno — per 
h+k+1 dispari, essendo b,k,1, gli indici relativi ai piani reticolari, ripor- 
tati nella tab. II. 

Tasetra II. 


Indici Intensita Intensita 
calcolata trovata 
100 a. m 
T10 25 (¢ 
Ill 6 m 
200 9 mf 
210 15 f- mf 
PRU 27 f 
220 Il m 
z 
310 19 mf 
311 10 d 
222 6 d 
320 10 d 
321 38 ff 
400 5 = 
ar " 
| 
ee see 
| 


In base alla struttura in parola si calcola: 
1) Per la densita di PrMg il valore: 


als SWE Py acme Cin Paha 
pee rs tnd 


= 4.65 


in accordo col valore trovato d: = 4.67. 
2) per il lato della cella elementare, a partire dalle dimensioni dei 
ragei atomici del Pr e del Mg il valore: 


ty Amat Ma) = alge: + 1.60) — 3.95 A 
3 3 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. Tele 
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anche esso in accordo, entro i limiti di differenza da aspettarsi, col valore 
trovato do = 3.88 A. 

I dati relativi alla variazione percentuale del lato della cella elementare 
nei riguardi dei raggi atomici, sono i seguenti: 


Distanza 
ye Pr—Mg ™g "Pr tug +1 Pr As 
3.883 3.36 1.60 1.82 3.42 1.8 


Considerando la tabella I non si notano estinzioni sistematiche di righe, 
cosicche i gruppi di traslazione Ie I’ possono essere esclusi. Inoltre, fra 
i gruppi spaziali che posseggono il gruppo di traslazione I',i seguenti esi- 
gono delle estinzioni sistematiche che nel nostro caso non sono soddisfatte 
e quindi vanno ancl7essi eliminati ©). 


T* e 0? estinzione di (hoo) per 4 dispari . . (100) presente 
SO » » (bko) » h+k dispari. (210) » 
ate » o) (OK O)ro. Dedispatin sen 4210) » 
ere, » » (UL > 2). dispar. 100) sa 
O*% e O7 (hoo) prima nel 4° ordine . . (100), (200) presenti 
OMcomen 1 eval = 


h 


Nel caso presente sono dunque unicamente possibili i seguenti gruppi 
spaziali: 


(A) “leas [sels ior OF. 


Se la nostra fase ¢ ordinata, e se gli atomi di Magnesio sono tutti equi- 
valenti fra loro all’interno della cella elementare, e cosi pure quelli di Praseo- 
dimio, si possono escludere con sicurezza tutte le altre possibilita di struttura. 
Non esistono infatti, nei gruppi spaziali (A), gruppi di 64 punti equivalenti; 
esiste bensi un gruppo di 8 punti equivalenti deducibile da: Ts OF 90] Per 
esso si avrebbero i seguenti valori delle coordinate: 


Pr (o Mg) wu uni mua tau aM fun um nut 


Mg (0 Pr) VUU  VUU vUD DOV DVD DU vov vd. 


(1) H. Mark, Die Verwendung der Réntgenstrahlen in Chemie und Technik, pp. 393-394, 
Tab. 67 (1926). 
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Tanto gli atomi di una specie che quelli dell’altra, dovrebbero allora 
giacere sulle diagonali del cubo elementare e precisamente su ognuna di esse 
sarebbero situati due atomi di Magnesio e due di Praseodimio. Data una tale 
disposizione, tenendo conto dei diametri atomici di questi due elementi, si 
calcola per il lato della cella elementare un valore non minore di 10.8 A, 
mentre quello trovato, per n = 2, é 7.77 A. La differenza & cosi forte da 
fare escludere la disposizione in parola. 


Biologia (Batteriologia). — Azione di alcuni alcaloidi sul 
metabolismo dei glucidi da parte dell’ Aspergillus niger. Nota® di 
G. Mezzapro.i e A. Amati, presentata dal Socio B, Lonco. 


Precedenti ricercatori, G. Ciamician e C. Ravenna (1918) ©, M. Padoa 
e A. Spada (luglio 1929) 6), B. Longo e C. Paderi (settembre 1929) ©), 
in numerose esperienze hanno studiato l’azione degli alcaloidi sulla germi- 
nazione dei semi e sulla funzione della loro presenza nelle piante. 

Nei fermenti organizzati sono state osservate delle azioni eccitanti: cos! 
C. Neuberg “)), ha trovato che la caffeina e la xantina agiscono favore- 
volmente sulla fermentazione alcoolica, U. Haehn si serve della chinina come 
eccitante della fermentazione citrica , G. Mezzadroli e A. Amati trovano 
un’azione favorevole o nociva sull’incremento e la moltiplicazione dei sac- 
caromiceti e sullo sviluppo dell’Aspergillus Niger ) (9), a seconda dell’alcaloide 
e della dose impiegata. 

Padoa e Spada 9°) videro, in concordanza con Je esperienze di prece- 
denti autori, che gli alcaloidi producono fenomeni di eccitamento vegetativo, 
quando Valcaloide non risulti tossico e che in tutta una serie di vegetali 
(e cio senza escludere altre funzioni) questi, agiscono come stimolanti della 
secrezione degli enzimi. Sono note le azioni di diverse sostanze sugli en- 


(1) Pervenuta all’Accademia il 30 giugno 1933. 

(2) Cramicran e Ravenna, « Rend. Acc. Lincei», XXVIJ, p. 38, 1918; Ip., XXVIII, 
PIR ls LO LORM Wen NOANE en hse BOD ON Dee ON Dr 3 LOD, 

(3) Papoa M. e Spapa A., «Giornale di Biologia Applic. alla Ind. Chim. », vol. L, 
Val, Tie, OEMS Moy, oll Wh. sat 3), ney ie. 

(4) Lonco e Paperi, «Rend. Acc. Lincei», VI, X, p. 322, 1929. 

(5) NeuperG C., «Biochemische Zeitschrift», 127, p. 215, 1921, ved. anche (6). 

(6) Mamet E. «Giorn. di Chim. Ind. e Appl.», p. 555, 1926. 

(7) Haen U., Berlino, Lestrasse 13. Brevetto H. 117-242, classe 120, grado 11, con- 
cesso nel 1930. 

(8) MezzapRoLi e Amati, «Giornale di Biologia App. alla Industria Chim. », vol. II, 
Al Os ze 

(9) MegzzapRoLi e Amati, « Giornale di biologia App, alla Industria Chim, », vol. II, 
n. ‘6, 1932 e «R. Acc, Naz. dei Lincei», vol. XVI, f. 7-8, ottobre 1932. 

(10) Papoa e Spapa, loc. cit. 
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zimi gid formati: cosi ad esempio, per quanto riguarda gli alcaloidi, Rona ©) 
trova che la chinina ostacola l’azione della invertasi e della sierolipasi, Padoa 
e Spada @) notano una azione ostacolante della caffeina sull’amilasi, non 
trovano nessuna influenza della stricnina e della caffeina sulla lipasi del ri- 
cino gid formata, e che la ricinina, allo stato di tartrato, per concentrazioni 
superiori all’ °/oo, ostacola sensibilmente l’azione saponificante della lipasi 
del ricino. Noi abbiamo trovato azioni analoghe con la stricnina, la caffeina, 
la chinina sull’invertasi %). 

In questa nostra Nota viene particolarmente studiato il consumo di glu- 
cidi da parte dell’Aspergillus Niger in presenza degli stessi alcaloidi. 


Mopo OPERATORIO. 


I liquidi nutritizi di composizione che di volta in volta verra indicata, 
dopo sterilizzazione e raffredamento furono seminati con la stessa quantita 
di spore di Aspergillus Niger e posti in termostato a temperatura costante 
di 37°C per diversi giorni consecutivi. Trascorso un determinato tempo 1 
palloni venivano tolti dal termostato e si raccoglieva il feltro della cultura 
di Asp. su filtro tarato: dopo lavaggio con acqua distillata si procedeva al- 
Yessicamento in stufa a vuoto, e alla pesatura. I liquidi di filtrazione por- 
tatia volume e tenuti freddi, furono subito analizzati. Si noto che nei liquidi 
dove il glucide era rappresentato da saccarosio, dopo lo sviluppo dell’asper- 
gillus, questo era tutto invertito e in questa forma aveva servito ai bisogni 
dell’eumicete. 

Il dosaggio degli zuccheri riduttori rimasti nella soluzione fu fatto con 
reattivo di Felhing seguendo il metodo di Bertrand. 

Furono cosi preparati 14 palloni con socc. di liquido nutritivo, a 12 
di essi furono aggiunti gli alcaloidi in forma solubile nella quantita di o.; — 
— I — 2— 3 °/,o9, mentre due furono adoperati come prove in bianco. 

Vengono riuniti (in forma di tabella) i risultati ottenuti delle seguenti 
prove: 

a) Liquido nutritizio tipo Wehmer con glucosio “); t° 37° C; tempo 
7 o10Kls pel == 4.7. 

b) Liquido nutritizio di Raulin con saccarosio; t° 37° C; tempo 7 
giorni; “pli 42: 


(1) Rona, « Naturwissenschaften », 9, p. 976, 1921. 

(2) Papoa e Spaba, loc. cit. 

(3) MezzapRoLi e AMATI. Pubblicazione in corso di stampa. 

(4) Il liquido differisce da quello originale di Wehmer per avergli aumentato il tenore 
di nitrato d’ammonio da 0.28 a 0.4°/o, lasciando tale quale il rimanente. 
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OsSsERVAZIONI. 


Osservando complessivamente i valori trovati si vede che il solfato di 
chinina nelle dosi impiegate favorisce il metabolismo dei glucidi mentre il 
nitrato di stricnina lo favorisce solo per dosi fino al 2°/,, restando indif- 
ferente per dosi pit forti. 

La caffeina, invece, modifica sensibilmente il metabolismo degli zuc- 
cheri da parte dell’Aspergillus Niger, rallentandolo, con azione contraria a 
quella della chinina e della stricnina sperimentale nelle stesse condizioni. 


CONCLUSIONI. 


In questo lavoro é stata provata lazione di alcuni alcaloidi (stricnina, 
caffeina, chinina) sul metabolisino dei glucidi da parte dell’Aspergillus Niger, 
coltivato in liquidi tipo di Wehmer e in quello di Raulin alla temperatura 
di 37° con i glucidi glucosio e saccarosio. Dai dati delle esperienze si pos- 
sono dedurre le seguenti conclusioni: 

1) La stricnina (nitrato) nelle dosi dal 0.5 al 2 °/,. favorisce il con- 
sumo dei glucidi da parte dell’Aspergillus Niger e regolarizza i] loro me- 
tabolismo. 

2) La chinina (solfato) nelle dosi dal 0.5 al 3 °/o0 favorisce il me- 
tabolismo dei glucidi attivandolo ancor pit dell’alcaloide precedente. 

3) La caffeina pura, nelle condizioni precitate (0.5- 1-2-3 °/o0), mo- 
difica sensibilmente il metabolismo dei glucidi, rallentandolo, con azione 
opposta a quella degli altri due alcaloidi. 

4) La composizione del liquido nutritivo, la temperatura di sviluppo, 
Ja qualita delVidrato di carbonio, in linea generale, non influiscono  sul- 
Pazione degli alcaloidi sperimentati sul consumo dei glucidi da parte dell’Asp. 
Niger “), 


(1) Il presente lavoro fu completato con altre prove dove si variava opportunamente 
il tempo e la temperatura di cultura, che per brevita non riportiamo ma che pubblicheremo 
per esteso sul « Giornale di Biologia applicata alla Industria Chimica ed Alimentare ». 


— 166 — 


Botanica. — Alcune osservazioni sull’attivita dei cloroplast: in 
clima meridionale. Nota® di R. NoveLto, presentata dal Socio 
B. Lonco. . 


Questo lavoro nacque e si sviluppd entro il piano di ricerche predi- 
sposto nell’Orto Botanico di Catania dal prof. Savelli sulla fisiclogia e fisio- 
patologia del plastidio, e tendente fra l’altro «a strigare la questione dei lipidi 
nel cloroplasto dal groviglio di idee confuse, di argomentazioni insufficienti 
ed interpetrazioni arbitrarie che I’hanno irretita, riconducendo a ragionevole 
valutazione l’importanza e la posizione di tali reperti di fronte ai concetti 
classici sulla fotosintesi clorofilliana ». 

Ho creduto utile che, indipendentemente dall’analisi dei singoli casi, fos- 
sero raccolti in estrema sintesi i risultati del lavoro disponendoli in un quadro 
sinottico che, se fa perdere tutti i particolari e molte importanti distinzioni, 
é non di-meno il solo mezzo che permetta un apprezzamento complessivo. 
Le tabelle quasi non lasciano spazio a commento, che ogni lettore potra fare 
per conto proprio, agevolato dal fatto di trovare contrassegnati con 1 numeri 
d@ ordine in grassetto le piante nei cui cloroplasti si rinvennero sostanze lipidiche 
rivelabili al Sudan III, e col nome in grassetto le piante nei cui i cloroplasti non 
si rinvenne amido; mentre naturalmente la riunione delle due condizioni risulta 
dall’associazione dei due contrassegni. 

Le osservazioni furono fatte con sostenuta costanza in varie ore del giorno 
ripetendole per ogni pianta pit volte al mese; ma si trovo che la miglior 
maniera di condensarle era di ripartirle in tre « stagioni fisiologiche »: una, 
lunga, autunno-invernale, una primaverile assai breve, e una estiva. Le sin- 
gole colonne precisano loggetto delle osservazioni e raccolgano con segni + 
i reperti positivi, con segni — i negativi; mentre alcuni pochi * indicano 
quei casi in cui il numero delle osservazioni non si ritenne sufficiente a con- 
cludere, oppure quelli in cui l’osservazione in estate fu troncata dalla morte 
o dal passaggio in riposo della pianta. 


(1) Pervenuta all Accademia il 18 luglio 1933. 
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5 eR DO— Primavera Estate 
3 Inverno 
Nome della pianta 33 aa sills? ae soils a: ot 
a #6 80 | 26] Go | 20 | SG] Bo | FU | 8s 
Lycopodiales 
1 | Aspidium pallidum Bory. . +/—}/—+)—-}]—-}+)+ t+ 
2 | Ceterach Officinarum Kulm. +/—|]/—f+)—|]—-—]* * * 
3 | Gymnogramme leptophylla Desv. . byl ee ee? z * 
4 | Notolaena velleae R. Br. . +{/—!|— + FS diese ee (em 
5 | Polysticum falcatum Diels +/—/—f+}—|—-] * * Ze 
6 | Polypodium vulgare L. 4+)/—{/—jJ+)—|}—-f-]}4+]+ 
Wale tenis ecretical.. +}/—/—]+)/—j—-4+]4+]- 
8 | Pteris longifolia L. . +/—/—f+)/—/]—-4+]/—|- 
9 | Pteridium aquilinum Awh. +/—;/—f+i—}—-}4+]—-]- 
Cycadales 
Poumerraspctemiae Go ae et ee a i a eee 
41 | Cycas revoluta Thunb. ... . | —}|—| + =| ae ee ee 
TOE DION edule inal ce. % t. =<. % See et es ete le 
13.| Encephalartos lehmanni Lebm.. . || + | — | + | 4 +) —}—] + 
Ginkgoales 
PCikoatonas lst s.6p es ot tae | eet Poe a | ea 
Glumi florae 
15 | Bampusa macroculmis 4. Rivitre |} —| + | +} —| +] +4 —-—| 4+] 4 
16 | Pennisetum purpureum Schum. . eee ee a ae 
Liliflore 
17 | Aspidistra lurida Ker. Gawl, . . xs a rer ere am Fa Mi Ry Pay 
18 | Cordyline cannaefolia RK. Br. . Sl alg) te te et eel ae Se 
19 | Dracaena Hookeriana G. Koch,. . + + Sel oe |) = 
90 | Dracaena Lindeni Hort. . . . . ae Sp | ee Se Set me 
eilsRuscusvaciicatus e042 2. J || ce | par lve aks 
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Zs £0 [£0 | £5 [20 | 2° | B6 [20 
22 | Semele androgyna Kunth’. +)/—}]+44+]7—]4+ 4+ 
23 | Narcissus italicum Ker. Gawl. . ag | ee 
24 | Narcissus papyraceus Ker. Gawl.. || + | — | — |} + | —|—] * 
25 | Crinum asiaticum L. +)}—|]—]f+})]/—/;—yt+ 
26 | Crinum vanillodorum /Welv. +)/—)}/—]J+]}]—]—]+ 
27 | Crinum longiflorum Herb. +}/—;}—}y+t}—]—+ 
28 | Nerine flexuosa Herb. . + f}—}]—}] +] —] — | * 
29 | Pancratium illyricum L.. —}|—;]—]—-|—-—|/]—] * 
30 | Iris florentina L. —/4+}—-7;/—-|+]—-q4+ 
Scitumineae 
31 | Musa paradisiaca L. +}—/—f+/]+]—+ 
32 | Strelitzia Augusta Thunb. —{+}+—-|+/]+]q— 
Urticales 
33 | Ficus altissima Blume . NN ee (eee | ee, | eee 
34 | Ficus benghalensis L. BE Pe eas pec ee ee eee in 
35 | Ficus capensis Thurd. . se ee ade (et Ra, ee er 
36 | Ficus elastica Roxb. Sg he ee a ee 
37 | Ficus magnolioides Borzi eC eee ee ee 
38 | Olmediella cesatiana Baill. . Se yen see fee 
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39 | Hakea suaveolens R. Br. . | | ee 
40 | Grevillea robusta 4. Cunn. . +)/—j}—}+]}—]}]—]+ 
Centrospermae 
41 | Phytolacca dioica L. —)/—|/—T— eye Pe 
Ramunales 
42 | Berberis pruinosa Franch rn —}/—t+i—)/—q+ 
48 | Mahonia Bealii Pyn. - pd oy + eke a al ae 
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44 | Mahonia japonica Dc. Ee fi UE ol eS ey eon tal ol, 
45 | Magnolia grandiflora L. . oe) SS) ame et ate ee ae 
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51 | Acacia Leiophilla Beuth. Se a ee ea Gee tee 
52 | Acacia macradenia Beuth. PE ea Rag i Nr ae a es 
53 | Acacia sophoreae R. Br. Ey | ee ee ee Ne |e 
54 | Ceratonia Siliqua L. +|/—/—}+}—|—}+] 4] + 
65 | Erytrina Caffra Thunb. eae Ss oN ee ieee | eterna eee ee 
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62 | Casimiroa edulis La Slave + }/—}|—f]+)—}]—] —j| +) + 
63 | Euphorbia pulcherrima Willd Se fee PY Se oe 
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64 | Buxus sempervirens L. SPN eet omi ee We ica cts tt Saat aoe i ee 
65 | Corynocarpus laevigatus Forst . —j+tytytsi+i4ty4)+tct+ 
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Evonimus fimbriatus Wallich 
Evonimus japonicus L. fil. . 
Elaedendron Australe Vent. . 


Nephelium leiocarpum F. Mvell 


Nephelium connatum F, Mvell . 


Ramnales 


Vitis lucida Fisch 


Vitis Voinieriana Hort. 


Malvales 
Grewia orientalis L. 
Hibiscus Rosa sinensis L. . 


Lagunaria Patersoni Don. 


Brachychiton diversifolium Don. 


Brachychiton luridum C. Moore. 


Parietales 


Aberia Caffra Harv. et Sond. 


Mirtiflorae 
Eleagnus reflexa Morr. et Dem. 
Eucaliptus rostrata Schlecht . 
Feijoa Selloviana Berg 
Eugenia Axillaris sp. 
Eugenia supraaxillaris Spring 


Psidium Guajava L. 


Psidium dichotomum Weiman . 


Myrtus communis L. . 
Melaleuca cuticularis Labiel . 
Melaleuca ericifolia Si. 


Melaleuca linarifolia Sim. . 
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92| Melaleuca nesophyla F. Muell . 
93| Melaleuca Wilsonii E. Muell . 
94| Callistemon rigidus R. Br. 
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95| Arbutus unedo L. 
Contor tae 
96| Syringa persica L. . 
97| Olea chrysophylla Lam. . 
98| Olea fragrans Thunb. . 
99| Olea verrucosa Link 
100 | Ligustrum japonicum Thunb. 
101} Iasminum nepalense Spreng 
102| Phillyrea augustifolia L. . 
103} Acocanthera venenata G. Don . 
104} Carissa arduina Lam. . 
105| Cerbera odollam Gaertn . 
106} Beaumontia grandiflora Wall 
107| Plumeria tricolor Rutz. et Pav. . 
108 | Arauja sericifera Brot . 
109| Arauja megapotamica G. Dou . 
110| Cryptostegia madagascariensis Boj . 
Tubiflorae 
111} Wigandia caracassana H. B. K. 
112| Ehretia tinifolia L. . 
Rubiales 
113 | Coprosma Baueri Endl. 
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Viburnum odoratissimum Ker.-Gawi. 
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Cloroplasti amiliferi si trovarono in 91 piante sulle 114 studiate; cioe 
nella stragrande maggioranza dei casi, cosi ripartiti: 36 con solo amido, 55 pre- 
sentanti anche lipidi. 

Cloroplasti con inclusi soltanto li, idici si trovano in 19 piante, cioe esatta- 
mente in */¢ dei casi. Per cid il totale della piante a cloroplasti lipidici, sale 
a 74 casi, in cui per altro la fase lipidica ¢ generalmente ridotta nel tempo: 
talora (32 casi) limitata soltanto all’estate. 

Restano in fine 4 piante in cui i cloroplasti non presentavano ne amido 
né lipidi: a tal proposito avyerto che in tutti i casi in cui non riscontrai 
amido ho proceduto alla ricerca degli idrati di carbonio solubili; ma cio fara 
oggetto di altro lavoro. Qui invece ho creduto opportuno di registrare un 
fatto accessorio, cioé l’esistenza di lipidi inclusi nel citoplasma; e cio per la 
connessione che da taluni é stata affermata fra questi lipidi e quelli inclusi 
nei cloroplasti. Dei 67 casi di piante a lipidi inclusi nel citoplasma ben 12 cor- 
rispondono a cloroplasti soltanto amiliferi; e quanto ai rimanenti 55 che pre- 
sentano ambedue le localizzazioni lipidiche, accade talvolta che i lipidi cito- 
plasmatici compaiono prima di quelli endocloroplastici. 


Botanica (Citologia vegetale). — FEleocloroplasto. Nota di 


R. SavEL.i, presentata dal Socio B. Lonco “”. 6 

Annunciai in una recente seduta della Societa Italiana di Biologia Spe- 
rimentale il rinvenimento di una forma assai particolare di plastidio assimi- 
latore, caratterizzato principalmente dal fatto di portare una grande vescicola 
parastromatica il cui contenuto sudanofilo ha suggerito il nome, del tutto con- 
venzionale, di eleocloroplusto con il quale ho caratterizzato questo plastidio : 
nome convenzionale perché la natura chimica della grande gocciola conte- 
nuta nella vescicola ¢ estremamente complessa e fara oggetto di uno studio 
a. patie: 

Detti gia nella ricordata comunicazione i piu salienti tratti morfologici 
e le prime figure e misure relative all’ eleocloroplasto, quale lo rinvenni nel 
Cephalocereus Euphorbieides, e non mi ripeto: solo scopo di questa comuni- 
cazione € di render noto che ho ritrovato lo stesso identico tipo di plastidio 
nel Cephalocereus scoparius Britt. et Rose; mentre invece le altre 13 specie 
del genere Cephalocereus esistenti nella ricchissima collezione di Cactacee del- 
’Orto Botanico Catanese, mi hanno presentato cloroplasti — bensi interessanti 
per questo o quel particolare - ma in complesso di tipo comune. 

Questo « eleocloroplasto » rappresenta certo uno speciale adattamento il 
cui sviluppo ontogenetico e filogenetico, tuttavia da studiare, muove senza 


(1) Pervenuta all’Accademia il 1° agosto 1933. 
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dubbio da un plastidio ordinario: per questo io penso che debba esser pos- 
sibile ritrovare tale singolarissima forma anche all’ infuori del genere Cepha- 
locereus (variazioni parallele !); mentre lo stesso motivo giustifica la sua pre- 
senza in sole due specie del genere, e vieta di farne base per considerazioni 
sul dibattutissimo valore sistematico di questo ageruppamento di specie. 


Quattro eleocloroplasti di Cephalocereus isolati da una grande cellula che 


ne conteneva quarantadue: cs=coppa stromatica; g= gocciola lipi- 


dica parastromatica; i = inclusi d’amido; m = membranella (forte 
ingrandimento). 


Anche nel C. scoparius lo stroma, a coppa, ha uno spessore general- 
mente minimo (poco pili di 1/5) rispetto al diamentro massimo della goc- 
ciola; € inoltre tutto infarcito di inclusi, prevalentemente granelli d’amido 
con modificazioni microchimiche uguali a quelle che si vedono nel C. Euphor- 
bioides, sicche in complesso la parte viva, il vero organito, tolto l’amido e 
tolto il secreto lipidico, si riduce a ben poca cosa di fronte alla massa com- 
plessiva del corpuscolo cui io assegno in media circa 2.300 micron cubici di 
volume. Anche nel caso di C. scoparius & posta fuori dubbio I’ esistenza e la 
realta morfologica dello strato limite, o membranella: anzi in seguito a nuove 
osservazioni ritiro qualsiasi riserva prudenziale intorno all’esistenza di una 
consimile membranella o pellicola incolore interposta fra lo stroma propria- 
mente detto (0 clorofillifero) e la gocciola o sferula lipidica. 

I! numero di questi eleocloroplasti nelle cellule di C. scoparius & molto 
variabile, a seconda dello strato che si considera: in alcune cellule ne ho con- 
tati 30-40; ma credo possano giungere anche a 60-70. 


E noto che col nome di elajoplasti, eleoplasti, oleoplasti, Wakker, poi Zim- 
mermann ed altri Autori designarono corpi privi di clorofilla che essi stima- 
rono plastidi elaboratori di sostanze grasse, allo stesso titolo come il leuco- 
plasto o « amiloplasto » ¢ un plastidio incolore che elabora |’amido. I nomi 


ricordati - foggiati da questi Autori - marcano appunto  omologia - vera 
o supposta - fra i corpi che essi scoprivano e descrivevano e i « cromatofori » 
eid conosciuti. Insomma, nella mente di questi Autori, l oleoplasto era un 
organito, percid un corpuscolo vivente, omologo ai plasti di Schimper, e la 
parte oleosa fortemente rifrangente avrebbe rappresentato il suo secreto, cioé 
il prodotto della sua attivita vitale. 

Che questa opinione fosse giusta od errata, € altra questione: molti Autori 
credettero di dimostrare che nei pretesi oleoplasti non c’é nessun substrato 
plasmatico, proteico, vivente: credettero percio di dimostrare l’inesistenza in 
essi di uno stroma omologabile allo stroma plastidico, e che tutta Ja loro massa 
fosse un semplice prodotto di secrezione. Io credo che questi critici abbiano 
esagerato, e che in certi casi veramente esistano plasti incolori specializzati 
nella elaborazione di sostanze lipidiche: la questione del resto non mi ri- 
guarda perché dal punto di vista fisiologico resta evidente il distacco fra questi 
eventuali elajoplasti ed il plastidio assimilatore, clorofillifero e amilifero, che 
io ho descritto. 

Quello che invece mi interessa ¢ di manifestare aperto biasimo per la 
confusione generata dall’ uso licenzioso della parola « oleoplasto » a designare 
gli inclusi lipidici del citoplasma, gli sferosomi a « boule del billard » dei fran- 
cesi, prodotti di secrezione nei quali gli Autori  stessi che non si peritano 
di chiamarli oleoplasti non suppongono nulla di vivo e di plasmatico. 

Il concetto di « plastidio » & tutto legato e subordinato alla grande 
opera di W. Schimper che —al di 14 della vistosa appariscenza degli elaborati — 
mostro la funzione di un substrato vivo, morfologicamente autonomo, di- 
stinto dal citoplasma, permanente, riproducentesi: lo stroma plastidico, pro- 
tagonista principale della attivita elaboratrice, dalla cui esistenza dipende la 
formazione stessa della clorofilla: percid nello stroma plastidico, che Schimper 
immaginava di costituzione essenzialmente proteica, va a concretarsi la pil 
perfezionata espressione filogenetica dell’ atto biologico pil importante : la or- 
ganicaxione. 

Il riconoscimento dello stroma plastidico e del suo esatto valore, co- 
stituisce la parte veramente imperitura dell’ opera di Schimper; che del resto 
il concetto ulteriore che i plastidi - alla stessa stregua dei nuclei - non po- 
tessero derivare se non per divisione di plasti preesistenti, fu cosa pil im- 
maginata che vista, pit affermata che dimostrata; ed ognun sa come il pro- 
blema sia oggi in parte spostato dalla scoperta del condrioma. 

L’opera di Schimper é troppo grande perché possa oggi esser lecito usare 
il termine di « plastidio » od i suoi derivati per oggetti che non solo non cor- 
rispondano, ma stiano in netta contraddizione con le definizioni di Schimper. 
Wakker e seguaci parlarono di Elajoplasti appunto perche credettero alla esi- 
stenza in essi di un peculiare substrato elaboratore. Ma designare come oleo- 
plasti delle gocciole colorabili dal Sudan alle quali si sa mancare qualsiasi 
base stromatica significa voler deliberatamente confondere due cose tanto di- 


verse fra loro come possono esserlo una sostanza secreta é un organo sé- 


cernente: una cosa morta e una cosa viva. 

Per aprire la via ad una esatta valutazione del nostro singolare reperto 
e del suo significato nella fisiologia cellulare, bisognava anzitutto sbarazzare 
il terreno dalla insidia di confusioni verbali che sono indice infallibile della 


imprecisione delle idee. 
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Astronomia. — Correnti stellari atiorno a4’ AR + 52° De- 
clinazione. Nota“? del Corrisp. A. BEMporap. 


Notevolissime concordanze risultano dalla elaborazione dei moti propri 
in ordine all’orientamento fra questa zona + 52° e la limitrofa + 54°), 
tanto pil notevoli se si tien conto che la densita stellare risulta assai diversa 
per le due zone in questione. 

Sulle otto lastre della zona + 52° da 13536™ a 15ho™ sono contenute 
163 stelle di AG Cambr. Mass., cioé 25 in pit di quante risultavano su le 
lastre contigue della zona + 54° fra gli stessi limiti di AR. Diciotto stelle 
qui sotto elencate presentano, dal confronto con Yale IV o con altre fonti, 
un MP superiore a 0’’.100: si aggiungono altre 26 stelle, i cui MP, pur non 
raggiungendo il suddetto importo, risultano in buon accordo con Yale. Il 
peso P venne computato in base al numero delle lastre contenenti la stella 
e alla posizione delle immagini su ciascuna lastra. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 7 agosto 1933. 
(2) V. «Rendiconti», vol. XVII, p. 601. 
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Sees 

AG MP Catania MP Yale 
Cbr. Mass. 

No [Lo 2d | u | Ve Lo Ud 
4315 — 0.040 | — 0'.009-| 0’'.041 3 0.047 | — 0.006 
4335 — 125 | + 040 131 2 130° J =F 2 02G4@) 
4344 ot O29 alan 006 030 5 025 | <= 003 
4346 — 004 | — 048 048 4 O19 — 043 
4355 £2711 1926 OE 8g 030 4 036 | — ol! 
4366 = o19 | — O15 024 4 020 | — o16 
4403) Nor 9) 253.0) OTs 264 3 182s ho #1053 
4405 — 059 | — O19 062 4 066 — 027 (8) 
4407 + 238 | — 029 240 2 228 | — 018 (y) 
4415 =F 040 | + O17 043 4 O55 aes 027 
4428 — O17 — 182 183 4 032 — I4I 
4431 _— orl + OO1 Ol 6 o1i9 | — 004 
4464 + 107 | — 045 116 4 = — (9) 
4465 FAP 13 Ou ci ests 139 4 = x fs) 
4467 + O01 _ 029 029 4 007 | — 025 
4480 — 107 + 116 158 4 — — (¢) 
4481 — 148-| +. 047 155 4 147 | + 088 (y) 
4489 — 062 | + 098 116 4 026 | + 075 (8) 
4516 + 026 aa O14 030 4 023 + 005 
4517 a 047 aa O's 049 4 043 a 021 
A519 me 109) eo 033 114 4 1 0 a a O10 
SS200 cel 25a le 8 Ot 451 4 ae == At) 
4547 — 073; — 026 077 4 086 | — 030 
ASSL Vere OST Nieme OsO 064 5 031 | — 040 
4554 + 026 | — O51 057 4 018 — 059 

(a) Ci 18-1776: —o!’’.14t + 0//,059. 

(B) Lick B3at: —0!’.004 — 

(y) » » » + of! 238 — 

(8) Boss 3652: + 0!.057 —o!’.032. 

(2) » 3654: + 0',065 —0//.015. 

(6) » 3667: —o'.145 + 0/7.086. 

(m) Cbr. Mass.: —0!’.049 = 

(6) Ci 18-1881: —o!/.028 + 0.100. 


(t) Il MP qui dedotto dal confronto con AGC risulta in buon accordo con Boss 3704: —0//.238 
—o!’.406 e con Comst II 377: — 0.248 — o!’.410. 
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AG MP Catania MP Yale 

Cbr. Mass. 
N° lo | us | yy | ie to Us 
4571 — o’.o91 | — oor 0.091 4 — 0”.069 | + 0.007 (x) 
4574 _ Ome || = 008 052 5 _ Oss i Se oo1 (A) 
4584 — 036 | + 074 082 “4 — o15 | + 079 
4585 tO 0) W2075 081 4 Sg Oag |S 084 Kh) 
4591 = 006 | + 126 126 4 — o58 | + 141 
4603 = 046 — 016 049 4 = 045 — 004 
4611 = 033 | — O19 038 4 + 020 | — 026 
4613 — 086 | — 092 126 3 — 085 | — 105 
4619 _ 023 — 125 125 4 _ — (v) 
4620 _ 006 | + 079 079 5 — oo8 | + 089 (&) 
4628 — 034 ot 020 039 4 — 040 + 035 (0) 
4642 ~ o12 | — 143 143 3 _ OI _ 084 
4645 ede he 8 O13 240 4 Be 2550 ty BOOk 
4652 + 063 — 006 063 4 — oso | — O10 
4653 a) DART one 134 141 5 ath O34 Se B16 
4658 — 009 — 052 053 4 — o16 | — 053 
4661 = 002 | — 147 147 4 -- 002 | — 0°) 
4682 a O15 — Or! O19 3 + 008 | — O11 
4687 _— 066 + 053 085 4 —_— 066 | + 072 

) Kgb 44.1 328: —o’’.110 — 


pw) Cbr. Mass.: —o!.055 —0!’.072. 

v) Grb. 2157: + 0/’.016 —o’’.o10. Doppia. Per il compagno di Gr. fot. 10.4 (visuale 0.6) ci ri- 
sulta il MP —o0’’.008 — 0’’.067. Lo scarso accordo col MP dell’astro principale e col MP di Grb. 2157 
da sospetto di moto orbitale. 11 MP di AGC 4619 venne dedotto dal confronto fra la media delle due 
lastre 1580 e 2474 e la media di Boss 1910 e Bergedorf 1925. 

(€) Cbr. Mass.: — o’.032 + 0'’.040, 

(0) Cbr. Mass.: — 0/045 + 0/'.074. 


(% 

(4) Boss 3741: — 0.052 + 0,006. 
( 

( 


Le lacune per le cinque stelle di AG Cbr. non contenute in Yale dipen- 
dono o da duplicita o dallo splendore eccessivo (cosi ¢ per la 4520 = 9 Bootis 
di Gr. Fotogr. 4™.5). In tali casi il MP ¢ dedotto dal confronto fra il Cata- 
logo Astrografico (CA) e AG ovvero fra CA e altre fonti indicate in nota. 

Estendendo la ricerca alle 104 stelle, fra le dette 163, con MP = 0”’.040, 
incluse le precedenti, e distribuendo in gruppi i valori di we di « (angolo 
d’orientamento contato da S verso W) si ottengono i risultati raccolti nella 
tabella seguente. 
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AG AG AG 
Cbr. Mass. mu od Cbr. Mass. U a Cbr. Mass. pw a 
N° N° N° 
4469 ~—‘|o’’.048 0° oO 4436 0'’.44 | 191°8 4629 NO S52 eet 
4467 29 2.0 4584 082 | 205.9 4452 Ora 20272 
4642 143 4.8 4489 LK OM 2223 4315 ATS =202471 
4701 53 6.5 4566 65 | 213.7 4517 49 | 287.7 
4587 99 7.0 4684 gi |\n6.6 4405 62 | 287.9 
4392 48 12.0 4376 40 | 220.0 4547 77 | 289.6 
4496 73. | 15.9 4480 158 || 232.7 4462 69 | 294.7 
4351 50 16.2 
4668 49 | 2242 4603 49 | 298.9 
4554 57. | 27.0 4534 Or |) 227-7 4355 30 | 300.0 
4568 56 | 27.5 4573 67 | 230.8 4418 SI | 304.6 
4626 65 30.5 4687 85 | 231.2 4551 64 | 307.4 
4443 70 | 31.0 4508 65 | 239.5 4366 24 | 308.3 
4578 73 33.3 4628 39 | 239.5 4560 45] 309.6 
4567 43 38.5 4535 59 | 240.4 4613 126 | 316.9 
ne i eee 4398 55 | 241.6 4647 Vee hres 
oi SA tiee 4677 48 | 242.4 4357 7A 317.2 
4682 19 53:8 
4502 73.| 245.9 4576 77 | 318.2 
4623 4s | 59.5 4671 53 | 246.8 4433 74 | 318.3 
4611 38. | bo.1 4415 43 | 247.0 4339 42 | 319.8 
4517 30 | 61.7 4335 13 | 252.3 4474 59 | 323-9 
4488 $5 63.0 4481 T5525 2.4. 4410 98 | 325.8 
re Ae Ae 4486 51 | 253.0 4600 49 | 328.2 
j 4516 DEA Wie2$a52 4449 67 | 328.4 
4344 30 78.3 4403 264 | 253.5 4619 125 | 329.6 
ee oa ie 4696 48 | 254.2 4520 451 | 330.1 
a 4593 51 | 259.8 4304 46 | 3312 
He; rao ane 4483 Qt | 261.8 4448 65 | 333.6 
4431 II | 264.8 4585 81 | 338.2 
46 56 53 | 105.3 
4588 48 | 110.8 4571 gI | 270.6 4356 61 | 338.9 
4385 43. | 123.7 4331 96 | 273.0 4430 46 | 341.2 
4548 qu | 129.1 ao a7 e730 4653 eee et 
4591 126 | Is4.5 By eat a Cee 
4369 63 | 275.4 4428 183 | 354.7 
4393 49 | 170.5 4459 46 | 278.9 4346 48 | 355.2 
4620 WA) SF) 4574 S| DHX) 4661 LAF a 3592 
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Il computo dei MP diretti nei vari quadranti conduce ai seguenti ri- 
sultati: 


1° quadr. 26 2° quadr. 8 3° quadr. 28 4° quadr. 42. 


Colpisce a prima vista la scarsitd dei MP compresi nel secondo qua- 
drante e la notevole preponderanza dei MP pertinenti al quarto quadrante. 
Analogo riscontro, non perd con divart cosi salienti, fu fatto gia nella nostra 
prima Nota in argomento e confermato nella successiva. 

La maggiore densita stellare nella zona coperta dalle attuali lastre da 
piena ragione del fatto che il fenomeno sia qui pit appariscente. 

I valori scritti in corsivo (2° quadrante) sono rimasti esclusi dallo aggrup- 
pamento in medie, perché troppo distaccati in AR. Raccogliendo in medie 
i rimanenti valori di we di «, si ottengono i risultati seguenti riprodotti 
nella fig. 1. L’ultima colonna contiene la divergenza massima (A) fra le di- 
rezioni dei MP raccolti in medie. Dei due indici che contrassegnano le varie 
correnti, il primo denota il quadrante, il secondo il numero d’ordine. 


MP Direzione 
Corrente se medio media A 

Lo Qo 
or 8 0’ .068 8°o 16°2 
12 9 52 37-5 26.8 
13 9 73 69.2 25.5 
31 7 79 211.9 30.9 
32 7 61 233.3 16.2 
33 7 80 246.9 10.8 
34 7 90 D572 11.8. 
41 7 92 274.7 8.3 
42 7 59 286.6 13.6 
43 7 56 306.5 18.0 
44 7 69 320.0 ey 
45 y) 126 Biles 10.0 
46 7 97 348.8 20.3 


(1) «Rendiconti», vol. XVII, p. 497. 


Assumendo come pesi i valori della seconda colonna, si ottiene come 
risultante delle varie correnti 


Bs HOROGS Zo ZO7ea 


in buon accordo coi valori trovati nella Nota precedente (prime 8 lastre 


della zona + 52°) 


a OOAL Ga 302° 6: 


La frequenza dei MP per ordine di grandezza e per direzione risulta 
dalle seguenti tabelle e dalle figg. 2 e 3. 


oe 


40 |— 


30 
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FREQUENZA DEI MOTI PROPRI 


per grandezza per direzione 
MP Stelle n. Da S per W | Stelle n° Da S per W Stelle n° 

Of) =" 0%.02 19 OD ia ae Ove 17 180° - 200° 2 
O .02 = 0 .04 46 20 = 40 9 200 — 220 8 
O .04 - O .06 47 40 - 60 10 220 - 240 12 
0 .06 — O .08 24 60 - 80 II 240 — 260 14 
oO .08 - 0 .10 9 80 - 100 4 260 — 280 13 
ONTOR— 07512 3 100 - 120 3 280 - 300 10 
Ose boy mO nis 4 120 — 140 5 300 —- 320 16 
0.14 - O .16 5 140 - 160 5 320 - 340 10 
oO .18 - 0 .20 I 160 — 180 4 340 — 360 10 
O .24 - O .50 5 

DOM Mawes 68 Sonimay... 95 


La fig. 2 (frequenza di grandezza dei MP) presenta un gradiente quasi 
doppio di quello riscontrato per la Nota precedente (13 AR + 52° Decl.) 
non che per la zona contigua (14° + 54°); si ha inoltre un notevole anti- 
cipo del punto di flesso (0’’.061 in luogo di 0”.100) accompagnato da un 
sensibile ritardo del massimo (0’’.04 in luogo di 0’’.03). Si conferma lin- 
duzione gia fatta che questi fenomeni siano connessi colla grandezza media 


dei MP e quindi colla parallasse media delle stelle in questione. 


La fig. 3 (curva di frequenza delle direzioni) presenta notevolissime coin- 
cidenze colla curva analoga ottenuta dalle otto lastre contigue della zona 
+ 54°, come pud giudicarsi dal seguente prospetto. 
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Minimi Massimi 

di frequenza di frequenza 

Zona | Zona Zona Zona 

= 528 ie tp 2, +54" 

my (52) (50°) My 10° 10° 
M> 110 eae) M, | 70 70 
mz 190 190 M; 140 150 
my 290 270 M, 250 240 
ms 340 330 M; 310 290 


Eccettuati i valori racchiusi tra parentesi, per tutti gli altri l’accordo 
pud dirsi addirittura sorprendente in relazione collo scarso numero di stelle 
disponibili (circa 20 per lastra) e coll’intervallo di epoca di una diecina di 
anni appena fra Catania e Yale. 


Fisica. — Nuove ricerche di fotoresistenza metallica. Nota “ del 
Socio Q. Majorana. 


Ho continuato le ricerche di cui ho dato notizia in Note precedenti (), 
concernenti l’azione della luce su lamine metalliche sottili. Ho gia detto come 
tale azione, che per brevita ora denomino fotoresistenza metallica, consista in 
una variazione della resistenza elettrica delle lamine, corrispondente ad una 
pulsazione sincrona (ma spostata di fase) con quella della luce, se questa 
é periodica. Inoltre, ho gia detto che un esame del fenomeno, compiuto me- 
diante compensazione o riduzione a zero dell’effetto, mi ha fatto vedere come 
essO consista in un aumento della resistenza predetta. Varie ragioni mi hanno 
fatto ritenere, che non possa bastare la semplice azione termica della luce, 
a spiegare quanto da me é stato osservato. Una di tali ragioni risiede nella 
circostanza che per lo meno un metallo, l’alluminio, da un effetto nullo o 
scarsissimo, mentre le sue caratteristiche di assorbimento della luce e di va- 
riazione termica della propria resistenza elettrica, non differiscono molto da 
quelle degli altri metalli. 

Pil recentemente, ho sperimentato con depositi o pellicole di sodio; e 
cio in vista di una probabile analogia che tale metallo potesse presentare 
nel suo comportamento, con l’Al. Tale analogia stata da me presunta per 
la considerazione delle ben note proprieta fotoelettriche dei metalli alcalini. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 9 settembre 1933. 
(2) Questi « Rendiconti», vol. XVI, pp. 82, 172, 548; vol. XVII, p. 255. 
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Difatti, PAl & pit fotoelettrico (nel senso classico) degli altri metalli con 
cui ho sperimentato, e presenta se mai in modo debole l’effetto che ora si 
studia: il Na, avendo una soglia f. e. ancora pit’ bassa dell’Al, potrebbe pre- 
sentare ancora piu scarsamente leffetto stesso. 

Scopo di questa Nota é di riferire su nuovi risultati ottenuti, sperimen- 
tando con depositi di Al e di Na. 


Preparazione della pellicola di Al. — Le lamine o pellicole di Al con 
cui avevo sperimentato in precedenza, erano quelle del commercio (qualche pu 
di spessore), incollate sul vetro. In vista della impossibilita di trovarne di 
piu sottili, e nel dubbio che il metallo non fosse sufficientemente puro, ho 
proceduto direttamente alla preparazione della pellicola con altro metodo, 
capace di fornirmene di pit sottili, partendo da alluminio chimicamente 
puro. Non potendosi, come é noto, ottenere depositi catodici al Al, ho ese- 
guito la preparazione di lamine pit sottili, per volatilizzazione elettrica nel 
yuoto. 


Un sottile filo di puro alluminio AB (fig. 1), ¢ teso dentro un pallone 
di vetro pyrex di 12 cm. di diametro, connesso con la pompa Holweck 
sita, con l’asse della sua imboccatura V, in posizione orizzontale. Il supporto 
di tale filo é in vetro nel tratto CD, e, con le altre sue parti di ottone, si 
impegna nel pezzo smerigliato S, e nell’interno di tale imboccatura. Il pal- 
lone & posto in detta posizione, perche, preventivamente, si possa adagiare 
in EF la lastrina di vetro di cmq. 5 X 1 da ricoprire di Al. Quando si é 
ottenuto un ottimo vuoto (ultra catodico) nel pallone, si invia bruscamente 
ed in corto circuito, la corrente di una grande batteria di accumulatori da 
6o volt, nel filo AB attraverso la massa metallica della pompa ed il pezzo 
in S. Una valvola fusibile esterna, impedisce la persistenza di arco voltaico 
che puo adescarsi, sia pure per brevi istanti, fra A e B. Si osserva allora 
un bagliore istantaneo generale di tutto il volume del pallone, ¢ sulla 
lastrina EF. Cosi, questa viene ad essere ricoperta di uno strato di Al, che 
pud essere regolato a piacere, col modificare preventivamente sia la distanza 
fra AB ed EF, sia la sezione del filo AB. Si deve avvertire, che per ottenere 
depositi aderenti, bene, prima della volatilizzazione del filo, scaldare la la- 
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strina EF, attraverso il pallone, mediante un bunsen. Con tale procedimento, 
si hanno spessori di Al anche relativamente trasparenti come non lo sono 
mai quelli del commercio. Essi, per vero non sono molto compatti, e non 
resistono molto al pulimento; ma, comunque, si prestano bene allo studio 
di cui qui ¢ cenno. 


Preparazione delle pellicole di Na. — Ancora pil complicata é la pre- 
parazione di pellicole o strati di Na metallico, che naturalmente deve essere 
fatta anch’essa nel vuoto. Un tubo di vetro T (fig. 2) di Turingia o Pyrex, 


fornito di due elettrodi E,F che sostengono la lastrina di vetro AB delle 
solite dimensioni, € vuotato di aria attraverso P. Esso porta un sebatoio S, 
contenente Na metallico purificato con precedenti distillazioni. Tale metallo 
viene fatto fondere e volatilizzare dentro S con ogni cautela e lentamente, 
in modo che i suoi vapori, invadendo il corpo del tubo T, lascino depo- 
sitare il sodio sulla lastrina AB. Ci si assicura della continuita del deposito 
formatosi, sia ad occhio, sia mediante la conducibilita elettrica che viene a 
realizzarsi, cosi, tra E ed F. Una volta preparato lo strato di sodio, con la 
fiamma si chiude il tubo e si toglie il serbatoio S. Per la caratteristica del 
sodio, di rapprendersi in minutissime gocce, non é possibile ottenere strati 
di tale metallo lucidi; questo fatto é ben conosciuto, anche per la tecnica 
delle comuni cellule fotoelettriche. L’aspetto dello strato risulta cosi di solito, 
bianco ruvido, pur presentando le caratteristiche di puro metallo. 


Risultati ottenuti con Al e Na. — Mediante Vuso delle pellicole di Al. 
preparate nel modo suesposto, si sono confermati i risultati ottenuti prece- 
dentemente. Tale metallo presenta dunque un effetto nullo o quasi con la 
lampada a mercurio, il cui fascio di raggi é interrotto con frequenza va- 
riabile tra 200 e 1200 periodi a 1’’; l’effetto si manifesta, ma in modo rela- 
tivamente debole, con ]a lampada ad incandescenza. Per il Na, il risultato é 
stato in generale pil nettamente negativo con entrambe le lampade. Forse, 
non € da escludersi che cio possa anche provenire dalla circostanza accen- 
nata, concernente la struttura granulare (per quanto le pellicole presentassero 
aspetto semitrasparente) dei depositi di tale metallo. Ma anche tenendo conto 
del conseguente spessore delle singole gocce di sodio, non ci si pud render 
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conto del suo diverso modo di comportarsi, rispetto ad altri metalli (come 
lo Sn), che presentano Veffetto anche con spessori di una diecina di w. 

L’effetto, come ho gia riferito nella Nota citata, si constata mediante 
Pascoltazione del suono al telefono, corrispondente alla frequenza di inter- 
tuzione del raggio. Il suono, nel caso del Na, é quasi completamente inu- 
dibile; e cid come si é detto, tanto con la lampada a mercurio che con quella 
ad incandescenza. 

Debbo dire perd che l’ascoltazione di tale suono é qualche volta pos- 
sibile col Na; ma il fatto & dovuto a causa ben diversa, da quella di cui 
Ora € questione. Esso avviene quando la resistenza della lamina di Na é pra- 
ticamente infinita, o quasi; quando cioé si ha a che fare, con una fitta serie 
di minutissime goccioline di metallo aderenti al vetro, e non a contatto |’ una 
con l’altra. Occorre sempre, per altro, per l’ascoltazione del suono, la pre- 
senza della batteria nel circuito, comprendente la lamina di sodio e il pri- 
mario del trasformatore di entrata dell’amplificatore. Quest’effetto sparisce 
completamente, per l’interposizione, nel percorso del raggio periodicamente 
interrotto, di un vetro all’ossido di Mn; permane, per quella di un vetro di 
Wood; si manifesta anch’esso per la presenza di una f. e. m., nel circuito 
della lamina; e sparisce togliendola. Ma quest’ultimo fatto avviene nel caso 
di assoluta simmetria del circuito della lamina rispetto a questa. Se cid non 
& verificato, si pud ascoltare, quantunque debolmente, ancora il suono del 
telefono, per quanto nessuna f. e. m., sia inserita. L’effetto particolare cosi 
constatato, presenta inoltre la caratteristica della saturazione: esso cioe, va 
dapprima crescendo al crescere della f. e. m. inserita; ma, al di la di pochi 
volt, esso rimane di intensit’ costante, a parita di energia raggiante. Com- 
pensato tale effetto, mediante un compensatore pit perfezionato, di quello a 
getto di mercurio (di cui si dira in altra Nota), esso si appalesa come do- 
vuto ad un aumento di conducibilita dello strato di Na, sotto l’azione della 
luce, anziché della resistenza; e, infine, lo spostamento di fase @ ¢ comple- 
tamente nullo. Tutte queste constatazioni fanno comprendere come si tratti, 
in questo caso, del classico fenomeno fotoelettrico. Le goccioline di Na, 
poste in catena multipla tra i reofori estremi della pseudo—lamina, in con- 
seguenza della f. e. m. esterna, si polarizzano. La luce che cade su di esse, 
se di lunghezza d’onda piu piccola della soglia fotoelettrica del Na, libera degli 
-elettroni, che si incalano attraverso il metallo, per l’azione del campo; dando 
luogo all’apparente aumento di conducibilita. Ma, come si vede, la consta- 
tazione di questi fatti (semplicemente spiegabili con fenomeni gia conosciuti) 
& legata a circostanze particolari, dovute alla discontinuita delle particelle di 
Na, che non si verifica per altri metalli, o per il Na stesso, se opportuna- 
mente preparato. 

Da quanto si ¢ esposto nelle Note precedenti ed in questa, risulta di 
grande interesse mettere fra loro in raffronto i risultati positivi ottenuti per 
Pt, Ag, Au, Sn, e negativi per Al e Na (si prescinde dallo Zn). Trattan- 
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dosi infatti di metalli puri, i relativi coefficenti termici di resistenza elettrica 
sono pressoché uguali. Per cui, se l’effetto osservato dovesse ascriversi a sola 
causa termica, esso dovrebbe presentarsi indifferentemente allo stesso modo, 
salvo la presumibile lieve differenza, dovuta al vario potere riflettente dei 
diversi metalli. Ancora una volta dunque, si intravede la attendibilita dell’esi- 
stenza del nuovo effetto. 


Fisiologia. — Pressione endopleurica e pressione atmosferica. 
Nota“? del Corrisp. M. Camis ™, 


Esperimenti precedenti, che furono oggetto di una comunicazione al 
XIV Congresso Internazionale di Fisiologia di Roma (agosto 1932) e di una 
Nota nell’Ateneo Parmense “), mi avevano dimostrato che nel coniglio e nel 
cane la pressione endotoracica presenta variazioni in rapporto con eventuali 
variazioni della pressione atmosferica, ossia della pressione che domina nel- 
ambiente esterno. La pressione endopleurica od endotoracica negativa varia 
nel senso stesso della pressione esterna, ossia la differenza fra la pressione 
esterna e quella endopleurica - che si suole indicare come pressione nega- 
tiva - diminuisce quando diminuisce la pressione esterna e viceversa. 

Recentemente trovandomi a Berlino e potendo approfittare dell’ ospi- 
talita del prof. Mangold direttore dell’ Istituto di Fisiologia della Landwirt- 
schaftliche Hochschule, ho avuto occasione di valermi per qualche esperimento 
della cabina a pressione variabile esistente in quell’ Istituto. 

Scopo dei miei esperimenti era quello di riscontrare in migliori condizioni 
le osservazioni precedenti. Infatti quando, come si era fatto prima, si faceva 
variare la pressione esterna portando l’animale da un luogo, situato ad una 
certa altitudine, ad un altro luogo di altitudine diversa l’animale d’esperimento 
veniva sottoposto ad una variazione lenta e progressiva per un intervallo di 
tempo di molte ore; circostanza questa che insieme ad altri inconvenienti 
tecnici presentava quello di permettere che l’animale si adattasse progressi- 
vamente alla variazione mentre essa decorreva. Cosicché nella ipotesi abba- 
stanza verosimile che un meccanismo di adattamento esista, la misura della 
pressione endopleurica eseguita alla fine della traslocazione non pud mettere 
in evidenza che gli effetti della variazione barometrica corretti dal mecca- 
nismo di adattamento. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 24 agosto 1933. 

(2) Ricerche eseguite nel Laboratorio di Fisiologia animale della Scuola Superiore di 
Agricoltura di Berlino. 

(3) M. Camis e G. Lovenzant, Osservaziont sulla pressione endotoracica in svariate 
condizioni barometriche. « L’Ateneo Parmense», 1932, V, n. 4. 
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Il primo quesito che mi proposi era quindi quello di sapere se deter- 
minando rapidamente una variazione della pressione barometrica e misurando 
la pressione endotoracica immediatamente, si osservino in quest’ ultima va- 
riazioni pi considerevoli. Le osservazioni furono fatte sulla pecora e sul 
coniglio. La misura veniva da me fatta nel solito modo introducendo nel 
cavo pleurico una canula connessa con un manometro ad acqua e provvista 
di un rubinetto, che si apre al momento opportuno. 

La cabina era di ampiezza sufficiente da poter contenere l’animale di 
esperimento e due osservatori. Mentre io eseguivo le poche manovre spe- 
rimentali un’altra persona leggeva il manometro tenendo in mano un 
orologio e dettava il valore manometrico ogni 15 secondi. L’andamento della 
pressione nella cabina veniva seguito leggendo un manometro situato nel- 
interno e controllato al di fuori mediante un altro manometro. Colgo 
Yoccasione per ringraziare il dott. prof. Lintzel, aiuto dell’ Istituto, che mi 
coadiuvo eflicacemente nelle mie esperienze. 

Le prime osservazioni confermarono il fatto che abbassandosi la pres- 
sione nell’ambiente esterno la pressione endopleurica diminuisce e diedero 
valori, per queste variazioni, talvolta dello stesso ordine di grandezza di quelli 
precedentemente ottenuti, tanto per il coniglio come per la pecora, ma tal- 
volta notevolmente maggiori. 

Riproduco quasi integralmente un esperimento sopra un coniglio (ani- 
male che si presta pil della pecora o del cane a queste osservazioni) 
afiinché si possa seguire l’andamento delle variazioni della pressione endo- 
pleurica in rapporto con quelle della pressione esterna. Come si vede la pres- 
sione negativa normale, che era in questo animale particolarmente grande, si 
riduce a pochi millimetri e per qualche secondo ad un millimetro acqua quando 
si abbassa di 100 mm. Hg. la pressione esterna in dieci minuti (v. Tabella I). 

Col ritorno alla pressione barometrica normale anche la pressione 
endotoracica negativa aumenta fino al valore normale. L’esperimento qui 
riferito si interruppe a 720 mm. di pressione esterna, ma |’andamento det 
fenomeni non lascia dubbio che anche in questo caso a 760 si sarebbe rag- 
giunto il valore. normale. Quest’ ultimo talvolta si raggiunge anche prima 
di toccare i 760 mm. come accadde ad esempio nell’esperimento del 25 aprile 
(coniglio) in cui si ebbero i dati seguenti ed in cui, come si vede, la diffe- 
renza (16 mm.) non é maggiore di quelle osservate fra Ponte di Legno e 
Parma. 

Pressione bar. esterna 758 660 660 700 710 720 730 740 758 
Pressione endotoracica 29 18.5 13 127 27 «27-29. 28 29 

Nel complesso si osserva che le variazioni della pressione endotoracica 

sono piuttosto irregolari e non sempre raggiungono la importanza della espe- 


rienza del 26 aprile, in cui essa si era ridotta a pochissimi millimetri toc- 
cando per un momento il valore minimo di un millimetro. 


pao paar 


TABELLA I. 


Esperimento 26 aprile 1933. — Coniglio. 


eae Pressione media 
endopleurica Pressione barometrica 
del manometro é Ora 
corretta in mm. aq. in cabina (mm. Hg) 
(pegauiva) (negativa) 
31.5 59 10.50" 760 
29.0 58 
25:5 a7 se Si aspira fino a 670 
11.5 19 10.55 
1255 21 = 
ERG 23 — 
12.5 21 = 
13.0 22 — 
13.5 23 — 
13.5 23 = Costante a 670 
1355 23 — 
12.5 2 _ 
15.5 25 — 
14.5 25 — 
14.0 24 10.58’ 
WES 10 10.59’ 
It.0 18 11.0 Si aspira fino a 620 
8.5 13 = 
4-5 5 — .| 
4:5 5 = 
5-5 ff co Costante a 620 
5-5 7 a 
2.5 I — 
4.5 4 cad / 
eS Il 11.2! Comincia ad entrare aria 
745 II — 640 
6.5 9 taGe 
WS II — 
8.5 13 = 
WS II — 
9:5 15 ra 
9:5 15 — 


9-5 15 11.10° 650 
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Segue: TABELLA I. 


Pressione media 


Lettura 
del endopleurica Pressione barometrica 
el manometro : Ora 
Aes corretta in ae aq. in cabina (mm. Hg.) 
(negativa) 
9-5 15 — 2S 
7°9 Il oe = 
6.5 9 i == 
8.5 13 = = 
8.5 13 — — 
9-5 14 =e ol 
9.5 14 Dieta 660 
9-5 14 == = 
10.5 17 pa pee! 
9.5 15 wes = 
9-5 15 oe ose 670 
9-5 15 _— ake 
10.5 17 — es 
9-5 15 11.20' 680 
13.0 22 — =% 
9-5 15 = ca 
12.0 20 aes = 
13.0 MD) TGS 690 
13.5 23 Ss, pa 
14.5 25 a as 
15.5 27 oo = 
16.5 29 — as 
15.5 27 11.30’ 700 
16.5 29 -- — 
TSa5 27 — =e 
16.5 29 = = 
16.5 29 ae am 
16.5 29 — 710 
1735 31 — — 
19.5 35 ak = 
20.0 36 ORGY 720 


Si interrompe l’esperimento per un’ostruzione della canula. 


Ci & sembrato di poter interpretare questo fatto ammettendo che in 
alcuni animali possono esistere, pil che in altri, condizioni capaci di dare 
effetti simili a quelli di una posizione espiratoria forzata, durante la quale 
~ come é noto, si pud avere una pressione endopleurica nulla o anche po- 
sitiva. Un effetto simile potrebbe essere dato — quando si abbassa la pres- 
sione esterna — dal dilatarsi dei gas contenuti nell’intestino. In tal caso la 
dilatazione dei gas troverebbe ostacolo nelle pareti dell’addome cosi che la 
massa intestinale gonfiata eserciterebbe sul diaframma una pressione che lo 
metterebbe in posizione espiratoria. In ultima analisi gli effetti pi o meno 
grandi dipenderebbero dalla resistenza piu o meno grande delle pareti del- 
l’'addome e percid in massima parte dalla tonicita dei suoi muscoli. 

Ho voluto saggiare questa ipotesi abbassando il tono dei muscoli addo- 
minali per mezzo del cloralio e i risultati dell’esperimento sono riassunti in 
questa tabellina. 


TABELLA II. 


Esperimento del 27 aprile 1933. — Coniglio del peso di Kg. 2.100. 
Iniezione endoperitoneale di 4 cm.3 idrato di cloralio 5 °/o. 


Pressione barometrica 


ji Gale 6 oe 760 670 720 670 670 760 
Pressione endopleurica 
(Hepativa) fumuece cs 24-28 22-24 26-28 28-32 20-24 26-30 
26-30 18-22 26-28 28-32 22-26 26-30 
26-30 20-22 26-28 29-32 18-22 26-30 
26-30 20-22 20-22 
22-24 
N. B. — I valori della pressione endopleurica sono dati con due cifre corrispondenti 


alle oscillazioni manometriche dovute alla ispirazione ed espirazione. 


Risultando da questa evidente che nel coniglio in cui la muscolatura 
addominale ha perduto la sua tonicita in maniera praticamente completa, la 
pressione endopleurica non presenta che piccole variazioni in confronto con 
animale normale si conclude che le variazioni della pressione barometrica 
agiscono sopra la pressione endotoracica perché rigonfiando il contenuto 
gassoso intestinale fanno assumere al diaframma una posizione espiratoria. 

Questa interpretazione del meccanismo del fenomeno di cui si parla 
rende ragione anche delle differenze che si osservano da un animale all’altro, 
dovute probabilmente a differenze del contenuto intestinale e dello stato dei 
muscoli. 
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D’altra parte poiche — per quanto diminuito —- (8 mm. di differenza 
massima) — un certo effetto si pud notare anche in queste circostanze e 
tenendo presente il fatto che un aumento della pressione barometrica pud 
causare un aumento della pressione endopleurica oltre i valori normali, cid 
che non si spiega altrettanto bene col meccanismo addomino-diaframmatico 
Ora esposto, mi riserbo di ricercare se al fenomeno di cui si tratta non pren- 
dano parte altri fattori. 

Resta intanto confermata l’importanza che, particolarmente in deter- 
minate condizioni dell’apparato dirigente, il diminuito valore assoluto della 
pressione endotoracica negativa pud assumere nel rendere difficile il mec- 
canismo respiratorio in organismi soggetti a rapide diminuzioni della pres- 
sione barometrica. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Intorno alla moltiplicazione delle serie che con- 
vergono condizionalamente. Nota 1“? di G. Scorza Dracont, pre- 
sentata dal Socio F. SEVERI. 


In una recente Nota il Miranda da alcuni suoi notevoli teoremi sulla 
convergenza di una serie doppia di Fourier, sommata per diagonali, deduce 
Yelegante risultato: 

I prodotto, secondo Cauchy, delle serie di Fourier di due funziont a va- 
riazione limitata, periodiche di periodo 2% nella variabile x, ¢ sempre conver- 
gente °), 

Mette conto di far vedere come questa proposizione possa anche esser 
dedotta da un teorema di Hardy e Littlewood; tanto pil che, per questa 
via, si riconosce come essa valga qualunque sia il numero delle serie di 
Fourier che si considerano, mentre a tale conseguenza non si pno perve- 
nire applicando successivamente |’enunciato del Miranda perché la proprieta 
in esso supposta per le due serie fattori non si riproduce nella serie pro- 
_dotto (che non é pil una serie di Fourier). 

Colgo loccasione per indicare inoltre un teorema, che non mi risulta 
sia stato gia notato, analogo a quello di Hardy e Littlewood e suggeritomi 
da una dimostrazione che essi hanno data per un caso particolare del loro 
teorema. In una Nota successiva, ne dedurrd una conseguenza per le serie 
con termini a segni alternati. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 31 luglio 1933. 
(2) C. Mrranpa, Sommazione per diagonali delle serie doppie di Fourier {« Atti della 
Reale Accademia dei-Lincei», serie VI, vol. 17, 1933, pp- 803-806]. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 13 


1. — Il teorema di Hardy e Littlewood, cui ho accennato, ¢ il seguente : 

Il prodotto, secondo Cauchy, di un certo numero p di serte numeriche con- 

vergenti & sempre convergente), se il termine di posto n-esimo di ognuna delle 
serie date 6, in modulo, minore di kn—*(k = cost.;n =1,2,+++) @), 

-Un teorema analogo a quello di Miranda, e relativo al prodotto se- 

condo Cauchy delle serie di Fourier dip funzioni a variazione limitata nel- 

Vintervallo o =x 2m, sara quindi stabilito non appena si ricordi che, se 


I 
FJ For Ax bry Aes b2,+*: 


A 


& Ja successione di Fourier di una funzione a variazione limitata nell’in- 
tervallo 0.== x = 2 7, riésce 


k G) 
n 


ae 
[Be eo | Oe (k = cost.;2 =1,2,-+:) 
e che quindi per ogni x(=0 e =—27) 


k k 
|an cos nx + b, sen nx| < 2— = 4 — 
nN ih Spi 


> 


di guisa che basta supporre k tanto grande che sia inoltre |a.|< 8k, perche 
il termine di posto (7 + 1)-esimo della serie convergente “) 


Ieee 


I 
5 Co D (an cos nx + bn sen nx) 


sia, in modulo, minore di 


4 (i ==.0 yE nes > 6). 

(1) Vale a dire: il prodotto di due di queste serie da una serie convergente atta a 
esser moltiplicata per una terza delle serie date; e cosi via. 

(2) G. H. Harpy e J. E. Lirrtewoop, Contributions to the arithmetic theory of series. 
[« Proceedings of the London Mathematical Society», serie II, vol. 11, 1912-1913, 
pp. 411-478], p. 464. 

Nel caso p= 2 il teorema era stato gia dato da Harpy in The multiplication of 
conditionally convergent series [Ibid., serie II, vol. 6, 1908, pp. 410-424], p. 414. 

Il teorema é valido sia nel campo reale che nel complesso; non é essenzialmente 
restrittivo mantenersi nel campo reale, come per semplicita faremo. 

(3) Cfr. L. TongLit, Serie trigonometriche [Zanichelli, Bologna, 1928], p. 75 e 222. 

(4) L. Tonext, loc. cit. nota prec., p. 284. 

(5) L’idea di ricondurre a quello delle serie numeriche, per le quali sia |nan| << k 
se dn ne é il termine generale, lo studio delle serie di Fourtr delle funzioni a variazione 
limitata, non é nuova. 

Con particolare riguardo al problema della convergenza, vedi: LrrrLEwoop, The 
converse of Abel’s theorem on power series [« Proceedings of the London Mathematical 


2. - Mi propongo ora di dimostrare che: 
Se le due serie numeriche 


ay ta,t--- , b+5,+--- 


convergono e sono assolutamente sommabili secondo un metodo di Borel d’ordine 


opportuno; se é 


OE ect eae C5 nh as, 


n 


On 
nN 


[an] < 


dove Or, @2,°°+3 YVr,V2,°°* Sono due successioni di numeri positivi tali che sia 


Qi 
I RES. pu 


quando n—> + co e per g=1,2,--- allora converge anche la serie 


Cy = Cs +t°°°, 


ove 


Cn = Abn +--+ tay dy. 


Evidentemente non é restrittivo supporre (come noi faremo) che le 
due successioni 9; ,2,°*+3%:,%2,°°-+ Siano non decrescenti “). 


Society », serie II, vol. 9, 1911, pp. 434-448], p. 436 e 446; Harpy, Theorems relating 
to the summability and convergenz of slowly oscillating series (Ibid. serie II, vol. 8, 1910, 
pp. 301-320], p. 308. 

(1) Intendo servirmi della terminologia usata da G. SANNIA in Serie assolutamente som- 
mabili col metodo di Borel generalizzato [« Atti della Reale Accademia di Torino »], vol. 46, 
1920-1921, pp. 34-40]. In conformita di cid, una serie assolutamente sommabile col me- 
todo di Borer d’ordine r sara detta AS(B,7r). 

Si noti che la seconda delle uguaglianze contenuta nella (2) a p. 34 della Nota di 
SANNIA citata é valida solo se r<o, che del resto é il solo caso in cui essa venga effet- 
tivamente adoperata. Nella penultima riga del testo della stessa pagina bisogna poi leg- 
gere r >O invece di r<o. 

(2) P. es. si pud porre gn = bx = logn-+c, con ¢= cost. > 0. 

(3) Supponiamo infatti che la g:,@2,--+ non sia tale, e indichiamo con 9» il mag- 
giore dei numeri @1,:-:, Qn. Sara allora 


= = = = m 
—I —t1 —1 
OrSQ2<°*- 3 wlan[<qge 3 pin *=ol n=], m a (q-=-1, 2,°+*) 


dove m dipende da » e non supera n; di guisa che, scelto per ogni x il pit piccolo degli m 
per cui l’eguaglianza precedente é valida, se & m—> + 00 quando n—> + on, riesce 


m os : 
o!,-m *—>o (per »—> + 00) € — =I; se m non tende all’infinito per »—>-+ oo (e 
n 
; ; m 
quindi é funzione limitata, perché non decrescente, di 1), riesce peso (per 2 —> + 00) 


re F aes ee ws : sal —I : 
e o!-m* si mantiene limitato con m. Indi € in ogni caso pie n *"—>O, per n—>-+ 00; 


e la successione 1 , @2,°** pud esser sostituita dalla successione non decrescente gr, 2,°°° 
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Cid posto, se a; + dz +-++,01 + b, + +++ sono, rispettivamente, AS 
(B,r) ed AS(B,s) — di guisa che r ed s sono per definizione interi rela- 
tivi - la seriec, +c, +--+ éalmeno AS (B, — 1), dovet = |r| + |s| +1. 


Indi, se poniamo 
Cp St S44, = 0 > Cn tit: = Cn (HS TDS 2) 


la serie ¢; +2, +--- ¢ AS(B,1)®. 


Inoltre eé 


|en| =| a Dy + dabei tere tah + ands |= 


Det MB aie p2 ee 


n Os Sip 1 ——— ee 


n—tI m—1 2° 4M 
di qui e da 


I I I [ I as on 


segue facilmente 


) I I 2 
[nl =oa : Pn Yn ( ae, ++ t)eZot Dn , 
I I 
dove h, =1 +— +---+—- 
2 n 
Ma, come é noto, riesce 
bn 
log n 


per n—> + 0oG); indi se ne poniamo 


Xn = 2On Vn Dn ; 
riesce 
hn 


Jenl= 


(1) Sannta, loc. cit., p. 36. 

(2) Ibidem. Il teorema cui si fa ricorso nel testo é il teorema IVa che nella Nota 
citata non € enunciato esplicitamente ma € ricordato come l’analogo del teorema IV del- 
* Valtra Nota di Sannia: Nuovo metodo di sommazione delle serie: estensione del metodo di 
Borel [« Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo», t. 42, 1917, pp. 303-322], 
p. 316. 

(3) Cfr. E. CesAro, Corso di Analisi algebrica (Bocca, Torino, 1894], p. 147. 
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e dalla 


nN WL 


ul 
nN nN , 


segue, per le ipotesi fatte, 


soma Ae 
% | — = BS a 
Poe a (¢=152,++*)s 
In particolare é 
(3) oO = lim Vn -|\cn| = lim Yn 6 
Pare n—>+ol : 


e quindi 


lim Vm \im| = lim Jn +itile|=o, 
m—>-+ CO n—>+ 00 


la determinazione delle radici quadrate essendo quella positiva. 

Da questa relazione e dalla sommabilita (assoluta) col metodo di Borel 
dordine 1 segue allora, in virth di un noto teorema, la convergenza della 
serie €¢; + ¢, +--- e quindi della serie c, +c, +--+ ©), 


3. — Nel ragionamento svolto é implicitamente dimostrato che le pro- 
prieta delle serie fattori su cui esso si basa si ritrovano nella serie prodotto; 
quindi: 

Sussiste un teorema analogo a quello enunciato e valido per il prodotto se- 
condo Cauchy di un numero qualunque di serie. 


Osservazione. — Nel ragionamento svolto ¢ anche implicito che per la 
validita del teorema del n. 2, basta che le (1) siano soddisfatte per g = 6 (allora 
iataitis ia (2) re valida per g<—=2 e quindi ¢ yera anche la (3) écc.); ma 
in questo caso non si pud enunciare un teorema analogo al precedente. 


(1) Harpy e Lirrtewoop, The relations between Borel’s and Cesaro’s methods of sum- 
mation [« Proceedings of the London Mathematical Society», serie II, vol. 11, 1912- 
1913, pp. 1-16], p. 4; Theorems concerning the summability of series by Borel’s exponential 
method [«Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo», t. 41, 1916, pp. 36-53]. 
Nella deduzione si dovra tener presente che le serie sommabili col metodo di Boret d’or- 
dine 1, secondo SANNIA, sono le serie sommabili (B), secondo Harpy e LirrLEwoop; si 
cfr. la Nota di SANNIA citata per seconda. 

Volendo, si riconosce facilmente con un ragionamento analogo a quello svolto nel 

166600 168800 . 
testo che anche la convergenza di SY ane DY bn & conseguenza delle altre ipotesi fatte. 


n nN 
(2) Si confronti questo ragionamento con quello contenuto nel n. 13 del primo dei 
lavori citati nella Nota precedente. 
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Matematica. — Sw qualche problema di sommazione dt serie 


divergenti. Nota di U. Broce, presentata dal Socio S. Pin- 
CHERLE. 


Si vede immediatamente, che 


jn oo " t 
a 
(G PZ a oi A Ao iI 
©O jn oO th 
et > 1)" dn in > Ee 1) A? a, 7 
“==0 . h=o e 


e che il raggio di convergenza delle serie dei secondi membri &@ uguale a 
IL 


quello di Sa, — 


i? ; Sond aa ees 
ae Se ne deduce, se P(x) € un polinomio di grado r in x 


co n is b 
SP =e SHPO) =eP.O 
2=0 . h=o0 : 


eo n a hb 
TOmrP@M p= Pew aro) =k O 


dove P, (#) , P. (4) sono polinomi di grado r in t, di coefficienti interi se 
ee. I Agee 

lo sono quelli di P (x): ar O* é infatti un numero intero o, se h>>n, 

lo zero. 


Poiché |’ integrale 


- a 
i (a Santas s+) 
oO 


definisce, ove converga, la somma generalizzata nel senso di Borel (la 
«somma (B) ») della serie a + a; + +++, che nel caso supposto si dice 


«sommabile (B) », ed ha come somma, ove converga, la somma (B), se 
ne deduce che la serie 


B(0) Pt) at 2) ae 


(1) Pervenuta al]’Accademia il 6 settembre 1933. 


divergente qualunque sia il polinomio P(x), & sommabile (B) ed ha la 


somma (B) 
| et Pa) ats 


Ove poi sia . 
Aan = (—1)"P (x + nr) 


si trova essere 


foPe-vrad + ++) dt = 


ATR 
PETE +(— 1) — 


PG BAP 
Z 


22 
la somma (B) della serie 

P(x) —P(*+1)+-:: 
soluzione dell’equazione funzionale 


F(x) + F(x +1) =P (a). 
Pit generalmente, se 


an = (— 1)" 9(x +7) 


e p(x) é una funzione reale o complessa della variabile reale x, continua 
se x =b, o una funzione analitica della variabile complessa x, la somma (B) 
della serie p(x) —9(x +1) +--+, ove esiste e sia integrabile termine 
a termine 


eee ee ee 


DA 23 
definisce una soluzione dell’equazione 
(A:) F(x +1) + F(x) =9(x) 


che gode delle proprieta 
a) di coincidere colla somma della serie p(x) —9(* +1) +°+)5 
ove tale somma esista; 
b) di essere un polinomio, se p(x) lo e. 
Ove poi sia 


egy ee) eS) Ato (x) =Ao (AS (x) (w=1,25°°*) 
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e sia legittima I’ integrazione termine a termine 


5=0 


Plc Tr) oA? (3): r) Cb a= > (— 1) 5 AS 9 @) 


€ soluzione di 


(A) | E@ta) Se P@ ew). 


La trasformazione wx =z riconduce immediatamente l’equazione (A) 
alla forma (A,). Alla soluzione ottenuta (alla determinazione cioé di quella 
che col Norlund chiamiamo somma alternata di @ (x)), perviene il Nérlund 
applicando la trasformazione di Eulero alla serie 


co 


»3 ees 1) ep (x + 5), 


s=0 


supposta convergente se o=p< 1, e determinando 


CO 
lim > (— 1) e°9 (x +50): 
e>1 s=o 
il cammino seguito qui permette di prescindere dall’ipotesi non necessaria 
della convergenza nell’ intervallo o=p<1™, 
Il risultato ottenuto & caso particolare di un altro. Ove A; , Az ,+++,Ap==0 
siano costanti, e 
I 


te A, PoP A, 


= % — art + & #— ++, 


la serie 


op (x)—a,p(x +1)+-:- 


é soluzione, ove converga, di 
HC od) Dg stk Cees Dea ast CCS men C7, 
cosi come, ove sia legittima lintegrazione termine a termine, lo ¢ 


o@)=[ o*(m9@—ae@+ D4 + 


{2 
aorcr +-+)al 


+09 (8 +2) 5 — +++) (1 ++ 
= [ (we) + F(me@)—ae@ +0) + 


(1) Cfr. N. E. Nortunp, Vorlesungen iiber Differenzenrechnung, pp. 252-254. 


rp PAO ae 
to (ne@)—(7)m eo + 1) +a.9(¢ +2) + --)al 


— HP (%) a Ap (x) + P(X) Ate 
2 


De ’ 
2 
at\2e@ (x) +(3 ) Aa, - At (x) +(x) A? a 
+ 
23 
E infatti 


B(x +p) +A, O(% +p—1)+--- +A, O(%) = 
I 


=Ayne(s)(S + ot: )te@+n[Aa(—Z(1)— 


Dae 


(7 £(3)—--)4aa(f+ bo) 060. 


Condizione necessaria e sufhciente perche ®(x) goda della proprieta b), e 
cio€ sia un polinomio se g(x) lo é, ¢ che a partire di un certo valore di h, 
e qualungue sia s, sia 


AP as = 0 


e cioé che sia a: = p(s), dove p(x) é un polinomio in x. 
La condizione non é soddisfatta, se 


as = (— 1) 


os) +(7 )e@+N+e@+2) 
ro H+ 


23 


0 (= 2 th JOBRICE: ot 


: os) +(T)e@+ peal asra gas pe . 


é la somma (B), nel caso supposto, delle serie 
e@) tet) te 
e soluzione pertanto dell’equazione 
Ga) Gy =o Os 


non soluzione principale, nel senso di Nérlund, poiché¢ non gode della 


proprieta 5). 
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La definizione di somma generalizzata 


(1) Lat Ee +a)tH (tot (Fa +a) +o 
della serie 


Ag ta; + az tees, 


alla quale siamo pervenuti, non é se non la definizione euleriana che sotto 


la forma 
I 


Lt Slots) +H (0 +(7)s +5) + a 


2 
solo differisce in quanto alle somme parziali 
So= Ae » Sp Agta, 4° Sp do + Op ez, 


sono sostituiti gli elementi ao ,4;,a,,+-~- della serie. Essa appare suscettibile 
di una immediata generalizzazione. 

Basta infatti supporre u =o perché dall’integrale di Borel, che puo 
scriversi 


/ 6491 ag + Bot + a;) = p(w + (7 an + a.) oF a 


possa dedursi, ove sia legittima l’integrazione termine a termine, 


(2) Tea + pay oe ta) + 


I 2 
+ apap (ow + (Fanta) +o 


Al valore 1 di u corrisponde la (1), mentre w= 3,7,15,--+ danno il ri- 

sultato al quale si perviene applicando 2,3,+--+ volte l’algoritmo (1). 
L’esempio 

(3) DO Ree "E 


dove « >>0, dimostra che possono venire attribuiti ad w valori diversi 

da 1,3,7,+:++ € non interi, e che ad un aumento di  pud corrispondere 

una maggiore efficacia della (2), che fornisce, se u =a, la somma gene- 
I 

I1+«¢@ 


Sullo studio della (2) ci proponiamo di ritornare altrove. 


ralizzata 


della (3), qualunque sia « > 0. 


Matematica (Calcolo delle Probabilita). — La legge de 
grandi numeri nel caso dei numeri aleatori equivalent. Nota™ di 
B. bE Finetti, presentata dal Socio G. CasTELNUOVO. 


Sia X,,X.,°°*, Xn,°** una successione di numeri aleatori equiva- 
lenti, nel senso spiegato nella Nota precedente ©), di cui proseguiamo la nu- 
merazione. Dimostriamo che sussistono, come affermato, la legge dei grandi 
numeri e la legge forte dei grandi numeri, e che la legge di probabilita 


5 LR I 
(funzione di ripartizione) ®, (§) di Yu = = OR +X, +>. X,), della 
media aritmetica cioé di m fra i numeri aleatori equivalenti X;, tende a 


una legge limite ® (). 


3. Consideriamo la differenza 


I 


Ynig— Yn eae: 


(X, + Xe) + Xe t Rng toes + Xn) — 
——(Xi+X.+ ia $+ Xn) = apg Kats t Ket abiors + Kate) = 


JE see case x KS sige x 3 
aan. 23 i fees): 


essa ha naturalmente speranza matematica nulla S@(Y,,,— Yn) =0, e 
per lo scostamento quadratico medio o si ha 


n+q 
I 
oe = NT (Yn+9— Yn) = (n + 4)? 26 c; NW OS Xj) 
con ¢;=—g/n per ian e c:=1 per i>m, da cui, contando le coppie 


dei diversi tipi possibili e semplificando, 
a H = 
o AD) (U2 — M2). 


(1) Pervenuta all’Accademia il 9 agosto 1933. 

(2) Classi di numeri aleatori equivalenti, questi « Rendiconti», n. 3-4, sez. VI, 1933, 
pp. 107-110. 

(3) Ricordiamo che, trattandosi di numeri aleatori equivalenti, la media di n generict 
tra essi ha sempre la medesima funzione di ripartizione Ox (E); considerare i primi m tra 
gli Xz non costituisce che un’inessenziale semplificazione di scrittura. 


Tale formula ¢ sempre valida se w, ¢ finito, ossia se i numeri aleatori 
X; hanno finito lo scostamento quadratico medio, essendo in tal caso a for- 
tiori finito m,, che ¢ per proprieta note =yp,. Per la disuguaglianza di 
Bienaym é—Tchebycheff ne segue che, fissati comunque ¢ e 9,. si puo in tal 
caso fissare 1 abbastanza grande perché, comunque grande sia q, la diffe- 
renza | Y,— Y,4,| sia inferiore ad ¢ a meno di casi di probabilita <0. 
Ossia: nel caso considerato sussisle la legge det grandi numeri. 

Cid basta a dimostrare, estendendo a questo caso il procedimento del 
Khintchine ®, che Ja legge di probabilita ©, (€) di Y, tende a una legge 
limite ®(€) per 7—> co; indichiamo infatti con ®’ (€) e ®” (&) rispettiva- 
mente il minimo e i] massimo limite di ®, (€) per 1 oo, e, fissati e e 0 
ad arbitrio, scegliamo n in modo che contemporaneamente 

r) sia DM, (§E+e)< @M E+e)+6,€ 
2) si abbia, qualunque sia g, probabilita muinore di @ che risulti 
Nate Vg te =o 

Osserviamo poi che per avere Y,;,=€ bisogna necessariamente che 
o sia Yn = & + € oppure | Yn — Y,4,| >>¢; la probabilita ®, , ,(€) di avere 
Yntg<§ © quindi, per il teorema delle probabilita totali, uguale o minore 
(essendo le due eventualita compatibili) alla somma della probabilita ®, (€+e) 
che Y, =€-+€ e della probabilita p, che | Yn— Y,4,|>>e. Per le con- 


dizioni poste si ha quindi 
®..,0=0, E+) +p <[O Ete) +0) +6=0 Ete) +26 


da cui 
Oo (6) = rae ita o,()=PVE+e+26 , &'@=0'€E+ 0), 


e quindi 


©’) = 0 @) =O) 


(salvo per i punti di discontinuita, ove il valore di ®(&) é inessenziale). 

Rimane cosi dimostrato che ®, (€)—>@(€), e ne consegue per il 
teorema fondamentale del metodo dei momenti che m,,mm,,+++,mn-++ 
sono i momenti della legge ® (&): 


my, = i abd @ (&). 


E interessante osservare che la legge ® degenera e la_probabilita si 
concentra tutta nel punto § = m, quando e sol quando i numeri aleatori X; 
non sono correlati: € questa infatti la condizione necessaria e sufficiente 
perche m, = m;. Usando la terminologia di Cantelli, cid significa che la 


(1) Sur les classes @événements equivalents, « Maremarayeckuit cOopunk », t. 39, 1053, 0093.25 


non—correlazione & condizione necessaria e sufficiente perch? la media di n 
numeri aleatori equivalenti tenda a un valore costante nel senso del calcolo 
della probabilita, e che detto valore é in tal caso m,. 


4. Non solo sussiste, nel caso considerato, la legge dei grandi numeri, 
ma-anche la legge forte dei grandi numeri. Vale cioé il teorema seguente: 
fissati comunque piccoli e ¢ @, si pud scegliere N in modo che, per ogni n >N 
e per m comunque grande, risulti <0 la probabilita che per almeno un numero 
GA 5.2), 21 Jut sia. | Va Yaa; | >. 

Si potrebbe cercare la dimostrazione calcolando n? 9% (Yn —- Yn4,)4 
e dimostrando che tale valore ¢ uniformemente limitato rispetto a q per 
m—>co, ma i calcoli sarebbero alquanto laboriosi, seppure elementari, e il 
tisultato rimarrebbe stabilito sotto condizioni inutilmente restrittive (esi- 
stenza del momento di quart’ordine). Bastano invece le condizioni prece- 
denti (esistenza del momento secondo) per assicurare la convergenza forte, 
come mostra il ragionamento che segue (applicato dal Khintchine ‘) al caso 
di una successione di eventi, dove perd basta la prima meta). 

Perché per nessun numero g =1,2,+--,m sia | Y,—Yn4,|>>eé 


€ 
certamente sufficiente che sia peipre ea ogni qualvolta 


1) he k siano numeri quadrati compresi tra n ed n + m (pit quello 
immediatamente precedente ad 7), e 
2) ogni qualvolta 4 sia un tale numero quadrato, e k sia compreso 
tra esso e il successivo. 
Detti infatti h e k il massimo quadrato non maggiore di 7 e rispetti- 
vamente di n+ q, si ha allora ovviamente 


| Yun— Yn+q| =|Yn—Y,| +|Y,— Y;| +] ¥i— Yess |/<3 > = 8. 
Da = 


MN (Yn4,— Yn)? = GE) (u2 — m2) 


si ha per la disuguaglianza di Bienaymé—Tchebycheff che la probabilita della 
disuguaglianza 
Yee g— Yn | >e 
é minore di 
[2 — Ma q U2 — MM, 


e? n(n + i ne? 


Siano s?,(s + 1)?,--:,(s +d)? i numeri quadrati che interessano 


(t?@=n<(6+1)?,6+42Hn+q<64+4+1)*); perch per he k 


(1) Remarques sur les suites d’événements obéissant a la loi des grands nombres, « Mate- 
MaTHuecknit COopHuk», t. 39, n. 3, 1932. 
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appartenenti a tale insieme di indici sia sempre Pi tenet sah basta evi- 


dentemente che sia | Y; — Yr | <> per b= s?, 641) ,°2*5 6 at) 


e k = (s +d); la probabilita di questa circostanza &, per il teorema delle 
probabilita totali, minore di 


Y.—m, [I I I U2 — mM, 
£0) Sep AP Saee Snl SS ere R 
Gee le | Chie 2 Ga elena 
(oe) 
dove R(s) = > i-? @ il resto delle serie convergente » ag 


Passiamo al secondo caso: sia ora h=(s +c)? (O=c=d) e (S+¢/7<— 
<k<(s +c +1)?; poniamo k=h+r,eavremo ocr=—2(s+¢). 


La probabilita che sia | Ys— Y,4,| Se é minore di 


b, — Mz r 5 ile 7 


aay FOE 7 CPC CEP FT 


e quindi la probabilita che detta relazione sia soddisfatta per almeno uno 
dei valori r =1,2,--+,2(s +0) € non maggiore di 
eh CS ¢ 


(sob 0)* (2/325 oa Ga) rae 


— Mm, ‘ 2(s+c) es — M2 
<GEocy 7o + GEE AGF SI CEO EY 


= 


finalmente, la probabilitt che si abbia almeno uno sbalzo 
€ 
i Ge ea) os 


in almeno uno degli intervalli da s2.a (s + 1)?, da (s + 1)? a G+ 2)?,-+:, 
da (s + dy a (s+d-+1)?, € non maggiore di 


eC ec) PS we 4 (Us — ms) 
car Ce oP cea 


La probabilita che per almeno uno dei numeri g = 1,2,++-,m Sia 
| Yn —Yn+,_|>>e é, concludendo, minore di 


—m 5 ee 4 BP are ere 5 
(2m) RO Gee +i |= Ee —m RO, 
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espressione che puod rendersi piccola a piacere pur di fissare N (e con cid s) 
suficentemente grande. 

Osserviamo in particolare che, nel caso della non-correlazione, Y, 
tende quindi a m, nel senso del calcolo delle probabilita in modo forte. 

In altra Nota a seguito della presente tratteremo di qualche proprieta 
dipendente dall’altra utile circostanza relativa ai numeri aleatori equivalenti: 
quella cioé di dar luogo ad eventi equivalenti quando ci si limiti a consi- 
derare se il numero X; soddisfa o non soddisfa una certa qualsiasi limita- 
zione. 


Matematica. — Swi polinomii di Bernoulli e di Eulero. Nota 
di Maria Crprario, presentata“ dal Socio G. Fusint. 


In una Nota precedente ® si sono ricavate molte delle formule rela- 
tive ai numeri B, di Bernoulli, ai numeri E, di Eulero, ai coefficienti C, 
delle tangenti, e ai numeri D, considerando i numeri stessi come coeffi- 
cienti delle serie: 


t ip 2 a 
(A) (4) pS SCE = Xn Ba ? (B) A(t) ~ gat ae: = park GF, rae 

2t tt 2 jn 
(C) p(t) — et ——e—! — La DF nl 5 (D) y(t) = e + e—! — De; E; mA . 


Collo stesso metodo ci proponiamo qui di studiare i polinomii B, (x) 
di Bernoulli e i polinomii E, (x) di Eulero definendo tali polinomii come 
i coefficienti degli sviluppi in serie %): 


t ex? 
e’ —I 


2 ex! 


e+ 


(E) O(«,)= 


1? tt 
= Dae By €3) ah 5 (F) T(x ) t) = = phe En(x) iat 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(2) M. Crprario, Sui numeri di Bernoulli e di Eulero, in questi stessi « Rendiconti». 

(3) Non tutti gli autori con le notazioni By (x) ed En(x) indicano la stessa succes- 
sione di polinomii; per le varie definizioni dei polinomii By(x) v. MAmsrIANI, Saggio di 
una nuova trattazione det numeri e det polinomii di Bernoulli e di Eulero, « Memorie della 
R. Acc. d’ Italia », Classe di Scienze, vol. III, Mat. n. 4 (1932), p. 28 nota (1). I polinomii 
By (x) ed En(x), definiti dalle (E) ed (F) sono gli stessi che nel NorLuND, Mémoire sur 
les polynomes de Bernoulli, « Acta math. », to. 43, 1920, p. 121-196; v. su questo argo- 
mento p. 121-144. Le serie (E) ed (F) sono date rispettivamente a p. 183 form. (17) e 
a p. 184 form. (18) per polinomii pitii generali di quelli studiati nella presente Nota. 
V. pure NorLunD, Vorlesungen tiber Differenzenrechnung, Springer, Berlin, 1924, Zweites 
Kapitel: Die Bernoullischen und Eulerschen Polynome, p. 17-36. Per miaggiori indicazioni 
bibliografiche v. le opere elencate nella mia Nota precedentemente citata. Le definizioni 
del Nérlund sono seguite pure dal Mamsriant (loc. cit.) e dal René LaGrance, Mémoire 
sur les suites de polynomes, « Acta math.», to. 51 (1928), p. 201-309. 
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di cui la prima converge per |t|<<( 27, la seconda per |t|<( 7; suppor- 
remo nel seguito che 1 sia tale che tutte le serie che compaiono nelle for- 
mule convergano (per le condizioni di convergenza delle serie (A), (B), 
(C),(D) v. il mio lavoro citato sopra). Si dimostrano facilmente le se- 
guenti identita : 


(1) O(x,1) = eles (ns) 00,1 = 9); 
(2) #0, =9(); G) ¥@.Q=ea(S]s 
Gm) ¥(0,) =a(=)s (4) 00,1) =e) +45 


6) ®©—1,)=eQ—t's (6) ¥G,9=a(—5)s 


() FOr a2 —aA(Z)s 0) ASP =106,9; 
6) =)_iwe,a; (10) PCD = free) +9): 
(1) DG ee eee 


(12) O11 —x,t) =O(«,—?); (13) OE (Cree 5 


2 


a4 o@naLNa(E); (4m) (Z,1)=4()s 


ay vonad)o(L);  asny ¥(E,1)=4(4); 


2 
(16) O(x OY) =e) O@+y,1); 
(17) Fo.) ¥O.) =a(5) 86 +458); 


(18) O(x,) O(y,) = O(x by A) 210 Ge poy eee) 8 
hte 9) OO ys 


(9) ¥@ FO.) 2 FF) ae py — HE 49,0) 


(1) La (11) @ cttenuta dalla (2) derivando m volte e poi moltiplicando per e*t. 
(2) Si tiene conto qui della formula ?(f) = 9(t) —t@(‘) — tg’ (t) (v. la mia Nota 
gia citata, form. (9)). 
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(20) ON ¥O.) = 0( FY, a1); 


m—t 


text m—tr1 5 ci xt 
(21) 2 o(v+5, ‘=z Be eee = = no(ms,4); 


t 
—1&% 


ema tT 


oes m—t rt 


(22) Pony @(x 4 1)=; ber! 3 (yes = 


pe I t : 
a == 5 a eae : S (m pari) ; 
I aa e™ 
m—I 2 etx m—r! 
(23) = Crees ¥ (x + +) 22 TC 1) Se 
re 2e'x -=W [ms ) =) (m dispar) ; 
r+e™ 


(24) = ae emt —— J = = Cen O(m ,t) — (2) 


t 


m=O e? — I 


(24 bis) » Qa SULT SG ee 1) = Sees 1) = (1) 


r=! t 


Se m ,t)—@()]; 


(25) >» (— 1)? pa ee a . )+ CU" wv (m,0); 


T+ ¢ ; 
ee eee er 
ce = (0 (2st *,21)— AOE 
ee ¢! es = : (— Dd ee 21) tk TOE 


Y 
(28) O(c +1,)—O(x,)=te*; (29) eames ot) oe. 


(1) Si ha infatti ep(— 4) = 9() ¢t. 
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5 2 Oe —— 


©O n 
Supponendo di sviluppare in serie di potenze della forma > an il 


primo e l’ultimo membro delle identita precedenti e di uguagliare i coefh- 


n 


Ren Am aati ; ; 
cienti di — si trovano immediatamente le formule che seguono “). 
n!} 


(’) Ba(x) = mae By eo Bole) =) (1'tis) Bu(o) = Bn 


(per n dispari maggiore di uno ¢ dunque B,(0) = 0). 


n 


@') (7) A BG) 2” = Bas 


r=0 


G) BOS ZS" B=); G's) BO=F 


(¢ dunque E,(0) =o per pari non nullo). 


(4') Ba(t)=Bn(m>>1) (dunque per n dispari B»(1) = 0); 
4) BQ@)=B+1=—; 65’) Ba(—1) = Be +(Co1yn 


, er 
(6°) Exn(1) =(— 1)" ms (dunque E, (1) = 0 per pari non nullo). 


G) mean oe (3'), -B, @) = 2 Be); 


Qn 


(9') E,(x)=nE,_,(x), e in generale: 


(8”) i Pn @) _ =n(n— I) -(n —rt 1) Beets) : 
a at Eats 
(9) he Di = n(n—1)+-+(n—r-+r)E,_,(x). 


Si pud dunque porre: 


Ce), Bu(x +b) = DE By (x) br 
(9) En(x + hb) = > & E,—,(x) hr; 


(1) Ogni formula é distinta collo stesso numero, munito di apice, con cui é nume- 
? 
rata lidentita tra serie da cui deriva. 


sae ge 
(10) Basie) = *Ba(s) + 3 (") Byres 

(a) 3("\ nn = yea Bass: 

(2!) BO) =) Bs (3!) Ex(@— 9) = (— Ea) 
(4) Bo = EC (*—S) 5 Gate) Bot) = 2s, 
(5) E@=B(NE(s—L) 5 astm) B(E)= 5s 
Aires) | cro" ya des 

6) 3 (*) BG) BO) = B(")BB.& +9); 

G7) S(*E@E_O)= BSE +9) 
C19) B(7)Bs¢ 


By (x) B,—,(y) = (1— 12) Ba (x + y) + n(x+y—1) Bes (* + 9)5 


(9) ¥ (")E-C)E 6) = 2B @ +9) 26 + — DEG + ys 


(20') > (7) BG) En() = 2B, (=F), 

(a) Se 

(22') CBs + FS) TEE (mx) (om pari) 
03’) pene: («+ Z) = m-*Ex (ms) (om dispar), 


Ponendo m= 2 e - al posto di x nelle (21’) e (22’) si ha: 


(3) +06) aancos Za E!)-m(2] Btn 


SSS LAP) 


da cui segue: 


Ey —1 (x) as 2 B. (x) — 2" B, (>) (1) 


yn me B, +1 (m#) — Bays _ 


(24') Sn == I* + 2% + oe + (mM—I Pane 


n 
n mrt 
= >| Eee ; 


i ar a 


B+: —Bepx(—™) _ 
mae 


Sica 


(24'tis) I? -- Qn + eoce + mr = —— (— 1)” 


repeal 


C, 
(25’) >. = I —20 + 3m — ee + (— 1)"—?(m—1)" = ine ate 


id (— Dats (m) _ 1) S i GC; ae Ce 


or+ ant? 


r=o0o 


(26:) RD = 1” + 3 as tae acts Ci 1)" = 


I 2m =- I ie n 2a'mtt 
a el Bis ee | 5 e= DS 
TCs) Goa cine ate be ee 


(27) 0, = LN ares WM tr + (— 1)" (20 = 1)" = 


= E [trang (OE) +B] = 


> 


= +|C jis ape > (") ibe 2" mr 7 E,| (2), 


(28’) ABa(%) = BiG FE 1) — Bryer"; 


En (x ++ I) se E, (a) = xn 
2 


(29’) VEn (x) a 


(1) Per le formule precedenti cfr., p. es., i] NORLUND, loc. cit.; le relazioni stesse 
sono ottenute dal Nérlund mediante il calcolo delle differenze e il calcolo simbolico con 
metodi che riescono pitt complicati di quello tenuto nel presente lavoro. I] MAmBRIANI, 
loc, cit., ritrova molte delle formule precedenti mediante la sua algebra delle successioni, 
introducendo cosi un simbolismo nuovo. Cio rende il suo metodo pitt complicato di quello 
seguito qui. 

(2) L’applicazione dei polinomii By(~) ed Ex(x) al calcolo delle somme Sy, Zn, 
Tn,@n € fatta in molti degli autori, che si sono occupati dell’argomento (cfr. la biblio- 
grafia neila mia Nota gia citata). 


Le (28’) e (29’) sono le formule fondamentali nelle applicazioni dei 
polinomii B,(x) ed E,(x) al calcolo delle differenze “), Confrontando le le (28’) 
e (29') colle (8’’) e (9’’) in cui si ponga b= 1, si trova: 


B, (x) + ies (4) + e+ G i .) Dyess ee i Ki Nes 
2En (x) +(T)E—:@) 4+ see +E, (x) = 2x, 


che possono servire come formule di ricorrenza per calcolare i polinomii 


Bn(x) ed E,(x). 


n n n (r) 
Se p(x) = > a,x", il polinomio f(x)= > a,Br(x)= > mae B(x) 
soddisfa la Af (x) = @’(x). Ne segue facilmente: 


(30) f@+ = Ze Oe, 
e applicando A ai due membri della (30): 

ge th = yagi), 
che e la formula sommatoria di Eulero—MacLaurin. 


Per h =.0:.0' (x) = > ee Ag (x), da cui 


, , , . By 
PO dae ae = Die (PO) — 90). 
Dalla (30) scambiando x con / e poi facendo ) =o si ottiene: 


9 (x) = > BAS) A 90 (0). 


La soluzione dell’equazione: 
; bi L oe”) op) 
VIG=2@) & [= Zeb O=ZOPEC, 


(1) Per tale applicazione al Calcolo delle differenze, v. per es., NORLUND, loc. cit.; 
MamBriANl, loc. cit.; Crsaro, Elementi di calcolo infinitesimale, Napoli, 1905, p. 114-128 
€ 512-515. 

(2) CESARO, loc. cit., p. 120. 


che si pud anche scrivere nella forma f(x) = > ox — s\n come 


si vede facilmente. Con semplice calcolo segue: 


G1 fe+=SPOEW oper bo: = Pwo. 


Applicando loperazione V ai due membri della (31) si trova: 
© E,(h 
o(x+h)y= ya EO) Vein (x) cs 


che @ la formula sommatoria di Boole. Da questa mutando x con h e fa- 
cendo h = 0 segue: 


9(x) = 3 = a 9 (0). 


Abbiamo cosi ritrovate molte delle principali formule relative ai poli- 
nomii B,(x) ed En(x); collo stesso metodo, partendo cioé da identita tra 
serie, se ne potrebbero ottenere numerose altre, e cio con un procedimento, 
che, come risulta da quanto precede, riesce molto semplice. 

In un prossimo lavoro studieremo collo stesso metodo le varie gene- 
ralizzazioni dei numeri Bn, C,,Dn, En e dei polinomii Bn(x), En (x). 


Meccanica. — La statica dei galleggianti e¢ la dinamica 
delle isocarene. Nota‘? di G. Arricut, presentata dal Corrisp. 
Cr CisorTi. 


§ 1.- Un galleggiante il cui peso sia eguale al peso &V del volume V 
di liquido spostato, essendo @ il peso specifico di questo, risulta soggetto 
ad una coppia di forze normali alla sezione di galleggiamento, l’una appli- 
cata nel centro di carena P e l’altra nel baricentro G del galleggiante. II 
momento di questa coppia ¢ dato da 


Ces SV(G—P)An 


dove m € un vettore unitario normale in P alla superficie dei centri di 
carena e volto all’esterno di questa superficie; e l’energia potenziale, la cui 
analisi ci portera alla risoluzione del problema dell’equilibrio, &€ espressa da 


(2) II = 6V (P—G) Xn. 


Detto d% V’angolo di una rotazione isocarenica infinitesima del galleg- 
giante attorno ad un asse di direzione @, con @ vettore unitario parallelo 
al galleggiamento e volto in modo che, personificato, veda avvenire la ro- 
tazione nel senso orario, circa la variazione di P e di sopra la superficie 
dei centri di carena, sappiamo essere ©) 


dn 


a =a \aa Eee Fie 


d} 


dove « @ la dilatazione centrale d’inerzia della sezione di galleggiamento 
corrispondente a P. Dalla (2) ricavasi allora } 


d 
(3) a = aV(P—G)Xnfa 
(4) ae = 6V aXxe¢ _(p_G) xn = 


= 6V[(P —M) Xn—(P—G) Xn] =8V(G—M) Xn 


(1) Pervenuta all’Accademia il 7 luglio 1933. 
(2) G. ArricHt, Introduzione alla geometria differenziale della superficie dei centri di 
carena, «Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino », vol. LXVH, 1932. Vedi § 1. 


dove 


& il metacentro relativo all’asse d’inclinazione considerato “). 
Dalla (3) si deduce che la (2) ¢ massima o minima (cioe a P corri- 
sponde una posizione di equilibrio) quando, per l’arbitrarieta di @, & 


~(P—G)A\n=0 


cioé quando G sta sulla normale in P alla superficie dei centri di carena. 
In questa ipotesi, dalla (4), segue che la (2) ha un minimo (cioe a P 
corrisponde una posizione di equilibrio stabile) quando, per M qualunque, 


(G—M)Xn>0 


cioé per G situato inferiormente al piccolo metacentro; in caso diverso si 
ha equilibrio instabile. 


§ 2. - Passiamo adesso allo studio della rotazione isocarena del gal- 
leggiante. Ad un istante generico sia P il centro di carena e R il vettore 
impulso del galleggiante; poiché qualsiasi spostamento virtuale invertibile 
dovuto a traslazione nel piano orizzontale ¢ ammesso dai vincoli (mentre 
non si conserva l’isocarenismo per traslazioni verticali), detto 6 un vettore 
orizzontale fisso arbitrario, da un teorema dell’impulso segue 


(RX by = 0 
ovvero 
RR X-O = costante, 
Per essere 
ee 
. 


dove g é laccelerazione di gravita, nel piano orizzontale sussiste in tal caso 
Pintegrale del centro di massa 


G’ X 6b = costante. 


Questa espressione ci dice che il componente orixzontale della velocita 
di G é costante. 

Detto M il momento-impulso del galleggiante rispetto al baricentro G, 
poiché qualsiasi spostamento virtuale invertibile dovuto ad una rotazione in- 


(1) G. Arricut, L’evoluta della superficie dei centri di carena, in questi « Rendiconti», 
vol. XVII, 1933, fascicolo 4. Vedi § 1. 
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torno ad un asse verticale uscente da G & ammesso dai vincoli (mentre in 
generale non si conserva l’isocarenismo per rotazioni attorno ad assi oriz- 
zontali per G), detto & un vettore unitario verticale, da un altro teorema 
dell’impulso segue, per la (1): 


(MX ky) =&V(G—P)AnxXk=0 
donde ricavasi l’integrale delle aree nel piano orizzontale sotto la forma 


M X k = ccostante. 


Questa espressione ci dice che il componente verticale del momento im- 
pulso é costante. 

Un ultimo integrale ci ¢ fornito dal principio della conservazione del- 
Penergia; ricordando la (2) e per essere (T indicando la forza viva): 


2T=GXxXR+0XM 


dove 0 é il vettore della rotazione“), discende Vintegrale dell’energia sotto 
la forma 


a ¥ 


oo eee 21 ==" Ge +0 x M + 26V(P —G) X n= costante. 


h=(P—G)xXn 


. , LO . . . oy . 
e detti G,,G, i componenti orizzontale e verticale della velocita di G, per 
essere 


, 7 , 
G'?=G,’ + G, =G," + costante , 
Vintegrale dell’energia puo scriversi 
&V 


o 
} 


ee + 0 M + 206V) = costante. 


Un galleggiante dotato di forza viva T sia soggetto a resistenze pas- 
sive effettuanti un lavoro L, (negativo e crescente in valore assoluto col 
tempo), l’integrale dell’energia scritto nella forma completa 


T + @ Vb = costante -+ L, 
ci da 7 
gy costae + Ly 
ita aV 


(1) Per la rotazione isocarena pura vedi G, ARRIGHI, Il problema cinematico delle ro- 
tazioni isocarene dei galleggianti, « Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino» , 


vol. 68, 1933. 
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e quindi: nelle oscillazioni compiute dal galleggiante Valtexza h del centro dt 
gravitad ha nn limite superiore che va diminuendo al crescere del tempo. 

Sia Vb, il valore dell’energia potenziale relativa ad una posizione di 
equilibrio stabile del galleggiante e sia &Vh; il pit’ piccolo valore che 
competa ad una posizione di equilibrio instabile alla quale il galleggiante 
pud pervenire partendo dalla posizione predetta e senza mai diminuire la 
propria energia potenziale. Se si indica con T, l’energia cinetica comunicata 
al galleggiante mentre trovasi nella posizione di equilibrio stabile considerata, 
affnché questa non sia definitivamente abbandonata dovra aversi 


T, + 6Vh,< Vb, 
cioe 
To < @V (1, —/p). 
Questa limitazione dell’energia cinetica T,, ci da in 


&V (hb; — ho) 


la misura della stabilita della posizione di equilibrio preso in esame. 


Meccanica. — Sul parallelismo definito con variazioni ango- 
lart. Nota® di Luisa PExosi, presentata dal Corrisp. P. Bur- 
GATTI. 


In una recente Nota, che ha lo stesso titolo della presente), il Prof. Gu- 
gino studia le variazioni infinitesime che subiscono gli angoli che un vet- 
tore w tangente in un punto generico Q ad una varieta riemanniana V,, 
con m dimensioni, forma colle linee coordinate e colle normali alle ipersu- 
perficie coordinate passanti per il punto Q. 

Egli stabilisce le equazioni ai differenziali totali a cui soddisfano gli 
angoli considerati, ed esamina il caso in cui esse risultano illimitatamente 
integrabili. Il Gugino si vale dei metodi del « Calcolo differenziale assoluto », 
dopo avere prima stabilito varie altre proprieta, che perd si trovano gia nel 
trattato: Burgatti, Boggio, Burali—Forti. Geometria differenziale (Zanichelli, 
1930), che in seguito citero con Geom. diff. 

Ora, tali quistioni si trattano, pil rapidamente, coi metodi vettoriali svi- 
luppati nella Parte II dell’opera citata, mediante i quali si arriva (n. 1), 


(1) Pervenuta all’Accademia il 23 agosto 1933. 


(2) Gucino, Sul parallelismo definito con variazioni angolari. (« Atti del R. Istituto 
Veneto di Scienze, Lettere ed Arti», tomo xcll, 1933). 


con un tratto di penna, alle equazioni ai differenziali totali cercate (e in 
forma assai pil semplice di quella ottenuta dal Gugino), dalla quale si trae 
subito (n. 2) che nel caso della illimitata integrabilita la varieta deve es- 
sere euclidea, e viceversa. 

Nel n. 3 considero il caso particolare in cui la varieta ¢ una superficie 
dello spazio ordinario, e stabilisco una equazione semplicissima (che credo: 
nuova), che da la variazione angolare cercata; applico poi il risultato otte- 
nuto al caso di una sfera. 


I. Sia @ un vettore unitario tangente nel punto Q ad una varieta rie- 
manniana- V,, con » dimensioni, e sia Q’ = Q + dQ un punto di V, infi- 
nitamente vicino a Q; se il vettore w si sposta per parallelismo quando si 


passa da Q a Q’ si ha (Geom. diff., p. 256): 
(1) dn Wi= 0: 


La posizione del punto Q sulla V, si puo individuare mediante n pa- 
rametri indipendenti (essenziali) ¢:,q2,+++ qn, e allora se a: indica l’angolo 
che il vettore a forma col vettore 2Q/éq: tangente alla linea coordinata [qi] 
sulla quale cioé varia soltanto il parametro qi, si ha: 


uw X ti = cos ai, 


ove #; € vettore unitario parallelo a 9Q/9q:. 
Ne segue, prendendo il differenziale superficiale, e badando alla (1); 


(2) wu Xdyt = —senaj- da, + Gi, 1), 29s ny 


che definisce l’incremento dell’angolo «; nel trasporto per parallelismo, cor- 
rispondente allo spostamento elementare dQ. 


2. Le (2) costituiscono un sistema di equazioni ai differenziali totals 
nelle funzioni incognite «;. 

Vediamo in quale caso esso ¢ illimitatamente integrabile. 

Operiamo percid con 8» sulla (2) ed avremo, ricordando la (1): 


wu X Sv dv t: = — cos a; + 8a; - dai — sen a: + dai, 
scambiando d con 8 e sottraendo risulta: 
ux (do ay ; — v5 Sy ti) = — Sen Gj (dda: — ddsai), 


(1) Poiché il vettore aw é tangenziale, ¢ chiaro che la (2) puo pure scriversi = 


wx dti = — sen a+ daz. 


= PAPO) 


cioé, per la definizione dell’omografia di Riemann R (Geom. diff., p. 187): 
(3) wu X RdQ8Qt = — sen au: (Sda; — d8a:) = 0. 


Ora, se il sistema (2)  illimitatamente integrabile, la (3) deve essere 
verificata qualunque siano i vettori (tangenziali) dQ ,8Q, w, il che implica 
che sia identicamente nulla l’omografia di Riemann; nel qual caso la va- 
rieta V, deve essere euclidea (Geom. diff., p. 187). E viceversa, se la varieta 
V, e euclidea, ¢ nulla Pomografia di Riemann e il sistema (2) ¢ illimita- 
tamente integrabile. 

Osservazione. - Supponendo che dQ sia lo spostamento corrispondente 
al? incremento dq» della sola variabile gx, e che SQ sia quello corrispondente 
all’incremento dq: della sola variabile gi, la (3) pud scriversi: 

sQ GOOFS o 0G; e) =| 


: = (5 
(Cis ee ae Baik SPO, = MOd yr - sen a ja at a 


ma, tenendo conto dell’identita (Geom. diff., p. 284): 


ey ux gtadv qj = ¥ mod = cos aj grady gj, 


e che © 
R22 2Q °Q 
SOs Oge Mi 


ove {77,hk} é il simbolo di Riemann con 4 indici di 2* specie, si ha dalla (3’); 


X grady gi = [1], bk}, 


2Q on =O) Oo OM; oO Ca; 
(31) >> mod eae cos a; {17 , hk} = — mod re Sen a: & peer: a 


la quale concorda coll’ultima formula di p. 674 della Nota del Prof. Gu- 
gino ©), 

Se 8; € l’angolo che il vettore a forma col vettore grady qi, il quale 
é normale in Q all’ ipersuperficie g; = cost, si ha: 


u X t, =. cos 8;, 


ove ¢ & un vettore unitario, parallelo a grady gj; 
La (2) si muta ora nella 


wu X dy t, = — sen B; + dBi, (@@ =.1,2,--+,n), 
che definisce l’incremento dell’angolo 6:. 


(1) Bocero, Sullomografia di Riemann relativa ad uno spazio curvo. « Rendiconti 
R. Accademia dei Lincei», vol. XVI, serie 6?, 1° sem. 1933. 

(2) Veramente, nella formula del Gugino il secondo membro ha segno opposto, a 
causa di una lieve svista nei calcoli da lui esposti a p. 674 della sua Nota citata. 
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In conseguenza, al posto della (3) avremo quella che se ne deduce po- 
nendo ¢; e B; in luogo di # ed ai; e invece della (3,) avremo quella che 
risulta ponendo mod gradv qj; , mod grady gi, B; e {72,kh} al posto di 
9Q/2q; , PQ/eqi, a: ed {ij , bk}. 


3. Applichiamo la (2) al caso particolare di una superficie dello spazio 
ordinario, e supponiamo che le linee coordinate [q,] e |g2] siano ortogonali; 
allora essendo #, ,#, vettori unitari tangenti a queste linee in Q, nel verso 
delle g crescenti, ed «, l’angolo che il vettore tangenziale w forma con tr, 
potremo porre: 


w= cosa,:t, + sena,: f., 


percio la (2), per i = 1, diventa semplicemente (essendo t, X dv t, = 0): 


bs tx dot, = — da,; 
ora si ha: 
a4 oy t; dy t; 
dyt, = 2a, dq; oF, dq: , 


v t; oy t, 
t, aT | 
x Dy 3 t x Og. >] 
si conclude: 
ey UE Oy tig 
(4) t, p-4 24: dqx —t, ox 342 d are da, 


Se s;,5, sono gli archi delle line2 [9:], [92] si ha (Geom. diff., p. 219): 


| Oy (ie = Oy t, ds; SS hae OS. 
ee Ose ads ee dae 
duty 0 ty diy oy ods 
Cio Ceinda aes a das! 


ove ¢,,¢, sono le curvature geodetiche delle linee [q,],[g.] ed 7: , 22. sono 
vettori unitari dirette secondo le normali principali, relative alla superficie, 
delle linee ora considerate, le quali pertanto sono parallele ai vettori ¢, ¢€ 6. 
Anzi, attribuendo alle curvature geodetiche segni convenienti si pud supporre 
addirittura 2; =¢, , . = —:, percio sostituendo nella (4) avremo la 
formula semplicissima: 

10 = 6, ds: Co O55, 


Se, in particolare, le linee [q:] sono geodetiche, si ha c; = 0, percio 
rimane: 


(5) da, = C, ds,. 


SS PUPP 


Nel caso di una superficie sferica di raggio R, i cui punti siano riferiti 
ad un sistema di coordinate geografiche 6 (colatitudine), e ¢ (longitudine), 
in guisa che g, =9 , 4.=¢@, le linee [8] sono meridiani, cio¢ geodetiche 
della sfera, e la (5)-diventa: 


da, = —c, Rsen Odo; 


ma la curvatura geodetica del parallelo [p] vale ovviamente (anche in segno) 
C, = cos 8/(R sen 8), percio si ha: 


da, = —cos9do, 
che da la variazione infinitesima dell’angolo «,. 


4. E utile confrontare la (5) con un’altra formula nota; se },?/ sono 
gli angoli che il vettore a forma colla curva di trasporto C e colla nor- 
male principale, relativa alla superficie, della curva C, si ha (Geom. diff., 
p. 260): 

dcos) =c-cosX-ds, 


ove ds é l’elemento d’arco di C, ec é la curvatura geodetica della curva C 
in Q. Ora @ chiaro che xy = 90° + , percid la precedente diviene sem- 
plicemente: dp = cds, che é del tutto analoga alla (5). 

Se la curva C di trasporto é una curva del sistema [g,]|, allora 
*) = 90° —a, e la precedente viene a coincidere colla (5). 


Osservazione. A proposito dell’omografia di Riemann ft, per la varieta 
con 3 dimensioni, é utile ricordare l’ interessante proprieta : 

Se si immagina uno spazio riemanniano con 3 dimensioni come un 
mezzo materiale continuo, tale che la pressione elastica che si esercita sopra 
ogni elemento superficiale sia eguale al vettore che rappresenta la curvatura 
tiemanniana di questo elemento, allora questo mezzo ¢ in equilibrio sotto 
Pazione delle forze elastiche considerate. 

Tale proprieta @ stata di recente dimostrata in due parole dal profes- 
‘sore Boggio “), il quale l’attribui al prof. Tonolo, che la dimostrd fondandosi 
su equazioni molto complicate ©), 

Ma la proprieta in discorso ¢ dovuta al Cartan), il quale la stabili 
due anni prima del Tonolo, con considerazioni piu semplici di quelle del 
‘Tonolo, ma pit’ complesse di quelle del prof. Boggio. 


(1) Boccio, Une interprétation physique du tenseur de Riemann, ecc. (« Comptes 
Rendus de l’Accadémie des Sciences de Paris», t. 192, 1° sem. 1931). 

(2) ToNoLO, Une interprétation phistque du tenseur de Riemann, ecc. (id. id., t. 190, 
4° sem. 1930). 

(3) Cartan, Lecons sur la géomeétrie des espaces de Riemann, p. 221. Paris, 1928. 
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Astronomia (Astrofisica). — L’influenza del colore sulle mi- 
sure foloelettriche di stelle. Nota‘ di M. Maccint, presentata dal 
Socio E. Brancut. 


Di tutti i ricevitori usati in fotometria, l’occhio é il solo che dia due 
distinti responsi per la intensitd e per la qualitd delle radiazioni che lo col- 
piscono; vedere il colore & proprieta esclusiva’ dell’occhio. I metodi non 
visuali della fotometria eterocromatica si basano sull’impiego di un ricevi- 
tore fortemente selettivo del quale si conosce la curva di sensibilitt in fun- 
zione della lunghezza d’onda; nota questa curva di sensibilita é facile deter- 
minare il rapporto d’intensita di due radiazioni semplici A e W fatte agire 
successivamente sul ricevitore. Ora |’effetto prodotto sul ricevitore é lo stesso 
tanto se A e 2X’ sono due radiazioni distinte, quanto se sono due valori di- 
versi dell’intensita di una medesima radiazione; in altre parole, il responso 
del nostro fotometro é il medesimo sia che si tratti di una variazione di 
colore, sia che si tratti di una variazione d’intensita. 

Applichiamo quanto precede alla fotometria fotoelettrica astronomica. 
Un fotometro fotoelettrico é in generale costituito da una cellula, per lo pit 
al potassio, congiunta, sia direttamente, sia, come si comincia a tentare anche 
per misure astronomiche, attraverso amplificazione termojonica, ad un ap- 
parecchio di misura, elettrometro o galvanometro: le variazioni nel flusso 
luminoso che giunge alla cellula si traducono in variazioni della carica elet- 
trica. Ma noi sappiamo che per un determinato catodo l’emissione fotoelet- 
trica o(A) varia al variare di 4 secondo una legge ben nota, la forma delle 
curve o(A) essendo all’incirca quella di una curva di risonanza; percid una 
quistione fondamentale si presenta spontanea: una determinata variazione 
che si constati nella carica elettrica del fotometro dovremo imputarla a va- 
tiazione d’intensita delle radiazioni luminose oppure a variazione del colore? 
Evidentemente, potremo, con tutta sicurezza, imputarla a variazione d’in- 
tensita soltanto nel caso in cui l’emissione fotoelettrica, e quindi la carica 
misurata, siano riferite ad uni radiazione monocromatica. 

Questo fatto sembra non sia stato preso nella dovuta considerazione 
dagli osservatori che usano il fotometro. Noi vediamo infatti che le misure 
di variabili eseguite a Berlino—Babelsberg, a Madison, ad Urbana, ed altrove, 
sono tutte ottenute facendo cadere direttamente l’immagine dell’astro sul 
catodo della cellula; ma chi ci assicura che una determinata variazione os- 


(1) Pervenuta all’Accademia il 19 agosto 1933. 


servata sia proprio dell’intensit’ luminosa dell’astro e non del suo colore? 
Crediamo che questa, chiamiamola cosi, trascuratezza da parte degli osser- 
vatori abbia la sua ragione, da una parte, nel desiderio di lavorare con la 
massima sensibilith della cellula senza interporre filtri di luce, dall’altra, 
nella mancanza di dati atti a dimostrare P influenza del colore sulla preci- 
sione delle misure. 

Una simile influenza del colore é risultata a noi evidente, quasi auto- 
maticamente, adoperando il fotometro a due cellule di Collurania, del quale 
demmo gia a suo tempo una descrizione “). Durante lo studio effettuato per 
determinare Ja variazione col tipo spettrale dell’indice di colore dato da 
questo strumento e |’assorbimento selettivo atmosferico, abbiamo avuto agio 
di constatare come assai spesso le variazioni nella carica elettrica prodotte 
dal variare del colore siano di un’entita pari a quelle prodotte dal variare 
della intensita. Data la curva di sensibilita di una cellula, espressa in Cou- 
lombs per Erg od in Ampéres per Watt, é facile calcolare teoricamente la 
variazione di queste quantita, e quindi della carica, che corrisponde ad una 
variazione Ad nella luce che colpisce il catodo; ma dal punto di vista astro- 
nomico torna pil opportuno determinare qual variazione nell’indice di colore 
corrisponde ad una Ad della lunghezza d’onda effettiva. 

L’equazione di colore del sistema rifrattore-cellula per le quattro cellule 
in uso a Collurania é la seguente: 


Cellula Kunz Na 1.03 
» x UK 0.88 
» DPE RS O75 
ema b icon 1.00 


da cui si deduce che da una classe spettrale all’altra lindice di colore 
varia 0.34 0 0.25 grandezze stellari a seconda della cellula. Ora, la varia- 
zione della lunghezza d’onda effettiva visuale per l’intervallo KO — AO cui 
si riferisce l’equazione di colore é di soli® 9 wu; dunque basta che il co- 
lore di un astro vari di 1 wp, quantita inapprezzabile allocchio, perché la 
cellula riveli una differenza di circa 0.1 grandezze stellari. In queste condi- 
zioni, vien fatto di domandarsi come si pud pretendere la precisione del 
centesimo o dei due centesimi di grandezze da misure eseguite senza filtro; 
e vien fatto di domandarsi anche se molte delle stelle riconosciute o sospet- 
tate come variabili dal fotometro fotoelettrico non siano variabili solo nel 
colore. 

Quest’ultima considerazione ci ha preoccupato non poco, giacché, come 
avemmo occasione di dire altrove, lo scopo delle misure fotoelettriche di 


(1) «Memorie della Soc. Astronom. It.», vol. VI, 1932, p. 5. 
(2) M. Maceini, Misure interferometriche di stelle doppie. Catania, 1925. 


Collurania & di fare della fotometria eterocromatica. Assai istruttivo é, a tal 
Proposito, il caso della « Coronae Bor. su cui ci piace richiamare |’atten- 
zione ; la « Coronae Bor. & una variabile ad eclissi, tipo Algol, e fu scoperta 
nel 1912 da Stebbins col fotometro a selenio (); Vamplitudine della sua va- 
riazione é di circa o™.1. Questa variabile é stata osservata a Collurania col 
fotometro a due cellule (Na , Rb) munito di due opportuni filtri che lasciano 
passare due gruppi d’onda la cui media 2 & rispettivamente 400 wy e 550 np; 
con questo dispositivo, mentre da una parte si ha la sicurezza di lavorare 
su radiazioni quasi monocromatiche, dall’altra il confronto delle due cellule 
permette di ottenere un sistema ad equazione di colore assai elevata. Per 
ciascuna cellula si sono eseguite le osservazioni nei due filtri e, data la di- 
versa emissione del sodio e del rubidio, si sono ottenute quattro curve di 
luce distinte. Ecco qui sotto le amplitudini delle quattro curve: 


400 Bu o™,.126 
| 550 O .021 


Cellula Na 


400 Oe) 


Cellula Rb | 
550 © .0OI 


I valori riportati fanno vedere che |’amplitudine varia in modo note- 
vole a seconda della cellula e della radiazione impiegata, cosa che, del resto, 
poteva intuirsi facilmente; ma l’ultimo valore relativo alla cellula Rb é assai 
istruttivo: esso ci dice che l’amplitudine & 0.00, ossia la « Coronae in quelle 
condizioni non é pil variabile. Come pud interpetrarsi questo fatto? Cre- 
diamo che l’interpetrazione pi semplice sia pensare che, insieme alla va- 
riazione di splendore, abbia luogo una variazione di colore, tale da com- 
pensare, nell’effetto fotoelettrico, la perdita d’intensita; considerando la curva 
di sensibilita delle cellule al Rb e le amplitudini in 4oopp, si deduce che 
intorno al minimo il colore della « Coronae volge al giallo®. Siccome poi 
la cellula Rb con filtro 550 py ha una sensibilita spettrale quasi eguale a 
quella del nostro occhio, sembrerebbe potersi dedurre che la « Coronae deve 
avere visualmente un’amplitudine di variazione quasi inapprezzabile. 

Concludendo, ci sembra che da questo esempio risulti dimostrato ab- 
bastanza chiaramente come in alcuni casi le variazioni di colore possano 
esser tali da mascherare quelle concomitanti dello splendore, e risulta inoltre 
come, oltre alle stelle variabili per intensita luminosa, vi possano essere 
stelle variabili soltanto nel colore. Quest’ ultimo lato della quistione apre un 
nuovo campo alla fotometria stellare eterocromatica, in particolare ai me- 
todi fotoelettrici, da riguardarsi, anche sotto questo aspetto, fra i pil sen- 
sibili. 


(1) « Astroph. Journ.», vol. 39, 1914, p. 478. 
(2) In queste osservazioni si adoperarono sempre almeno due stelle di confronto; le 
variazioni osservate sono percio imputabili alla variabile. 
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Biologia. — Azione di alcuni alcaloidi sull’invertasi, Nota 
di G. Mezzaproti e A. Amati, presentata dal Socio B. Lonco. 


In precedenti Memorie abbiamo dato relazione dell’azione esercitata da 
alcuni alcaloidi sull’accrescimento dell’ Aspergillus Niger, sullo sviluppo 
di saccaromiceti (Saccharomyces Cerevisiae) 4) e sul metabolismo dei glu- 
cidi da parte dell’Asp. Niger “. 

Nella presente Nota viene studiata l’azione degli alcaloidi sugli enzimi 
git formati, prendendo in particolare esame il loro comportamento sulla 
invertasi perché meno studiato. Circa le ipotesi emesse da vari ricercatori ‘) 
sul probabile meccanismo degli alcaloidi le nostre osservazioni permettereb- 
bero di affermare che quanto fu riscontrato per le piante si riscontra pure 
per i microrganismi: l’alcaloide in dose adeguata e in determinate condizioni 
stimola |’accrescimento ed eccita ]a secrezione enzimatica, (come abbiamo 
potuto vedere in altri lavori in corso), invece l’attivita enzimatica, conside- 
rata a se stante, € lievemente eccitata a dosi piccolissime, mentre é contra- 
riata da dosi anche non molto elevate. 

Rona ed i suoi collaboratori in numerose prove sperimentali riscontra- 
rono che questi veleni vegetali impediscono la catalisi enzimatica d’una serie 
di enzimi, cosi P. Rona, nel 1921 , trovo che la chinina ostacola l’azione 
dell’invertasi e della sierolipasi. Altri A. sperimentarono gli alcaloidi sulla 
maltasi e sulla pepsina: sulla maltasi, gli alcaloidi alla concentrazione del- 
1 °/o9 si comportano variamente, perché mentre alcuni non hanno azione 
ritardatrice come la morfina, Ja veratrina, la tebaina, la papaverina, la caf- 
feina, la nicotina ecc., altri invece hanno azione rallentatrice, ma debole, 
come accade per la cinconina, l’aconitina, la stricnina, l’atropina. Sulla pep- 
sina, la caffeina, la teobromina agiscono favorevolmente; dosi di qualche 
centigramma per litro di solfato di chinina, stricnina e morfina sono senza 


(1) Pervenuta all’Accademia il 1° agosto 1933. 

(2) G. MezzaproLi e A. Amati, «Rend. Acc. Lincei», XVI, serie 6°, fasc. 7-8, 1932. 

(3) Ip. m., «Ind. Saccarifera It.», XXV, n. 9, 1932. 

(4) In corso di stampa in: « Rend. Acc. Lincei », 1933, e « Giorn. Biol. appl. all’ Ind. 
Chim. », 1933. 

(5) Cramician e Ravenna, «Rend. Acc. Lincei», XXVII, p. 38, 1918; XXVIII, paige 
1919; XXIX, p. 55, 1920; XXX, p. 3, 1921. — M. Papoa e A. Spapa, « Giorn. Biol. appl. 
all’Ind. Chim. », vol. 1, n. 1 € 3, 1931. - LonGco e Papert, «Rend. Acc. Lincei », XVII, 
p- 322, 1929. 

(6) P. Rona, « Naturwissenschaften », 9, p. 796, 1921, e anche KALDANE e STERN, 
«Chemie der Enzyme», 1932. 


azione sulla pepsina. Recentemente Kurt—Jacobson—Pereira—Tapadinhas “) 
hanno dimostrato che la morfina non esercita alcuna azione sensibile sulla 
velocita di idratazione enzimatica dell’acido fumarico. Ebbero pure a consta- 
tare che questo alcaloide non ha influenza sull’orientazione ottica del pro- 
dotto formatosi per sintesi asimmetrica. Successivamente gli stessi A. hanno 
sperimentato gli alcaloidi del gruppo della chinolina sulla fumarasi e videro 
che la sua specificita stereochimica non viene influenzata, come quella di 
altri enzimi, dall’azione degli alcaloidi e altrettanto dicasi per la costante 
d’equilibrio e dei prodotti della reazione. 

M. Padoa e A. Spada® hanno dosato l’azione dell’amilasi in presenza 
di caffeina, stricnina e ricinina. Questi Autori videro che dosi diverse di 
caffeina non danno luogo a sensibili variazioni del potere enzimatico. Ana- 
logamente e loro risultato, in ulteriori esperienze, che la stricnina e la 
caffeina non hanno influenza sull’azione delle lipasi del ricino gia formata 
e conclusero che gli aumenti del potere saponificante osservati in semi di 
ricino fatti germogliare in presenza di stricnina sono dovuti ad una aumen- 
tata secrezione della lipasi. Diverso fu invece i] comportamento della rici- 
nina sulla lipasi: infatti quando Ja concentrazione diventa notevole ostacola 
sensibilmente l’azione saponificante della lipasi del ricino. 

*Queste interessanti questioni di cui attualmente si occupano un buon 
numero di autori, ci hanno indotti a studiare particolarmente l’azione spe- 
cifica di alcuni alcaloidi sugli enzimi gia formati, e pil precisamente, la 
velocita della reazione d’inversione del saccarosio per catalisi enzimatica. 

Sull’inversione del saccarosio e sui fattori che Ja influenzano, molto 
si é scritto e sperimentato, ma, come fu gia detto, assai scarsa ¢ la biblio- 
grafia riguardante l’azione degli alcaloidi sull’invertasi. 


Modo operandi. — Per seguire la reazione e quindi la velocita di in- 
versione del saccarosio, buona parte degli sperimentatori si sono basati sul 
potere di questo zucchero di ruotare il piano della luce polverizzata, noi in- 
vece abbiamo seguito il metodo del dosamento dello zucchero invertito for- 
matosi, per mezzo del reattivo di Fehling secondo il procedimento del Ber- 
trand, cercando di ridurre al minimo gli errori dovuti alla riduzione del 
saccarosio dal reattivo cupro-alcalino. Gli alcaloidi da noi impiegati furono 
i seguenti: stricnina (nitrato), caffeina pura, chinina (solfato). Per ciascuna 
esperienza vengono indicati i dati numerici relativi alla concentrazione zuc- 
cherina, a quella dell’invertasi e degli alcaloidi aggiunti. Poiche lo scopo 
del presente lavoro é quello di seguire la velocita d’inversione del sacca- 
rosio in presenza di percentuali variabili d’alcaloidi, fu preparata una solu- 


(1) Hurt—JAcoBsON-PEREIRA~TAPADINHAS, « C. R. des Séances de la Soc. de Biol. », 


Cs CONMUL, S05 Pats IORI iC 
(2) M. Papoa e A. Spapa, loc. cit. 3 
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zione al 0.01 °/» di invertasi™, una soluzione di saccarosio al 20°/, e una 
soluzione di acetato sodico al 4°/., acida per acido acetico glaciale al 4 °/o 
(acidita favorisce il rendimento dell’ invertasi). Per dosare l’azione dell’in- 
vertasi (come del resto quella degli altri enzimi) € necessario che la so- 
stanza da trasformare, in questo caso lo zucchero, sia in forte eccesso, al- 
trimenti l’azione non & proporzionale al contenuto enzimatico. Percio fu 
necessario regolare per tentativi la quantita di soluzione contenente l’enzima 
rispetto a quello della sostanza da trasformare ed il tempo d’azione. 

Come temperatura d’inversione fu scelto l’optimum dell invertasi, 52°C. 
L’acetato sodico fu adoperato per tamponare la soluzione, infatto il pH ini- 
ziale e quello della fine di ogni esperienza, rimase costante. 

Per ogni gruppo di esperienze venivano preparate cinque bevute da 200 cc. 
contenente ognuna: 


50 cc. di soluzione zuccherina al 20 °/, 
os » » di invertasi al 0,or °/, 


25 » » di acetato sodico + acido acetico al 4°/, 


in modo che la soluzione in esame corrispondesse alle seguente composi- 
3 = 
zione : 


Saccarosio 10}, 
Invertasi 0.0025 °/, 
Acetato sodico 1 °/, 
Acido acetico roe 

pH =14.255 


Alle soluzioni ancora senza enzima furono aggiunte, tranne che a quelle 
testimonio, le diverse percentuali di alcaloide (0.05 9/03 0.1 °%/o3 0.2°%o3 
0.3 °/,): e avvenuta Ja loro dissoluzione, venivano poste in termostato alla 
temperatura di 52°. Raggiunta questa temperatura si introduceva poi l’en- 
zima preventivamente portato pure esso alla temperatura di 52°C.: ogni 
quarto d’ora per la prima ora e infine dopo 2 ore si prelevavano 10 cc. 
di soluzione per fare il dosaggio dello zucchero invertito e quindi si risa- 
liva ai valori di K, dove con K_ si indica il coefhciente che entra nel- 
Yespressione della velocita di reazione. Poiche tale valore non si mantiene 
costante durante il decorso dell’esperienza noi esprimiamo con K il suo 
valore medio dall’inizio della reazione all’istante della misura. 

Nelle tavole 2-3-4 riportiamo i risultati di ogni singola esperienza e 


i valori trovati, applicando la formula di cinetica chimica delle reazioni mo- 
nomolecolari. 


(1) Prodotto puro di una nota ditta. 


Ce oe ey ie 
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A parte poi, per conoscere un’eventuale influenza sull’invertasi degli 
ioni SO, e NO,, si esegui l’inversione in presenza di Na,SO, e NaNO, 
in quantita equivalente alla dose massima contenuta negli alcaloidi speri- 
mentati, seguendo l’andamento della reazione polarimetricamente dopo di 
avere arrestato Vazione enzimatica dei campioni prelevati, mediante lieve 
alcalinizzazione. Si riportano le letture polarimetriche fatte con saccarimetro 
a scala W. in tubo da 20 cm. 


PARTE SPERIMENTALE. 


TaBeLta I. — Controllo dell azione dei joni SO, ¢ NO,. 


Letture polarimetriche in tubo da 20 cm. 


N. Gr. Eee 
del enoeningrigns is Dopo 
del campione AlPinizio 
camp. 100 cc. 30! 60! go’ | 120" 
I Prova in bianco di controllo — 15.20 14.40 | 13.60] 12.65 | 12.00 
2 id. id. — 15.30 14.50 | 13.70] 12.70] 12.00 
Prova con NaNO, . . . 0.070 15.35 14.40| 13.60] 12.70] 12.10 
4 Provancon NaSO;s) 25% 0.073 Tees 14.40 | 13.60] 12.70] 12.00 


Osservazioni. — Dai dati (v. Tab. I) si vede chiaramente che gli ioni 
SO, e NO,;, per i quantitativi aggiunti, non influiscono sull’andamento 
della reazione. 


Influenza degli alcaloidi sull’ inversione del saccarosio. 


TaBeLya II. — Stricnina. 


Coefficiente medio Valore relativo 
pero iee Catieat2) di velocita K. 103 del coeff. di velocita 
Provausenzaralcaloidem.ee sels. ti | 1.54 100 
» con » O:OSael Oe ome ae 0.46 29.87 
> » Only ioe | 0.32 20.77 
yf SN Co oe Tag Pres ae: 0.23 14.93 
ya» » Opie /Meueancs oS 0.20 12.98 


Tasetta III. — Caffeina. 
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TasBetta IV. — Chinina. 


ChininenGolees) CoE medio Valore relativo 
di velocita K. 103 del coeff. di velocita 
OVAuseu za alcaloidega tee ts ue La | 1.54 100 
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Osservazioni e conclusioni. — L’andamento delle esperienze é rappresen- 
tato chiaramente dalle curve 1-2-3 del diagramma. 

Emerge dall’esame delle tabelle e del diagramma che a dosi crescenti 
di nitrato di stricnina, caffeina e solfato di chinina corrisponde una dimi- 
nuzione del coefficiente di velocita misurato comparativamente. Pertanto si 
possono fare le seguenti deduzioni: 

1. La presenza di nitrato di stricnina nella misura del 0.05 °/, ri- 
duce l’attivita dell’invertasi del 70.13 °/, dell’attivita massima; alla concen- 
trazione del 0.1 °/, l’attivita é ridotta del 79.23 °/.; alla concentrazione del 
0.2 °/. Vattivita ¢ ridotta dell’85.07 °/,; alla concentrazione del 0.3 °/, l’atti- 
vita é ridotta dell’87.02 °/,. 

2. La presenza di caffeina pura nella misura del 0.05 °/, riduce Vat- 
tivita dell’ invertina del 2.72°/. dell’attivita massima; alla concentrazione 
del 0.1 °/, Vattivita é ridotta del 4.76°/.; alla concentrazione del 0.2 °/, 
VPattivita ¢ ridotta del 4.76°/, e alla concentrazione del 0.3 °/. essa é ri- 
dotta del 4.76°/.. 

3. La presenza di solfato di chinina nella misura del 0.05 °/, riduce 
Vattivita dell’invertina del 3.90 °/, dell’attivita massima; alla concentrazione 
del 0.1 °/, Vattivita é ridotta del 12.34 °/,; alla concentrazione del 0.2 °/o 
Vattivita é ridotta del 20.13 °/, e alla concentrazione del 0.3 °/, & ridotta 


de] 20.13 °/o. 


Biologia. — Esperimenti sulla moltiplicazione deglh in fusori sotto 
Pazione di circuiti oscillanti. Nota‘? di N. METALNIKOFF, presen- 
tata dai Corrisp. G. Giorci e L. Perri. 


I] circuito oscillante ideato da G. Lakhovsky ¢€ stato, come si sa, og- 
getto in diversi paesi di molteplici esperimenti e di numerose comunicazioni 
presentate a diversi aggruppamenti di scienziati, particolarmente all’Acca- 
demia delle Scienze di Parigi®, come pure ad alcune societa scientifiche 
straniere. Fra gli esperimenti presentati a queste societa, possiamo citare 
quelle del prof. V. Rivera, dell’Istituto Superiore Agrario di Perugia su i 
vegetali ), del prof. Castaldi, dell’ Universita di Cagliari, su i vege tali ac- 
quatici “, del prof. Mezzadroli, dell’ Universita di Bologna, sulla germinazione 
dei semi vegetali e su i bachi da seta‘), i quali, senza eccezione, hanno 
ottenuto risultati positivi. Abbiamo dunque deliberato di studiare l’azione di 
tali circuiti sugli insetti; prima sulle cellule animali isolate, come le uova 
di Carausius (Dixippus) Morosus e abbiamo presentato i risultati da noi ot- 
tenuti al Congresso Internazionale di Entomologia a Parigi nel 1932. 

Adesso abbiamo ripetuto tali esperimenti su altri esseri unicellulari - 
in ispecie, sugli infusori stessi (Paramecium condatum). Il metodo da noi 
adoperato, come pure i risultati ottenuti sono oggetto della presente comu- 
nicazione. 

Gli esperimenti vennero eseguiti nel modo seguente : 


(1) Pervenuta all’Accademia il 25 luglio 1933. 

(2) Azione sugli esseri viventi dei circuiti oscillanti raccoglienti le onde cosmiche. Co- 
municazione di G. LakHovsky, presentata dal prof. D’Arsonval I’r1 aprile 1928. « Rendi- 
conti Acc. delle Scienze di Parigi», vol. 186, p. 1019. — Spiegazione degli effetti curalivi 
dei circuiti oscillanti aperti sul organismo degli esseri viventi. Comunicazione di G. LaKHovsky, 
presentata dal prof. D’Arsonval il 25 febbraio 1929. « Rendiconti Acc. delle Scienze di Pa- 
rigi», vol. 188, p. 657-659. — Azione dei circuili oscillanti sulla degenerazione delle patale. 
Comunicazione del Lasercerig, presentata dal prof. L. Mangin il 26 maggio 1931. « Ren- 
diconti Acc. delle Scienze di Parigi», vol. 192, p. 1408. 

(3) V. Rivera, Infiuenza dei circuiti aperti di Lakhousky sullo sviluppo dei tumori nei 
vegetali, « Boll, R. Stazione di patologia vegetale di Roma», anno VII, nuove serie, 1928. 

(4) CasraLpl, Azione dei circuiti oscillanti per onde ultra-corte su i vegelali acquatict. 
«Scritti Biologici», vol. VI, Siena, 1931. 

(5) G. Mezzaproxt, Prove sopra l’azione esercitata dalle onde elettromagneliche ultra— 
corte e del circutto oscillante Lakhovsky. sulla germinazione e sull’accrescimento delle piante. 
«Rend. Acc, Lincei », vol. X, serie 6%, fasc. 5-6, sett. 1929. 

Tutte le comunicazioni qui sopra accennate vennero pubblicate in-extenso nel libro 
di G. Laknovsky, L’oscillation cellulaire, Casa Editr. Doin, Parigi. 
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Avevamo preso lastrine incavate, le quali non venivano ancora ado- 
perate per nessun altro uso, previamente tuffate nell’acqua bollente ed in 
ciascuna di queste lamine, avevamo introdotto con una pipetta quattro goc- 
cioline di una soluzione nutritiva e due goccioline d’acqua presa da uno 
stagno. Poi abbiamo introdotto, a mezzo di una pipetta capillare, due, o 
talvolta tre, infusori, nel concavo di ogni lastrina. A scopo di preservare 
Je culture dal dissecamento, ogni lastrina veniva posta in una scatola di 
Petri, guarnita di sabbia inumidita e chiusa con un coperchio di vetro. 


Tre scatole di Petri vennero poste sotto tre circuiti oscillanti di diversi 
dimensioni e di differenti metalli. 


1° Circuito oscillante di rame (diametro 28 cm.) A = 1,758 m. 
2° » » Die yas » 14) — Aj=-0;879) » 
32 » » » argento  » Ld ie A= 08700 


La quarta scatola di Petri (Controllo) non venne sottoposta all’azione 
del circuito oscillante. 

Due giorni e talvolta tre giorni dopo, numeravamo gli infusori nuovi 
ottenuti in seguito alla divisione dei primi. I] numero degli infusori in ogni 
lastrina venne registrato. Poi prelevavamo in ogni lastrina, a mezzo di una 
pipetta capillare, due, o talvolta tre, infusori, a scopo di introdurli in altre 
Jastrine, previamente corredate di una soluzione nutritiva, come indicato qui 
sopra. 

Tre serie di esperimenti vennero cosi eseguiti, i quali vennero chia- 
mati esperimenti 4, B, C ed hanno durato rispettivamente : 


Esperimenti 4 dal 18 maggio al 26 giugno 1933; 
» B dal 26 maggio al 26 giugno 1933; 
» C dal 25 maggio al 27 giugno 1933. 


I risultati possono venire riassunti cosi: 
1° Il circuito oscillante, per quanto pare, accelera la moltiplicazione 
degli infusori: 


Azione del circuito oscillante 


Controlli in rame in rame in argento 
diametro 28 cm. | diametro 14 cm. | diametro 14 cm. 
= 1,758 m A = 0,879 m. A = 0,879 m. 


Esperimenti 4. . . 216 322 —- — 
» Beh 141 169 182 272 
» (Cae tore. 268 332 353 356 


2° I circuiti con diametro di 14 cm. sembrano esercitare un azione 
piu. spiccata dei circuiti con diametro di 28 cm. 

I risultati ottenuti sono tanto evidenti che ci pare interessantissimo di 
proseguire tali studi, poiché ci troviamo di fronte a fatti nuovi dei quali ci 
‘riesce impossibile prevedere le conseguenze e che potranno condurre a nuovi 
studi importantissimi in biologia, come pure in terapia. 


Biologia. — Dentatura dei Selaci in rapporto con la nutrizione. 
Nota“ di Fausta BERTOLINI presentata dal Socio G. Dat Piaz. 


Mi occupo da tempo dei rapporti che intercedono tra nutrizione e mor- 
fologia dell’apparato digerente. In una precedente Nota) ho messo in evi- 
denza come vi sia una. netta corrispondenza tra struttura dello stomaco dei 
Teleostei e loro nutrizione, diagnosticata in base al contenuto intestinale. 
Ho in essa illustrato diversi tipi di stomaco propri rispettivamente: dei man- 
giatori di plancton, dei pesci carnivori, dei mangiatori di fango, dei pesci 
ad alimentazione mista. Si pud percio, dalla morfologia dello stomaco, iden- 
tificare il regime alimentare delle diverse specie di Teleostei. 

Mentre studiavo questo capitolo, feci anche altre osservazioni dello stesso 
genere e tra le altre quelle di cui qui voglio intrattenermi brevemente G), 

Nella bocca delle diverse specie di Selaci si osserva, come é ben noto, 
una grande varieta di dentature. Ho voluto percid vedere fino a che punto 
questa varieta di dentature corrispondesse a diversita di vitto. Ho quindi 
studiato il contenuto dello stomaco. 

Segnalo incidentalmente come la digestione nello stomaco di questi 
animali sembri avvenire molto lentamente (certo pil lentamente che nei 
Teleostei di acqua dolce), infatti il suo contenuto spesso & ben poco alte- 
rato, tanto che una volta, in un Galeus canis di ca. 10 kg., catturato da 5 
ore, trovai nello stomaco due Eledone moscata intatte a tal punto che il 
pescatore che aveva catturato l’animale si affrettd a lavarle per poi venderle 
sul mercato. 

Le mie ricerche mostrano come ad ogni tipo di dentatura corrisponda 
un ben netto tipo di vitto identico sia in Adriatico che nel Golfo di Napoli. 


(t) Pervenuta all’Accademia il 4 agosto 1933. 

(2) Berrouini F., Conformazione dello stomaco dei pesci Teleostei in rapporlo con la 
nutrizione. «Rend. Acc. Naz. Lincei» (Cl. Sc. fis. mat. e DAt) essay Lemvoleallleeno2 os 

(3) Le presenti ricerche riguardano quanto potetti osservare sui mercati di Venezia, 
Ancona e alla Stazione Zoologica di Napoli. Sento anzi il dovere di ringraziare partico- 
larmente il prof. R. Dohrn, che mise a mia disposizione materiale di difficile cattura, che 
solo i mezzi eccezionali dei quali dispone la Stazione Zoologica di Napoli potevano pro- 
curare. 
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I tipi di dentatura e di corrispondente vitto sono quattro, uno dei quali 
presenta una varieta. 


I. Selaci predatori. - La dentatura é costituita da un certo numero di 
denti taglienti o a forma di punteruolo. Essi per lo pili sono disposti in pit 
file, con la punta pil o meno rivolta verso il fondo della bocca. A volte 
i denti hanno una punta, a volte parecchie e si presentano a sega; a volte 
i due tipi di denti si trovano associati in uno stesso animale, quelli con 
una punta sul palato quadrato, quelli a sega sulla mandibola, o viceversa. 
Le cartilagini su cui si articolano i denti sono relativamente sottili. La bocca 
€ ampia. 

La funzione di questi denti ¢ quella di non permettere a cid che é 
entrato nella bocca di riuscire, sebbene in qualche caso, in talune specie, 
identi della parte centrale della mandibola hanno anche funzione di col- 
tello per tagliare pezzi di cibo, funzione perd completamente di secondo 
ordine. 

Il vitto di questi predatori ¢ costituito da Cefalopodi e Pesci. Vengono 
inghiottiti interi (come nel caso delle Eledone sopra ricordate) e digeriti 
nello stomaco. 

Di questo tipo ho esaminato: Notidanus (Heptanchus) cinereus L., Scyl- 
liorhinus (Scyllium) stellaris L., Pristiurus melanostomus Raff., Galeus canis 
Bp., Prionace (Carcharias) glauca L., Lamna cornucubica L., Etmopterus 
(Spinax) mger L., Centrophorus granulosus Bl., Scymnorhinus (Scymnus) lichia 
Bon., Echinorhinus spinosus L., Squatina squatina L. 

Varieta del I tipo: mangiatori di plancton. - Questo gruppo comprende 
il Cetorhinus (Selache) maximus Gun., nel quale i denti sono piccolissimi ed 
appaiono quali piccoli uncinetti. La maniera di mangiare di questo grande 
squalo ricorda quello della balena. Si riempie la bocca di acqua che filtra 
attraverso le branchie molto larghe, mangia percid animali planctonici re- 
lativamente piccoli. Spero potermi occupare in avvenire degli altri rapporti 
tra vitto e morfologia dell’apparato digerente e forse ritornero sul fenomeno. 
Metto qui il Cetorhinus in una varieta del tipo precedentemente descritto, 
perché i denti hanno ben scarsa, se non nulla, influenza nel regime alimentare 
di questo squalo. Ricordo anche che il pit grande squalo conosciuto, il 
Rhineodon typus, ha la stessa nutrizione a spese di plancton e gli stessi pic- 
coli denti, come si pud vedere dalla descrizione di Gudger “?. 

Di questa varieta ho esaminato il Cetorhinus maximus. 


Il. Selaci con denti masticatort. — La dentatura ¢ costituita da un certo 
numero di dentini tozzi, sempre disposti in piu file, con punta pil o meno 


(1) Gupcer E. W., The fourth Florida whale shark, Rhineodon typus and the american 
museum model based on it. «Bull. Am. Mus. Nat. Hist.», vol. LVI, 1931. 
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smussata e che, sulla cartilagine, vista di sopra, appaiono romboidi o deltoidi 
con una diagonale volta verso il fondo della bocca. Le cartilagini su cui si 
articolano i denti sono pit tozze che nel I tipo. La bocca é di dimensiont 
variabili. 

La funzione di questi denti ¢ una leggera masticazione e le punte, quando 
sono presenti, volte verso il fondo, servono ad impedire che il cibo fuoriesca. 

Il vitto di questi animali @ costituito da Crostacei e molto seconda- 
riamente da Cefalopodi e Pesci. I Crostacei vengono inghiottiti quasi interi, 
leggermente schiacciati per azione dei denti. 

Di questo tipo ho esaminato: Squali; Mustelus vulgaris M. T., M. laevis 
Risso, Batoidi: Raja asterias Rond., Dasyatis (Trygon) violacea Bp. “, D. pasti- 
naca L. 


III. Selaci con dentatura triturante. — La dentatura e trasformata per co- 
stituire una volta e un pavimento per la parte anteriore della cavita boc- 
cale. Questo pavimento appare costituito da grandi piastre. Le cartilagini 
sulle quali poggiano queste piastre sono tozze e massicce. La bocca é piccola. 

Funzione di questa armatura boccale é quella di un forte apparecchio 
triturante. 

Il vitto é costituito da Gasteropodi muniti di conchiglie, Lamellibranchi, 
Paguri. Le conchiglie vengono tritate dall’apparato boccale. 

Di questo gruppo ho esaminato: Myliobatis aquila L., M. bovina Geoff.. 


IV. Torpedini. - L’apparato boccale delle Torpedini é retto da sotti- 
lissime cartilagini e costituito da piccolissimi dentini. La bocca é piccola ma 
dilatabile. 

Nello stomaco si rinvengono Teleostei molto grandi rispetto alle di- 
mensioni dell’animale. 

La maniera di procacciarsi alimento é@ semplice: la Torpedine para- 
lizza il pesce che le passa vicino con una scossa elettrica e lo inghiotte intero. 

Questa ¢ la causa de l’estrema debolezza della sua armatura boccale. 

Di questo gruppo ho esaminato: Narcobatus (Torpedo) ocellatus Raff. e 
N. marmorata Risso. 


Concludendo le mie osservazioni: vi sono quattro tipi di apparato boccale 
dei Selaci: Selaci predatori, Selaci masticatori, Selaci trituratori, Torpedini. 
Questi quattro tipi corrispondono a quattro diversi regimi di alimentazione ca- 
ratterizxati prevalentemente da: Cefalopodi e pesci, Crostacei, Molluschi con con- 


(1) Quando in luglio e agosto, in rapporto alla gestazione, questo batoide viene in 
superficie, ingoia cid che trova e non é infrequente trovarlo con lo stomaco pieno di pic- 
coli pesciolini. 


(2) Noto che la Chimaera monstrosa L. puo essere classificata in questo tipo, che. 


quindi si ritrova negli Olocefali. 


pathe 


chigha e paguri, Pesci paralizzati. 1 Selaci mangiatori di Plancton possono 
essere considerati una varieta del I tipo. 

Un bel caso di convergenza é costituito dai Mustelus e dalle Raia, 
Squali i primi, Batoidi le seconde. La dentatura é identica, il vitto identico. 

Qualche altro fatto speciale emerge dalle mie ricerche. L’organo elet- 
trico delle Torpedini ha una grande importanza nell’alimentazione di questi 
animali. Nessuna invece ne ha l’aculeo velenoso che presentano le Dasyatis 
sulla coda. Questi animali infatti mangiano ordinariamente piccoli Crostacei, 
certo non punti dall’aculeo. 

Avverto infine che in questa Nota mi sono sempre riferita al vitto 
abituale delle diverse specie, perché tutte mangiano pesci, quelle del II e 
III tipo pero li mangiano assai di rado. Che possano mangiare pesci é di- 
mostrato dal fatto che una delle maniere di catturare questi animali é pe- 
scarli col palangreso, con ami innescati con sardine morte. 


Biologia (Morfologia sperimentale). — Ricerche sperimentali 
sulla metamorfosi degl Anfibi anuri, Esperienze di trapianti in rela- 
zione a stadi larvali e a condizioni ormonali (tiroide)“. Nota di 
MarGHERITA OLLINO, presentata dal Socio F. Strvestri. 


I problemi sulla metamorfosi degli Anfibi anuri affrontati per mezzo 
di trapianti e ricerche di varia natura hanno gia interessato parecchi altri 
Autori. Ma non pochi sono i punti controversi e non chiari. Era necessario 
affrontare sistematicamente con ricerche organiche e pazienti la risoluzione 
di tali questioni per valutare sia il materiale bibliografico, sia per cimen- 
tarle con nuove esperienze. Precisamente tale compito, per consiglio del 
prof. Cotronei, io mi sono proposta 6). 

E noto come, durante la metamorfosi degli Anfibi anuri, si svolgano 
nell’organismo imponenti fenomeni litici che portano alla distruzione di in- 
teri organi larvali, con tutti i Joro tessuti. Oltre a questi e ad altri feno- 
meni distruttivi, intervengono anche fenomeni costruttivi e modificazioni a 
carico dei pil vari organi. I fenomeni distruttivi sono dovuti, come hanno 
gid dimostrato tutti gli Autori che si sono occupati della metamorfosi, a 
condizioni biochimiche che si vengono a formare, in modo che si pud anche 
parlare, in linea molto generale, di principi chimici che in modo ancora sco- 
nosciuto provocano la lisi di determinate zone. Di problemi simili e inerenti 


(t) Lavoro eséguito nell’ Istituto di Anatomia ed Embrologia comparate della Regia 
Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia i] 9 settembre 1933. 

(3) Il materiale di Anfibi anuri adoperato é stato soprattutto Bufo vulgaris e Rana 
esculenta. 
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a quelli che io mi sono proposta, si sono occupati molti Autori, fra esst 
ricorderd Weigl, Uhlenhuth, Della Valle, Reis, Lindeman, Helff e Clausen. 
Infatti Weigl (1913) nelle sue ricerche sulla metamorfosi di pezzi di pelle 
trapiantati omoplasticamente negli Anfibi sia fra larve della stessa eta che 
di eta diverse, giunse alla conclusione che il trapianto obbedisce soltanto ad 
un processo di autodifferenziazione. Uhlenhuth (1917) invece concluse che 
Vospite esercita una certa influenza sugli organi trapiantati nel senso di acce- 
lerare o ritardare il momento della metamorfosi. Alle stesse conclusioni era 
giunto anche Kornfeld (1913) per quanto riguarda le branchie. Percio nella 
metamorfosi di un organo é interessato un fattore non contenuto née pro- 
dotto da questo organo. Anche la Reis (1924-30) conclude che per la me- 
tamorfosi sono necessarie una certa maturita dei tessuti e la presenza di 
fattori esterni alle cellule dei tessuti stessi, fattori che inoltre non sono spe- 
cifici. Paolo Della Valle (1915), innestando code di girini di Rawa su in- 
dividui di poco pil adulti, osservd, al momento della metamorfosi, l’atrofiz- 
zarsi contemporaneo delle due code, indipendentemente dalla differenza di 
eta e dalla regione dell’innesto. 

Lindeman (1929) eseguendo esperienze di scambio fra la pelle della coda 
e quella del dorso, trovd che la pelle della coda non risente affatto della 
nuova posizione e quindi subisce ugualmente la metamorfosi, mentre la pelle 
del dorso non sottosta ad alcuna degenerazione, per quanto si trovi in pieno 
ambiente litico. Risultati simili ebbero pure Helff e Clausen (1929) con 
trapianti di muscoli della coda e del dorso.’ Nel 1932 il Clausen ripetette 
esperienze di questo genere provocando la metamorfosi per mezzo di som- 
ministrazione di tiroide e studiando la successiva rigenerazione dei trapianti, 
quando essi vengono riportati in ambiente normale. 

Sulla complessa questione della metamorfosi io mi sono proposta tre 
principali problemi, di cui in una successiva pubblicazione daro una relazione 
piu completa e documentata. 

Il primo problema che ho esaminato é stato quello di vedere se le 
sostanze che producono i fenomeni distruttivi della metamorfosi possono 
agire solo nelle zone dove normalmente si trovano gli organi destinati ad 
andare in distruzione, o anche in altri punti. A questo scopo ho eseguito 
una serie di esperienze trapiantando omoplasticamente code gia sviluppate o 
abbozzi codali in punti diversi (dorso e ventre) da quelli in cui si trovano 
normalmente, e attendendo poi che gli ospiti giungessero a metamorfosi. 

Un altro quesito é stato quello di ricercare se queste sostanze agissero 
sugli organi destinati ad essere distrutti, indipendentemente dalle condizioni 
del substrato (nel mio caso le code), 0 se invece non sia necessario che il 
substrato stesso si trovi in speciali condizioni, tali da permettere l’azione 
di queste sostanze. Ho quindi eseguito trapianti omoplastici di code appar- 
tenenti ad individui giovani, e anche molto giovani, sulla zona dorso-laterale 
di larve pit vecchie, cioé pit: prossime alla metamorfosi, di modo che quando 
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Si iniziava il processo di metamorfosi, le code trapiantate non potevano 
essere ancora giunte allo stato in cui avrebbero dovuto sottostare alla me- 
tamorfosi. 

Un terzo problema che mi sono proposto e stato quello di esaminare 
se la metamorfosi provocata artificialmente mediante somministrazione di 
tiroide, coinvolgesse contemporaneamente sia gli organi normali che quelli 
trapiantati, indipendentemente dalle loro eta rispettive e dal luogo di impianto. 
A questo scopo quindi ho eseguito operazioni embrionali e larvali simili a 
quelle gia fatte per Jo studio di altri problemi su esposti, non attendendo 
pero che le larve ospiti giungessero ad una metamorfosi normale, bensi pro- 
vocandola anzi tempo per mezzo della nutrizione con tiroide di agnello, atte- 
nendomi alle ricerche di Gudernatsch e di Cotronei. 

Riguardo al primo problema, quello cioé di studiare se le parti, che nor- 
malmente soggiacciono al fenomeno della metamorfosi, si comportino ugual- 
mente anche se trapiantate in zone in cui le sostanze che producono la me- 
tamorfosi hanno un influsso molto minore o nullo, il risultato delle ricerche 
fu nettamente positivo. Come era prevedibile, dato che la metamorfosi si 
manifesta con fenomeni pit o meno ampi in quasi tutte le parti della larva, 
le esperienze eseguite con trapianti omoplastici sia larvali che embrionali fra 
individui della stessa eta dimostrano, con l’osservazione compiuta al momento 
in cui le larve ospiti subiscono la metamorfosi normale, che i princip? chi- 
mici che provocano la metamorfosi sono presenti e agiscono in ogni punto 
dell’organismo. Con queste esperienze inoltre ho potuto esaminare anche 
Ventita dei fenomeni per tutti i tessuti della coda (tessuto nervoso, corda, 
vasi ecc.) e non solo per la pelle e la muscolatura (Lindeman e Clausen). 

Il secondo problema, che é quello maggiormente controverso (Weigl, 
Uhlenbuth, Reis), era di cercare se la metamorfosi é prodotta soltanto dalle 
sostanze litiche poste in circolo, 0 se sono necessarie anche particolari con- 
dizioni del substrato. Trapiantando code o pezzi di code, prelevati da Jarve 
piu giovani, su ospiti prossimi alla metamorfosi, e regolando le esperienze 
in modo che la differenza di eta fra ospite e donatore aumentasse sempre 
piu, ho osservato un progressivo ritardo dei fenomeni della métamorfosi 
nelle code trapiantate, finché nei casi in cui la differenza di eta fra i due 
individui € grande (il donatore con gli arti posteriori appena abbozzati e 
Pospite con le zampe posteriori lunghe mm. 9) la distruzione della coda 
trapiantata ha luogo due o tre giorni dopo quella della coda normale. Questa 
differenza si nota nel maggior numero dei casi pil’ strettamente nell’ inizio 
del riassorbimento delle code stesse, che non nella fine; nella coda trapian- 
tata infatti, pur iniziandosi il riassorbimento pil tardivamente, il fenomeno 
precede molto spesso con maggior rapidita. E da notare inoltre che il ritardo 
di due o tre giorni nel riassorbimento della coda trapiantata ¢ molto infe- 
riore alla differenza di eta esistente fra il donatore e |’ospite. E percid evi- 
dente che le condizioni del substrato hanno influenza sul prodursi dei feno- 


meni della metamorfosi, ma anche che l’ospite esercita un sicuro influsso 
sui pezzi trapiantati, accelerandone |’evoluzione verso condizioni tali che ne 
rendono possibile la metamorfosi. Anzi il fatto da me osservato che i pezzi 
di coda vanno in metamorfosi pil facilmente delle code intere dimostra 
come tali condizioni acceleratrici agiscano pil facilmente sui pezzi piccoli 
che sugli organi interi. Credo con queste esperienze di chiarire un punto 
della questione controversa fra Uhlenhuth e Kornfeld da una parte e Weigl 
dall’altra. Infatti il ritmo differente fra ospite e trapiantato pud sfugegire ad 
una valutazione quando, invece di attendere la metamorfosi normale, la si 
provoca mediante somministrazione di tiroide poiché l’azione acceleratrice 
della tiroide sulla metamorfosi ¢ tale che si sovrappone all’azione accelera- 
trice dell’ospite sul trapiantato, di modo che quest’ultimo viene a soggiacere 
ai fenomeni della metamorfosi per le condizioni proprie raggiunte. Da questo 
punto di vista la vecchia questione fra Weig] e Uhlenhuth verrebbe ad essere 
risolta, nel senso di una conciliazione fra gli opposti pareri mediante queste 
mie esperienze che permettono di scindere due fenomeni diversi, cioe la con- 
dizione di maturita del substrato dall’influenza dell’ospite, fenomeni che nelle 
esperienze di questi Autori agiscono contemporaneamente durante la meta- 
morfosi. In tale modo risulta evidente la ragione di queste mie particolari 
ricerche e perché vi ho associato |’ influenza della tiroide, in esse ho osservato 
infatti come, con una completa indipendenza dall’eta dell’ospite e del donatore, 
tenda a diminuire la distanza fra il tempo di metamorfosi della coda del- 
Pospite e quella del trapiantato. Tende cioé a stabilirsi durante la metamorfosi 
un sincronismo tanto nel caso dei trapianti eseguiti in periodo embrionale 
che di quelli in periodo larvale. Tale sincronismo pero si osserva solo a 
metamorfosi molto avanzata, in quanto che le differenze fra la coda del- 
Yospite e quella trapiantata vengono colmate, per |l’accelerazione prodotta 
dalla metamorfosi, col progredire del tempo. Risultato questo da prevedersi, 
in base appunto alle esperienze di Gudernatsch e di Cotronei, che ci dicono 
come, a partire almeno da un limite di eta, la tiroide agisca portando molto 
rapidamente i vari organi in condizioni da subire Ja metamorfosi. Riguardo 
poi alla questione affrontata da Lindeman sui trapianti di pelle del dorso sulla 
coda e di pelle della coda sul dorso, alcune mie esperienze, eseguite tra- 
piantando pezzi di pelle e muscolatura del dorso, prelevati da datori di eta 
diversa da quella dell’ospite, sulla coda di larve prossime alla metamorfosi, 
confermerebbero i risultati di questo Autore. Il pezzo trapiantato cioé con- 
serva le proprieta che aveva nel suo Juogo di origine, in quanto che la mu- 
scolatura al momento della metamorfosi permane integra. In ogni modo su 
questo punto mi riprometto di proseguire ulteriormente le mie ricerche, e 
considerare il caso di trapianti fra individui della stessa eta. 

In sostanza dalle mie ricerche su questi vari problemi posso concludere 
che: abbozzi embrionali di code trapiantati su embrioni pervengono a me- 
tamorfosi normale contemporaneamente all’ospite, nonostante la sede di im- 
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pianto diversa dalla normale. Allo stesso risultato si giunge nel caso di code 
sviluppate trapiantate su larve della medesima eti del datore. Nel caso di 
code prelevate da datori pit giovani degli ospiti, la sincronia di metamorfosi 
si ha soltanto quando la differenza fra le eta dei due soggetti & piccola. 
E importante inoltre anche il tempo di permanenza del trapianto sull’ospite, 
in quanto che quest’ ospite di maggiore et’ esercita su quello un’influenza 
acceleratrice. Da tutto cid deriva anche la conclusione che le sostanze che 
producono la metamorfosi si trovano in ogni punto dell’organismo, ma che 
il substrato deve trovarsi in determinate condizioni, affinché tali sostanze 
possano agire. 

Infine la metamorfosi provocata dalla somministrazione di tiroide tende 
ad involgere contemporaneamente gli organi normali e quelli trapiantati, 
indipendentemente dalle loro etd rispettive, poiché le distanze di tempo fra 
i processi di metamorfosi della coda normale e di quella trapiantata vanno 
sempre pil abbreviandosi; ma quando si pensi ai fenomeni di disarmonia 
messi in luce da Cotronei (1913) anche in tali casi dobbiamo pensare al- 
influenza propria del substrato, che diventa pero sempre meno apprezzabile. 


Biologia (Embriologia sperimentale). — Ricerche sullo svi- 
luppo del pronefro degli Anfibi (asportazioni e trapianti). Nota di 
EvrrosineE Ruzza, presentata® dal Socio F. Sitvestri. 


Numerose ed intense ricerche, che attuano un piano di lavoro conce- 
pito dal prof. Cotronei, molte delle quali gid presentate a questa Accademia, 
si sono syolte e si svolgono tuttora nell’ Istituto di Anatomia comparata di 
Roma per studiare, col metodo dei trapianti, come i diversi abbozzi embrio- 
nali (piastre olfattive, vescicole ottiche primarie e secondarie, vescicole 
otiche, parti piu o meno estese del prosencefalo, ectoderma della testa con 
zona lentogena, abbozzo del cuore, ecc.) vengano influenzati nel loro svi- 
luppo dalle differenze biochimiche costituzionali, esistenti tra varie forme 
pil. o meno zoologicamente lontane. Ed appunto in questo vasto campo di 
ricerche rientrano le mie esperienze, di cui do ora solo un breve sunto, 
riservandomi di dare una pit precisa documentazione di esse in un lavoro 
in esteso di prossima pubblicazione. Esse mirano a studiare sperimentalmente 
lo sviluppo del pronefro degli Anfibi trapiantato xenoplasticamente. 

Solo recentissime ricerche, eseguite sopratutto da Autori giapponesi 
della scuola di Ogawa, riguardano i problemi del trapianto omo- ed etero- 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Anatomia ed Embriologia comparate della Regia 
Universita di Roma. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 9 settembre 1933. 
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plastico del pronefro; tutte le ricerche precedenti invece si occupano di altri 
quesiti inerenti lo sviluppo e l’attivita funzionale di questo organo. 

Infatti Mc Clure (1918-19) e Swingle (1919) hanno studiato V’abbozzo 
del rene primordiale dal punto di vista dell’ idropisia, osservando che questa 
insorge quando l’attivita funzionale del pronefro é deficiente; deficienza che 
pud aversi sia normalmente per cattivo sviluppo e sia sperimentalmente per 
resezione del dotto di Wolff o per asportazione dell’abbozzo da entrambi i 
lati o da un sol lato. Anzi in questo ultimo caso la Howland (1921) ha 
notato che molte volte, per un fenomeno di regolazione, si pud avere I’iper- 
trofia compensatoria dell’organo rimanente e ripristino di funzionamento 
simile al normale. E queste osservazioni ho avuto agio di controllare e con- 
fermare io stessa, sebbene indirettamente, durante il corso delle mie espe- 
rienze. Non mi dilungo a descrivere in questa Nota le diverse ricerche che 
vari Autori han fatto su argomenti riferentisi al pronefro, perché esse non 
hanno molta attinenza con il mio lavoro; descriverd solo i risultati che 
Shimasaki (1930) ha ottenuto trapiantando omoplasticamente il pronefro. 

Egli ha visto, operando in embrioni di Rana nigromaculata e Bufo vul- 
garis. Yomotrapianto del rene primordiale sotto |’ectoderma e lateralmente 
al pronefro normale, che esso si puo differenziare, ma che non raggiunge 
mai un grado di sviluppo simile al normale e che infine cade in progres- 
siva atrofia fino ad essere riassorbito. I suoi tubuli sono corti, poco con- 
torti, pieni qualche volta di globuli vitellini e, in Rana, allargati, il che 
indica la loro attivita secretoria. Gli abbozzi trapiantati, che contengono 
molti globuli rossi e spesso son circondati da un seno sanguigno, mostrano 
la tendenza (2 casi in Bufo) a fondersi ed a comunicare con il pronefro 
normale dell’ospite. Il Miura (1928) ha eseguito anche esperienze di etero- 
trapianti, ma i suoi risultati sono ancora inediti; accenni ne da Shimasaki 
nella sua pubblicazione. Esperienze di isolamento del rene cefalico sono state 
eseguite da Holtfreter e da Erdmann“). Con le esperienze di trapianti xeno- 
plastici del pronefro fra Anfibi Anuri ed Urodeli e viceversa, che ho ese- 
guito per consiglio del prof. Cotronei, mi sono proposta di studiare sia il 
problema del differenziamento, dello sviluppo, della fusione, della regolazione 
di questo organo in condizioni diverse dal normale, sia l’eventuale com- 
portamento differenziale in rapporto agli altri abbozzi finora presi in esame. 

Il metodo da me usato in queste ricerche é quello ordinariamente ado- 
perato per questo genere di operazioni. Il materiale, su cui ho eseguito le 
mie esperienze, € costituito per gli Anuri: da embrioni di Rana esculenta, 
di una rana del gruppo delle temporarie e di Hyla arborea; per gli Urodeli: 
da embrioni di Triton taeniatus, Triton cristatus e di Axolotl. L’ abbozzo 
preso in esame |’ho trapiantato nell’ospite insieme all’ectoderma sovrastante 


(1) Esperienze di questo tipo, che io non ho potuto eseguire per deficienza di tempo, 
Sono state iniziate nel nostro Istituto dalla sig.na Fagiolo. 
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e ad un poco di tuorlo o in sede cefalica o in sede ventrale. Nel primo ge- 
here di operazioni ho collocato il pronefro al posto della vescicola ottica 
asportata; nel secondo vicino al rene primordiale dell’ospite appositamente 
leso. Ho scelto questa seconda zona per osservare la tendenza a fondersi fra 
gli organi della stessa provenienza, qualora questa si manifestasse. Ho notato 
che il territorio d’impianto non ha un’influenza considerevole sui processi 
differenziativi. Al momento in cui ho eseguito il trapianto gli embrioni di 
Anuri erano allo stadio di bottone codale, gli Urodeli a seconda dei diversi 
lotti di operazione a stadi corrispondenti ai numeri 36, 37, 38 delle tavole 
dell’ Harrison per Amblystoma. 

Dalle mie esperienze risulta, come osservazione generale, che il rene 
cefalico dimostra, pur presentando in alcune combinazioni la possibilita di 
differenziamento, una resistenza notevolmente minore a tutti gli altri abbozzi 
finora presi in esame, ancora minore dell’abbozzo dell’organo olfattivo che 
di tutti gli altri abbozzi finora studiati nel nostro Istituto é il meno resistente. 
Il perché di questo comportamento va molto probabilmente ricercato nel 
fatto che il pronefro € un organo ghiandolare intimamente connesso al sistema 
circolatorio e che percio deve risentire molto rapidamente delle condizioni 
litiche, che si manifestano o che esistono nell’ambiente ospite. 

Non descrivero qui i risultati singoli delle varie combinazioni di xeno- 
trapianti attuate, riferiro solo alcuni dei risultati, che ritengo pil notevoli e 
che si riferiscono ai vari problemi particolari pit salienti. 

Nei trapianti degli Anuri sugli Urodeli si ha sempre Ja possibilita di diffe- 
renziamento dell’abbozzo del rene cefalico. Il pronefro si comporta quindi, in un 
primo tempo, come nei trapianti omo- ed eteroplastici eseguiti da Shimasaki 
e Miura. Questi risultati sono in pieno accordo con quelli ottenuti per altri 
abbozzi da Cotronei, Spirito, Guareschi; l’accordo si ha anche, salvo la mi- 
nore resistenza come ho gia accennato, per l’andamento generale dei processi 
distruttivi che si verificano appena si iniziano in esso nuove correlazioni 
umorali di carattere endocrino e comincia il sistema nervoso a manifestare 
la sua influenza sull’accrescimento, cioé nel momento in cui la larva puo 
assumere nutrimento esterno (Cotronei). Cid ¢ perfettamente compatibile col 
fatto che in taluni casi, come nel rene trapiantato, la distruzione pud inco- 
minciare quando ancora possono rimanere dei residui di vitello in qualche 
zona della larva; ma cio, date le differenti velocit’ con cui il vitello viene 
riassorbito nei vari organi, non sposta la questione. 

In alcuni casi (rana del gruppo delle temporarie su Axolotl) sembra 
che si stabilisca una connessione vascolare tra l’ospite ed il trapianto; ad 
ogni modo é certo che in prossimita del trapianto si notano spesso grossi 
vasi sanguigni e quasi sempre globuli rossi, che alcune volte si trovano anche 
nell’interno dei tubuli. 

In molti altri casi i tubuli del pronefro si presentano forzatamente 
distesi. Questa idropisia, dovuta ad accumulo di liquido, insieme con la pre- 
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senza di sangue intorno al trapianto, mi fa pensare che il pronefro tenda a 
manifestare la sua funzionalita. Infatti Swingle nelle sue ricerche ha visto 
che, resecando il dotto di Wolff, i tubuli del pronefro diventano idropici 
non potendo espellere l’escreto. Ora nel mio caso € facilissimo che non sia 
avvenuta una unione fra il pronefro trapiantato e il dotto di Wolff. Non mi 
nascondo le obbiezioni che si potrebbero muoyere riguardo ad un organo 
embrionale, che funziona in un ambiente xenoplastico. I fatti sono pero 
quelli che ho esposti e mi limito a ricordare che il Cotronei ha potuto 
dimostrare la funzionaliti dell’abbozzo cardiaco degli Anuri trapiantato negli 
Urodeli. 

Nei casi in cui i canalicoli non sono idropici si puO pensare che av- 
venga la connessione con il dotto di Wolff; infatti Shimasaki e, da quanto 
egli dice, anche Miura nei trapianti omo- ed eteroplastici han notato Ja pos- 
sibilitt di fusione fra il rene trapiantato e quello dell’ospite. Nonostante pero 
io abbia eseguito, come ho gia detto, delle serie di operazioni apposta per 
verificare questo fenomeno e nonostante abbia avuto delle formazioni, che 
simulano un rene unico, le unioni, che io ho ottenute, si sono sempre avute 
per mezzo del tessuto connettivo e mai per continuazione epiteliale fra i ca- 
nalicoli dell’ospite e quelli trapiantati. Non si pud quindi parlare di vere 
fusioni nel senso che a questo termine danno Born e Cotronei. Ma data la 
considerazione fatta prima e dato che la fusione si é verificata per altri ab- 
bozzi in trapianti xenoplastici perseverero nella ricerca. 

L’ectoderma, che ricopre l’abbozzo del pronefro, si dimostra ancora 
meno resistente dell’abbozzo stesso. 

Come si sa ben pit complessi sono i risultati avuti finora, con 1 quali 
i miei concordano, nei trapianti inversi, cioé di abbozzi embrionali di Urodeli 
su Anuri. Per mezzo dei quali, a causa del comportamento differenziale per 
cid che riguarda l’incompatibilita embrionale, si ha la distinzione di costi- 
tuzioni zoologiche diverse fra gli Anuri: da una parte Bufo vulgaris, Rana 
esculenta e Rana agilis; dalValtra Hyla arborea, e una rana del gruppo delle 
temporarie (Cotronei, Guareschi, Spirito, Perri). 

Cosi nei trapianti dell’abbozzo del pronefro di Urodeli su Rana escu- 
lenta, come per gli altri abbozzi, ho avuto differenziamento nullo e distru- 
zione rapidissima (distruzione embrionale). Invece nei trapianti del rene 
cefalico di Urodeli su Hyla arborea ho avuto possibilita di differenziamento 
come nei trapianti di Anuro su Urodelo; e come in questi: sensibilita del- 
Vabbozzo alle condizioni litiche postembrionali, presenza di vasi sanguigni e ~ 
di globuli rossi, rapida degenerazione dell’ectoderma trapiantato. 

Caratteristici sono i casi ottenuti nella combinazione Axolot] su Ayla 
arborea, Come € noto lo sviluppo degli embrioni d’ Hyla é@ pit rapido di 
quelli di Axolotl; pud avvenire percio che Vospite abbia riassorbito il suo 
vitello prima che l’abbozzo trapiantato abbia consumato il suo. Ricorriamo 
allora in un caso, simile a quello eseguito sperimentalmente da Cotronei 
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e Guareschi, di trapianto embrionale eseguito su larve gia differenziate e 
che si nutrivano: vale a dire si ha il blocco del vitello. Ma la parte carat- 
teristica in queste mie esperienze sta nell’esser riuscita, sperimentando con 
stadi pit. giovani e pil avanzati sia di Hyla che di Urodelo, a colpire gli stadi 
di A/yla in cui dalla vita embrionale si passa a quella larvale, mentre il 
pronefro di Urodelo ¢ ancora in periodo di sviluppo. Esso percid rimane 
bloccato. 


Botanica. — Alcune osservazioni sui cloroplasti delle Palme. 
Nota™ di R. Noveto, presentata dal Socio B. Lonco. 


Queste Osservazioni si inseriscono nel piano di ricerche predisposto nel- 
PY Orto Botanico di Catania dal prof. Savelli, il quale — per considerazioni 
fitogeogratiche, ecologiche e fisiologiche - ha assegnato, in questo suo piano, 
una posizione di speciale interesse alle Palme ed alle Cactacee. Senonche 
mentre il nostro Orto é@ ricchissimo di Cactacee, ¢ invece piuttosto povero 
di Palme, sebbene al loro incremento si stia provvedendo. 

Io ho potuto studiare 55 forme distribuite fra 45 Specie e 19 Generi, 
con gli stessi criteri gia altrove spiegati; senonche per varie ragioni non 
ho creduto di poter ripartire i risultati fra diverse stagioni, ma li ho con- 
elobati in un quadro ancor pil riassuntivo: avverto tuttavia che le mie 
ricerche raggiunsero il massimo di frequenza e di estensione durante [’estate, 
e i dati rispecchiano appieno le condizioni della stagione pit calda. Il lavoro 
riguarda la presenza NEI CLOROpPLASTI di amido o di lipidi direttamente rive- 
labili al Sudan. In via accessoria e come opportuno complemento ¢ stata 
segnalata la presenza di lipidi inclusi nel citoplasma, del resto in tutti i casi 
assai minuti e scarsi. Il criterio estremamente sintetico adottato in questa 
esposizione viene a livellare, fa perder rilievo ad importantissime differenze 
che potranno essere adeguatamente esposte solo nelle note speciali, relative 
a ciascun genere, che presto seguiranno. Nell’ elenco le piante contenenti 
lipidi nei cloroplasti sono contrassegnate mercé i numeri d’ ordine in gras- 
setto; le pochissime nei cui cloroplasti non riuscii mai a trovare amido 
sono distinte mediante il nome in grassetto: nelle colonne il reperto positivo 
é segnato con +, e con — il negativo. 

Delle 55 forme studiate, 52 risultarono capaci di elaborare amido nei 
cloroplasti, fra le quali 23 presentarono nei cloroplasti stessi, almeno in 
un dato momento, anche lipidi, mentre altre 3 presentarono nei cloroplasti 


(1) Pervenuta all’ Accademia il 7 agosto 1933. 
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solo lipidi e niente amido. Lipidi endocitoplasmatici furono registrati in 25 
forme, 19 delle quali presentarono lipidi anche nei cloroplasti, mentre in 
altre 6 alla presenza di lipidi endocitoplasmatici facevano riscontro cloro- 
plasti soltanto amiliferi. 

Nell’ elenco figura Cocos plumosa Hook, che secondo il Beccari) va 
passato in sinonimia col suo Arecastrum Romanzoffianum, sul che tutu siamo 
perfettamente d’accordo. Ma il fatto ¢ che l’esemplare accolto nell’ Orto 
Catanese sotto il nome di Cocos plumosa Hook differisce un poco - p. es. 
nei frutti - dagli altri due bellissimi esemplari di Arecastrum Romanzoffia- 
num Becc., forse soltanto perché appartiene ad altra varieta: neli’incertezza 
se questa sia o non sia la var. «australe » si ¢ preferito di non compro- 
mettere nulla rispettando la vecchia dicitura. Il Beccari non accetta neppure 
il Cocos Bluminavia, che ritiene probabilmente una Butia senza dare peraltro 
una pit precisa designazione specifica, per cui anche qui € parso di far 
meglio rispettando il vecchio nome, a titolo provvisorio ed attribuendo ad 
esso una semplice funzione pratica ai fini elencativi; aderendo del resto alla 
interpretazione restrittiva data dal Beccari, in ossequio alla quale abbiamo 
appunto detto di avere studiato solo 19 generi, e non 20, poiché in realta, 
nonostante i nomi elencati, il genere Cocos - che per Beccari diventa mono- 
tipico - non lo riteniamo rappresentato. 


(1) O. Beccarl, Il genere « Cocos» L. e le Palme af fini. Firenze, 1916, 
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Num. d’ordine 


Nome delle Palme 


Amido 
nei 


Cloroplasti | Cloroplasti 


Cory phinae. 


Phoenix canariensis Hort . 

Phoenix canariensis Hort. v. macrocarpa 
Phoenix dactylifera L.. 

Phoenix hybrida Hort. 

Phoenix leonensis Lodd. . 

Phoenix Robellini O. Brien . 

Phoenix reclinata Jacq. 

Phoenix rupicola Ander. . 

Phoenix silvestris Roxb. 

Chamaerops humilis L. 

Chamaerops humilis LZ. v. arborescens Pers. 
Chamaerops humilis L. v. cerifera Becc. 
Chamaerops humilis L. v. doctylocarpa Becc. 
Chamaerops humilis L. v. elegans Hort. 
Chamaerops humilis L. v. elliptica André . 
Chamaerops humilis ZL. vy. macrocarpa Tin. 
Trachycarpus excelsus H. Wendl. . 
Trachycarpus Fortunei H. Wendl. . 

Rhapis flabelliformis L’Herit. 

Trithrinax brasiliensis Mart. . 

Trithrinax campestris Brude et Griseb. 
Nannarhops Ritchieana Wendl. . 

Livistona australis Mart. . 

Livistona chinensis R. Br. , 

Livistona oliviformis Mart. 

Erythea armata S. Wats . 

Erythea Brandegeei Purpus . 

Erythea edulis S. Wats 

Washingtonia filifera H. Wendl. 
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3 Amido Lipidi Lipidi 
= Nome delle Palme nel nei nel 
g Cloroplasti | Cloroplasti | Citoplasma 
5 
S = 
30| Washingtonia filifera H. Wendl. v. macro- 

carpa Becc. ft = = 
31} Washingtonia robusta H. Wendl. . ois = re 
32] Washingtonia robusta H. Wendl. v. graci- 

lis. Parhis . tale a, ; + a3 aes 
33| Washingtonia Sonorae S. Wats. a + + 
34| Brahea dulcis Mart. ie —=s Zs 
85| Brahea calcarea Liebm. + + + 
36| Sabal Adansonii Guerus. a = = 
87| Sabal Blackburniana Glah. aft ae = 
38| Sabal mauritiiforme Griseb. et Wendl. ae -— a 
39| Sabal Ghiesbreghtii Hort. at a = 
40} Sabal havanensis Lodd. ate ae a. 
41| Sabal Palmetto Lodd. alle == ab 
42| Sabal princeps Hort. ote ae aE 
43| Copernicia decipiens Becc. at ae it 

Ceroxylinae. 

44| Chamaedorea corallina Karts =. + Sia 
45 | Chamaedorea Ernest-Augusti H. Wendl. alle + — 
46| Chamaedorea oblongata Mart. . a2 — 
47 | Howea Forsteriana Becc. . BE = ae 
48] Clinostigma Moorianum J. Mill . ae alle ae 
49| Cocos Bluminavia? Hort. . aie a SU 
50} Cocos plumosa? Hook. Be se 4 
51] Arikury schizophylla Becc. he ai. = 
52] Arecastrum romanzofhanum Becc.. . . + — =f 
53| Butia Jatay Becc. He Be ae 
54| Butia sp. . aes ok vi 
55 | Jubaea spectabilis H. B. K. . =. — — 
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Fisiologia. — Intorno alla esistenza deile degenerazioni trans- 
neuroniche . Nota® di G. Moruzzt, presentata dal Corrisp. 
M. Camis. 


Lo Sherrington “) ha osservato recentemente nella scimmia l’insorgenza 
di alterazioni morfologiche e funzionali a carico delle cellule nervose mo- 
trici dei segmenti lombo-sacrali, e questo non prima di due settimane circa 
da una sezione toracica completa del midollo spinale. 

Egli ha raggruppato i due ordini di manifestazioni sotto un termine 
comune « degenerazione transneuronica », criterio questo perfettamente giu- 
stificato dal fatto che comune ad essi é l’elemento caratteristico che fa pren- 
dere al fenomeno un posto a sé nel campo della neurologia, e cioé che Ja 
sua causa immediata o quella che noi supponiamo tale (la sezione del mi- 
dollo) non ha agito direttamente su alcuno dei costituenti anatomici del 
neurone interessato. 

Per chiarire fin d’ora il concetto, che non pud essere riassunto in una 
definizione negativa, dico subito che adotterO nelle pagine che seguono il 
termine « degenerazione transneuronica » solamente per indicare quelle alte- 
razioni della cellula nervosa la cui causa si possa fare risalire in modo di- 
retto ed esclusivo ad un soppresso afflusso di stimoli, per perdita di normali 
connessioni con altri neuroni. Resta inteso pertanto che se un qualsiasi ele- 
mento estraneo viene ad incidere nello stretto nesso causale: soppresso 
afHlusso di stimoli—alterazione del neurone, si esce per cid che riguarda que- 
st’ultima dal campo delle degenerazioni transneuroniche. 

Ho usato un’espressione dubitativa nei riguardi della causa immediata 
del fenomeno osservato dallo Sherrington tenendo conto dei risultati di una 
ulteriore ricerca da lui fatta in collaborazione con S. Cooper “. Il reperto 
da parte di questi autori di degenerazione Walleriana irregolarmente distri- 
buita nel nervo sciatico di scimmia paraplegica e non nelle corrispondenti 
radici anteriori, fa dubitare infatti che nei riguardi delle alterazioni cellulari 
surricordate, piuttosto che di un processo veramente transneuronico a de- 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Fisiologia Sperimentale della Regia Universita di 
Parma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 24 agosto 1933. 

(3) C. S. SHERRINGTON, Chromatolysis of motor horn cells, « The Journ. of Physiol. », 
LXXV, pp. 11-12 P., 1932. 

(4) C. S. SHerrincron and S. Cooper, Degenerations of peripheral nerves afler spinal 
transection. « The Journ. of Physiol. », LXXVH, pp. 18-19 P., 1933. 
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corso centrifugo si tratti invece di una ripercussione centripeta di accidentali 
alterazioni dei tronchi nervosi periferici. 

Le ricerche, i cui risultati espongo qui in forma succinta, sono state 
istituite in parte allo scopo di studiare in modo dettagliato le apparenze ob- 
biettive del fenomeno osservato dallo Sherrington, in parte ai fini di veri- 
ficarne in altra parte del neurasse la portata generale e di chiarirne insieme 
il meccanismo causale; i risultati positivi ottenuti in entrambi i gruppi di 
esperimenti mi hanno permesso poi di applicare le degenerazioni transneu- 
roniche, come mezzo di indagine non infruttuoso, in altri campi della 
neurologia. 

Limito per brevita la trattazione ad una pura elencazione di risultati, 
dei fatti che li giustificano e delle loro conseguenze immediate; per le no- 
tizie bibliografiche, circa quanti dallo Charcot ai giorni nostri hanno trattato 
dell’argomento, come per una pil’ ampia discussione dei problemi presi in 
esame, rimando ad una prossima, pil estesa memoria. 

Nel primo gruppo di esperienze ho praticato in cinque cani la sezione 
completa del midollo spinale a livello delle ultime vertebre toraciche; gli 
animali vennero sacrificati dopo otto, dieci, diciotto, ventidue, trentuno giorni 
rispettivamente, e i segmenti lombo-sacrali vennero esaminati col metodo 
di Nissl. 

Dal confronto coi preparati normali, risulta in modo sicuro la presenza 
di fatti degenerativi in una parte delle cellule radicolari delle corna ante- 
riori; le alterazioni si possono raggruppare sotto tre tipi fondamentali, a 
seconda che si tratti di cellule di volume enorme col nucleo piccolissimo 
e assenza completa di tigroide, o che si tratti invece di cellule d’aspetto 
ancor vicino al normale, nel qual caso la tigrolisi puo essere centrale o 
periferica. 

Ho studiato attentamente il decorso cronologico delle degenerazioni in 
in parola: nessuna alterazione dopo otto e dieci giorni dalla operazione, 
entita del processo degenerativo discreta dopo diciotto giorni, massima dopo 
ventidue giorni, minore come numero e come intensita di alterazioni dopo 
31 giorni di vita post-operatoria (inizio dei processi riparatori). In complesso 
quindi il fenomeno ha un decorso che é€ ritardato rispetto a quello delle 
degenerazioni consecutive a recisione del cilindrasse, che, come € noto, si 
iniziano ventiquattro ore dopo loperazione, raggiungono il loro massimo 
otto-quattordici giorni dopo, regrediscono per il verificarsi di fatti rigene- 
rativi a cominciare dal ventesimo giorno; l’andamento perd é analogo. 

Interessante la disposizione topografica delle alterazioni che mostra una 
prevalente (non esclusiva) alterazione dei nuclei laterali delle corna anteriori, 
€ questo sia come estensione che come intensita del processo degenerativo ; 
da questo possiamo arguire, in base alle estese conoscenze che possediamo 
circa le localizzazioni nel midollo spinale, che le unita motrici delle parti 
distali degli arti sono prevalentemente interessate. 
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I] fatto non € di facile spiegazione, ma ad ogni modo si accorda assai 
bene con un fenomeno funzionale che Mc Couch e Fulton “ hanno osservato 
nella scimmia in epoca pil tardiva, che ciot la distrofia da isolamento é 
maggiore nelle estremita distali che nelle prossimali. 

Se si considerano come transneuroniche (e quindi dovute unicamente 
a soppresso afflusso di stimoli) le degenerazioni osservate, il prevalente in- 
teressamento delle unita motrici distali, si potrebbe spiegare con il maggior 
influsso che su queste esercita il sistema piramidale; ma se questo fatto é 
ben dimostrato sia in senso morfologico (area rolandica pil estesa) che in 
senso funzionale (shock pit duraturo) nell’uomo e anche nella scimmia, 
non € cosi evidente nel cane e per ammetterlo occorrerebbe che la natura 
transneuronica delle alterazioni in parola fosse una certezzae non una sup- 
posizione. 

Ma per cio che riguarda il meccanismo del fenomeno, di certezza in 
queste mie esperienze, come in quelle degli autori precedenti, non ¢é il caso 
di parlare; posso escludere che si tratti di cause generali (setticemia, tos- 
siemia) e per l’assenza di fenomeni infiltrativi e per la completa normalita 
di reperti da me riscontrata nel midollo cervicale (rostralmente cioé alla 
sezione), ma una lesione primitiva dei nervi periferici (per compressione, 
decubiti) con ripercussione centrale retrograda, non posso escluderla coi mezzi 
attuali di tecnica. 

I reperti sopra ricordati hanno quindi un valore di orientamento; essi 
possono essere utilizzabili solo se in altre parti del neurasse si riesca a chia- 
rire il meccanismo del fenomeno in discussione. 

A questo fine ho istituito un secondo gruppo di esperienze sezionando 
bilateralmente le vie spino-cerebellari in due cani a livello rispettivamente 
della 10* e della 42 vertebra toracica; scopo specifico della ricerca il vedere 
quali fossero gli effetti sulle cellule del Purkinje della soppressione degli 
impulsi che vi pervengono dai propriocettori muscolo-tendinei, attraverso le 
vie spino—cerebellari. 

I due animali guarirono per prima e presentarono nettamente la nota 
sindrome descritta da Marburg ®) e da Bing), limitatamente, s’intende, 
agli arti posteriori; vennero sacrificati mentre erano in ottime condizioni 
di salute e a sindrome cerebellare pressoché scomparsa, rispettivamente dopo 
24 e€ 21 giorni di vita post—operatoria. I cervelletti vennero esaminati per 
la pi gran parte in serie col metodo di Nissl. 


(1) G. P. McCoucs and J. F. Futton, The relation of the pyramidal tract to the spinal 


shock. XIV Congr. di Fisiol., 1932. 
(2) O. Marsurc, Die physiologische Funktion der Kleinhirnseitenstrangbahn. « Arch, 


f. Anat. u. Physiol., Physiol. Abt.», anno 1904, pp. 457-480. 
(3) R. Brine, Experimentelles zur Physiologie der Traclus Spino Cerebellaris. « Arch, 


f. Anat. u. Physiol., Physiol. Abt.», anno 1906, pp. 250-270. 
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Dall’esame dei preparati risulta in modo evidente la presenza di fatti 
degenerativi in moltissime cellule del Purkinje. 

Non mi dilungo in dettagli citologici limitandomi soltanto a notare che 
accanto a tipi degenerativi analoghi a quelli osservabili nel midollo spinale, 
se ne riscontrano altri veramente caratteristici per il volume enorme rag- 
giunto dalla cellula, per la forma rotonda di questa, per i tozzi dendriti, 
altrettanti segni, mi sembra, di una fortissima imbibizione acquosa del pro- 
toplasma. 

Il decorso cronologico ¢ in complesso simile a quello del midollo spi- 
nale; per cid che riguarda la disposizione topografica rimando a quanto dird 
sulle localizzazioni cerebellari. 

Che le alterazioni in parola preesistano nel vivente, naturalmente non 
nella forma dataci dall’« Aquivalentbild » del preparato, ritengo dimostrato 
dal fatto che mai le ho riscontrate in cervelletti normali studiati coll’ iden- 
tica tecnica; d’altronde non ho mai usato come fissatore l’alcool assoluto che 
puo dar luogo ad alterazioni post mortali del protoplasma. 

Ma alterazione preesistente nel vivente non significa certo degenera- 
zione transneuronica, che ne rappresenta solo un caso particolare; questa 
ultima tuttayia puo essere qui dimostrata mediante l’esclusione di tutte le 
altre cause di degenerazione, esclusione che per le favorevoli condizioni do- 
vute sia al substrato anatomico che allo svolgimento stesso dell’esperienza, 
puo essere fatta nel mio caso nel modo pit rigoroso. Infatti la degenera- 
zione del pericario del Purkinje non e secondaria a una lesione qualsiasi del 
cilindrasse e precisamente non ad una lesione traumatica (decorso esclusi- 
vamente intradurale di questo), non ad una lesione infiammatoria (guarigione 
per prima), non ad una lesione effettuata nel midollo durante la sezione 
sperimentale delle vie spino-cerebellari. 

Quest’ultimo punto merita una dimostrazione anatomica dettagliata che 
mi riseryo di dare in altra occasione; per ora mi limito a riferire le con- 
clusioni che si riassumono nell’affermare che le vie afferenti della corteccia 
cerebellare presentano un’interruzione nei nuclei centrali del cervelletto e nei 
nuclei del tegumento rombo-mesencefalico e che quindi si ha un’assenza 
praticamente completa nel midollo spinale di cilindrassi delle cellule del 
Purkinje. 

Quest’affermazione si basa sui reperti negativi della grande maggioranza 
degli autori e sulle obbiezione che ai dati positivi di Luna“) puo essere fatta 
in base ai reperti del Simonelli, che ad ablazione non superficiale della 


(1) E. Luna, Contributo sperimentale alla conoscenza delle vie di proiezione del cervel- 
letto. Ricerche fatte nel Laboratorio di Anat. Nor. della Regia Universita di Roma, XIII, 
pp. 249-276, 1908. 

(2) G. S™OoNELLI, Studio anatomico del cervelletto, ecc. « Archivio di Fisiol.», XI, 
Pp. 373-375, 1914; e Localizzazioni cerebellari corticali. « Arch. di Fisiol.», XX, pp. 406—- 


436, 1922. 
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corteccia cerebellare cio’, consegue (forse per alterazioni di circolo) dege- 
nerazione dei nuclei centrali del cervelletto, onde a quest’ultima e non a 
quella si puo far risalire la causa della positivith al Marchi osservata dal 
Luna nel midollo spinale in seguito ad asportazione parziale della corteccia 
cerebellare. 

Se anche poi si deve ammettere col Luna che qualche fibra della cor- 
teccia cerebellare arrivi al midollo spinale (reperti positivi al Marchi nel 
midollo spinale in un caso di lesione superficiale del Lobulus medianus 
posterior con controllata integrit’ dei nuclei centrali), si deve trattare, di 
fronte alla massa concorde dei reperti negativi, di un fatto isolato di scarsa 
importanza ai nostri riguardi (ho riscontrato lesioni estese alla mageior parte 
della corteccia) e che del resto non ci stupisce dato che esistono eccezioni 
anche ad una legge cosi indiscussa qual’¢ quella di Bell-Magendie. 

La degenerazione del pericario del Purkinje non é d’altra parte primaria 
il che € facilmente comprensibile col fatto che la guarigione per prima, la 
perfetta normalita dell’animale dal momento dell’ operazione a quello della 
morte, non sono assolutamente accordabili con fatti flogistici e tossici ge- 
nerali, ; 

Siamo in grado quindi di escludere qualsiasi causa che abbia agito le- 
dendo direttamente il protoplasrna dei neuroni interessati e portati quindi a 
ricercare la causa delle modificazioni morfologiche osservate in una altera- 
zione della funzione dei neuroni, alterazione che data |’operazione praticata 
non puo essere che secondaria alla soppressione degli stimoli spino-cerebellari, 
e che quindi in definitiva ¢ transneuronica. D’altra parte le somiglianze del 
quadro citologico e del decorso cronologico delle alterazioni cerebellari con 
quelle del midollo spinale costituiscono una prova indiretta, ma di grande 
peso, per ammettere che anche le descritte alterazioni delle cellule spinali 
siano di natura transneuronica. 
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Matematica. — Deduzioni differenziali dalla definizione di 
vettori reciproci. Nota 1 del Corrisp. U. Crsorti. 


\ 


1. — VETTORI RECIPROCI. - QUOZIENTE DI DUE VETTORI. — Se @ é 
un vettore non nullo, ho definito reciproco di a il vettore 


(1) =|; 


conseguentemente risulta definito quoziente di un vettore b per il vettore a&) 


lo scalare: 


axob 
(2) 2 PRM. 
a a? 
2. — QUOZIENTE DI UNO SCALARE PER UN VETTORE. — Sia ora m uno— 


scalare; in base alla (1) si pud definire nel seguente modo il quoziente 


di m per a: 


m ma 
(3) aa Spam 


(1) Pervenuta all’Accademia il 9 settembre 1933. 
(2) Quoziente di vettori e vettori monogeni, questi « Rendiconti», Ole Nally (horse. 


1933), p- 764, n. I. 
(3) Loc. ora cit. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 
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3. — DERIVAZIONE DI UN VETTORE RISPETTO A UN PUNTO. — Se v=v(P) 
é un vettore funzione dei punti dello spazio (o di una regione di spazio) 
ho, in base alla (1), definito nel seguente modo la derivazione di wv ri- 


spetto a P ©): 
dv dv x<dP dw 


baal REY 6 SATE aye PB 

dP ~ dP Ficlets 
ovvero ponendo, una volta per sempre, | dP | = ds,-con -che 

dP dP 
eer ee A gt 
Si Ottiene : 
GU) Vera, 

(4) leas x tae 


In tal modo la derivata di un vettore rispetto a un punto, del quale il 
vettore é funzione, ¢ uno scalare che dipende da vers dP e precisamente é la 


dv 
componente secondo vers dP del vettore ree 


4. — DERIVAZIONE DI UNO SCALARE RISPETTO A UN PUNTO. — Riferen- 
doci alla (3) si puo ora definire la derivazione di uno scalare m, funzione 
di P, rispetto a P; precisamente si scrivera, in base alla (1), 


dm dP dm 
FP = dm oe — | ap | vers dP A 
e in definitiva 
dm dm aP 
(5) @eP-. as" das 


: dm , : dm 
Siccome —— € uno scalare, risulta dalla precedente che é un vettore 


ds dP 


; ; A dm 
diretto come dP e la cui componente secondo vers dP ¢é ae D’altra parte =r: 
§ 


é la componente di grad m secondo ds; si pud aggiungere che Pp é il 
vettore componente di grad m secondo la direzione di dP; quando l’angolo ¢é 


dm Sa 
retto si ha manifestamente Ait 8 quindi 7p = 2: 


(2) PEocmcit: 


5. - DeRivazIone pI somMrE. — Se we m sono, un altro vettore e 
un altro scalare, funzioni entrambi di P, dalla (4) e dalla (5) scendono 
ovviamente le relazioni: 


d(u + v) dv 
(¢) See aes, e opel 


d(m-+n) dm | dn 
@) pee hee ae 7p | 


6. - See DEL PRODOTTO DI UNO SCALARE PER UN VETTORE. — 
Sitha persia (4), 
d(mv) _ d(mv) 
dP eee 


ma é, trattandosi di ordinarie derivazioni, 


d(mv) _ dm dy 
ee re 


per cui, sostituendo nella precedente, 


d (mv) dm dP dm 
dP =(Ge+m Xe Ee ox Bt eX He 


es ; ae . dm 
ma per la (5), il primo termine dell’ultimo membro ¢ ap Xv il se- 


see dv. a 
condo termine risulta essere, per la (4), m qp ha dunque, in definitiva, 


Ja formula seguente: 


d d(mv) _ dm 
(8) ps ape moe 
a 
In particolare, se m & constante, avendosi, dalla (5), 9 —~ = 0, dalla 
precedente si ricava: 
d (mv) _ 


(9) dP nD 
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Se & invece costante w poiché dalla (4) scende zt =o, dalla (8) 


risulta: 
(10) d(mv) — dm 8 
; ge aera : 
e 
7. DERIVAZIONE DEL PRODOTTO DI DUE SCALARI. — Se men sono due 


scalari, funzioni di P, avendosi per la (5), 


d(m-+n) __ d(m-n) aP 


dP ds as 
ed essendo 
d(m-n) __ dm _ dn 
ds ese fee 


si ottiene: 


dP as LOT Nee ie 


Br LL Ag eee 
Welded tiem ea) 


ora le espressioni entro parentesi, nel secondo membro, non sono altro che 


dm dn 


d(m-n) (dm dn\ dP 
a) | 6 on + 


ap © ap rispettivamente, cosi si ha la formula: 
d(m-n) — dm - 20n 
(1) spear oe awe 
hele Zam 


8, — EspRESSIONI CARTESIANE DI — Riferiamoci a un si- 


— € =>. 
GPs weak, 
stema cartesiano coll’origine in un punto O, comunque prescelto, e di 
versori unitari ¢,,¢%,,¢, per cul: 


3 3 
P= OF > yet 5) ee cee 
1 I 


con che y,, y2, y; sono le coordinate di Pe v, , v, , v; sono le componenti di v. 
Applicando la (6) e la (10) si ottiene: 


dv idx ~ we dures) ce Ur ieee 
9p = gp =D, qP = 2n gp X 0 


= 850 se 
ma seyper la: (5), 
| dey _ doy oP 
GP ee PU gs 
per cui, ponendo 
dP 
re xX ts = tr; 


con che m, sono i coseni direttori dello spostamento dP, si ottiene: 


Nh. 


dv 5. du 
i rae is 


Se poi si nota che é 


si ottiene le seguente espressione: 


dw 5. Uy 
(11) dP = un 5, Nk 


; 3 : ae 2 
L’espressione cartesiana di 7p © Pe la (5), manifestamente la se- 


guente: 


a =4 5, 8 
(12) ii is EES Ny th = 2m sy, a Nh Nk th. 


, dv 
9. — UN’APPLICAZIONE MECCANICA DI ap * Rappresenti v(P) uno spo- 


stamento infinitesimo del punto P di un sistema continuo, per cui il sistema 
passa dalla configurazione dei punti P a quella dei punti P + uv. 
Si rilevi che la (11) puo scriversi: 


3 OU} I ; OV) 
~ th nk + — —— Mb Nk 
ee 3 Zi yh h Mk 


e scambiando nel’ultima sommatoria ) con k e introducendo le componenti 
del tensore di deformazione, definite nel seguente modo @): 


(1) Cfr. Cisorri, Lezioni di Calcolo Tensoriale. Milano, Libreria Editrice Politecnica, 


1928; n. 23. 
(@)Mlocwcity, n. 23. 
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¢ OU fe OUR 
PEACE pe 
Ove Oy,” 


la precedente puo scriversi ancora 


dv Iw [OU Up : 
hae ee a Weer + =—— | Np tlh = ans Cok Nh Nh. 
dP 2 mis oy) ee 


oy k 


Ora quest’ultima sommatoria non é altro ©) che l’allungamento unitario 
relativo al punto P e alla direzione di dP; chiamandolo ¢, si ha la notevole 
relazione 


dv 
(13) | apis © | ; 
Fisica. — Nuovi tipi di compensatori per fotoresistenza me- 


tallica. Nota® del Socio Q. Majorana. 


La misura delle caratteristiche del fenomeno di fotoresistenza metallica 
nel caso di luce periodica, é stata ottenuta, nelle mie prime ricerche, me- 
diante un compensatore a getto di mercurio descritto in Note precedenti. 
Come gia feci notare %) nello scorso febbraio, questo congegno si appalesava 
talvolta di funzionamento incerto, a causa di inconvenienti di carattere mec- 
canico ed elettrico“. Decisi percio di sostituirlo con altro dispositivo; ed 
accintomi ad uno studio di tale genere, ho proceduto alla realizzazione di 
due nuovi tipi di compensatore, dei quali gia diedi notizia preliminare e 
sommaria nella Nota ora citata. 

Ho cosi ripetuto osservazioni gia fatte, servendomi a turno dei tre tipi 
di compensatori realizzati; cio mi ha permesso di compararne con accura- 
tezza il vario funzionamento. Come risultato, sono venuto nella decisione 
di abbandonare nelle successive ricerche, non solo l’uso del compensatore 
a getto di mercurio, ma anche quello gid denominato variatore elettrolitico ‘s) 


@) Loew citany 24: 

(2) Pervenuta all’Accademia il 9 settembre 1933. 

(3) Vedi questi «Rendiconti», vol. XVI, p. 255. 

(4) Cio era dovuto: a leggere deviazioni del getto di mercurio sotto l’azione delle 
correnti d’aria, provocate dalla ruota di rame a bordo sinusoidale; alla impossibilita di 
sperimentare a frequenza elevata, in dipendenza della limitata velocita del getto di mer- 
curio; ed infine ad inevitabili crepitii molesti al telefono, prodotte dall’ imperfetto contatto 
metallico tra mercurio e rame, per quanto questo fosse ben amalgamato. 

(5) Questo congegno non presentava gli inconvenienti di carattere meccanico offerti 
da quello a getto di mercurio. Ma, per contro, dava luogo ad eccessivo attrito e conse- 


al ae 
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del quale non dd minuta descrizione. E tutte le ulteriori osservazioni sono 
state fatte servendomi del compensatore a cellula fotoelettrica, che elimina 
completamente gli inconvenienti con caratteristiche meccaniche, constatati nei 
precedenti tipi. Di esso, voglio dire in questa Nota. 


Compensatore a cellula fotoelettrica. — E fondato sull’uso di una comune 
cellula fotoelettrica, che, come € noto, da pulsazioni di corrente con asso- 
luta prontezza. Nella figura, L é la lastrina di vetro che sostiene la lamina me- 
tallica, di solito semitrasparente. Su questa pud battere la luce della lam- 


\ 


pada S (a mercurio o ad incandescenza) concentrata da un condensatore C, 
se del caso, in quarzo. Questa luce arriva su L, venendo periodicamente 
interrotta dal disco a fori D, girevole a velocita regolabile intorno all’asse N. 
La lamina L é in connessione con un amplificatore A sito in altro ambiente 
(separato dal muro M) per evitare perturbazioni di carattere elettrico, mec- 


guente riscaldamento, nell’elettrolita in cui la ruota a denti di platino era costretta a muo- 
versi. Se tale inconveniente poteva essere in parte corretto mediante circolazione continua 
dell’elettrolita, esso non permetteva (come avveniva nel primo apparecchio) di superare 
frequenze dell’ordine dei 1000 p. a 1’’. Altri inconvenienti di carattere elettrico dipende- 
vano da: fruscio al telefono prodotto dai gas di elettrolisi; addensamento dissimmetrico 
(durante la rotazione ed in conseguenza di questa) di tali gas, rispetto ai denti di platino, 
e conseguente errore nella valutazione dello spostamento di fase @; formazione di f. e. m. 
di polarizzazione, il che era causa di altri errori nelle varie determinazioni. 
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canico e sonoro. Una batteria B ¢ inserita nel circuito della lamina insieme 
col primario del trasformatore T, intermedio tra essa e l’amplificatore A a 
resistenza e capacita, a tre stadii. Dall’amplificatore si diparte la connessione 
col telefono K, e, attraverso il raddrizzatore a diodo R, con un galvano- 
metro Moll G. La cellula fotoelettrica E, ¢ al potassio e nel vuoto; essa é 
derivata attraverso una batteria F di un centinaio di volt, sulla lamina me- 
tallica L. Su di essa cade la luce di una piccola lampada ad incandescenza S’, 
la cui accensione ¢ regolabile mediante una resistenza. Tale luce & anch’essa 
modulata dallo stesso disco ruotante D. Naturalmente le regioni di questo 
disco, che sono in ogni istante utilizzate per |’illuminazione di L e di E, sono 
diverse e convenientemente spaziate sul contorno forato del disco: nella 
figura schematica sono rappresentate a 180°, luna da l’altra. La cellula Eé 
spostabile mediante un congegno a vite non indicato in figura, verso l’alto 
o verso il basso. Con cio la differenza di fase fra le pulsazioni luminose 
che cadono su L ed E, puo essere regolata tra O e 27, mediante spostamenti 
complessivi di 15° rispetto alla periferia del disco a 24 fori. La corrente 
fotoelettrica generata dalla luce cadente su E, puo esser misurata mediante 
un galvanometro G’, sia quando il disco ¢ fermo e la luce di S’ cade in 
pieno su E; sia quando il disco é in moto, nel qual caso la indicazione del 
galvanometro si riferisce alla corrente fotoelettrica media. 

Per procedere all’osservazione e alla misura delle caratteristiche del- 
Veffetto, fissato il tipo di lampada S, se ne fa cadere la luce su L, mentre 
il disco gira in un certo senso e ad una determinata velocita. Se S’ é 
spenta, si sente certamente il suono al telefono o si legge la deviazione di 
G; accendendo S’, regolando la intensita luminosa e la posizione angolare 
della cellula (mediante il congegno a vite), si pud far sparire suono o de- 
viazione. 

Ora, un semplice esame della posizione della cellula, rispetto alla la- 
mina L ed al disco D (quando questo viene fermato), lascia comprendere che 
durante la rotazione di D, la illuminazione della cellula E avviene sempre 
in ritardo rispetto ad L; ossia, fissata una posizione angolare del disco fermo, 
per la quale L €é illuminata in pieno, occorre girare alquanto il disco stesso 
nel senso di rotazione che era stato prescelto, per illuminare anche in pieno 
la cellula, Il valore di questa rotazione corrisponderebbe precisamente a quello 
di g; ma ¢ difficile dedurlo con esattezza con le sole operazioni sinora in- 
dicate. Infatti, benché il congegno a vite che muove la cellula pud dare con 
tutta precisione la misura di eventuali suoi spostamenti, espressi come quota 
parte di 27 (corrispondendo 2% a 15° d’arco del disco a 24 fori); non si 
puo con sicurezza comprendere quali siano le posizioni angolari del disco alle 
quali corrispondono i massimi (od i minimi) di L e di E. Tale fatto é stato 
causa di qualche incertezza nelle prime misure eseguite col compensatore 


a getto di mercurio, il cui funzionamento, come si é detto, gid per suo conto 
non é perfetto. . 


myers 
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Fortunatamente ho potuto, nel corso di ulteriori ricerche, eliminare con 
semplicissimo artificio tale incertezza. Dopo aver compensato od annullato 
il suono del telefono o la deviazione al galvanometro, per un certo senso 
di rotazione del disco, si procede ad una nuova osservazione, invertendo il 
senso di rotazione di questo. Si osserva cosi sempre la ricomparsa del suono 
o della deviazione; ma questa volta basta uno spostamento del congegno a 
vite (cioé si lascia inalterata la regolazione della intensita di S’) per ridurre 
a zero leffetto. E si rileva altresi che il corrispondente movimento della 
cellula (prodotto dal congegno a vite), avviene precisamente, secondo il nuovo 
senso di rotazione del disco. Cio conferma, senza bisogno di esame dell’ap- 
parecchio a disco fermo, che si tratta realmente di un ritardo di fase del- 
leffetto che si studia, rispetto alla energia periodica luminosa che cade 
su L. Inoltre, angolo per cui il congegno a vite ha spostato la cellula, vale 
evidentemente il doppio di @, giacché le due posizioni della cellula corrispon- 
dono a compensazioni per i due sensi inversi di rotazione. Il valore di 9, 
che si determina nei vari casi, si aggira, come si & detto,intorno ai 45°, 
ed in particolari circostanze, come sara rilevato in seguito, puo anche scen- 
dere nettamente al disotto (35°). 

Circa tale determinazione, & inoltre da fare il seguente rilievo. Se le 
polarita delle due batterie B,F, sono disposte come ¢ indicato in figura, 
ad una illuminazione di L deve corrispondere, con ritardo di fase », una 
illuminazione di E. Con cid, l’aumentata resistenza di L viene compensata, 
agli effetti della corrente circolante nel primario di T, dalla corrente fotoelet- 
trica data da E. Ma la compensazione é ancora possibile, se si invertono le 
polarita della batteria B, In tal caso, la posizione angolare della cellula, € 
spostata di m rispetto al precedente e, comunque, all’inversione di velocita 
del disco, si legge ancora lo stesso angolo 29. 

Non voglio passare sotto silenzio una difficolta, talvolta notevole, che 
si incontra nell’esecuzione di tali misure. Per ragioni varie, non & possibile 
ottenere una modulazione esattamente sinusoidale dei due fasci di raggi che 
battono rispettivamente sulla lamina metallica e sulla cellula fotoelettrica, per 
quanto tale modulazione abbia, naturalmente e con tutta esattezza, la stessa 
frequenza fondamentale, nei due casi. Ma in questi, gli armonici superiori 
sono distribuiti diversamente ed, in conseguenza, i suoni corrispondenti sepa- 
ratamente all’arrivo della luce sulla lamina o sulla cellula, risultano, di solito, 
con timbri diversi: @ pit cupo il suono prodotto dalla lamina; pit aperto 
quello dalla cellula. Tale fatto, oltre a dipendere come si @ detto, da difh- 
colta di preventivo aggiustaggio (forma dei fori del disco e dei fasci di raggi), 
proviene anche dalla circostanza che le frequenze alte si smorzano piu facil- 
mente nella manifestazione dell’effetto sulla lamina, che si sta studiando. La 
cellula, pit fedelmente riproduce con la sua corrente fotoelettrica, tutte le 
frequenze, ed il suono che si ascolta al telefono non ha altra distorsione (per 
solito ben piccola) che quella che proviene dalla eventuale non uniforme am- 
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plificazione del gruppo amplificatore. Questo difetto si manifesta in misura 
ben apprezzabile per le basse frequenze (100-200 per.), e sparisce per le 
alte (al disopra di 1000 per.). 

Ma cid non impedisce la compensazione eseguibile col telefono, dap- 
poiché Porecchio pud benissimo accorgersi della sparizione del suono fon- 
damentale, pur persistendo armonici pil o meno intensi, dati in maggior 
misura dalla cellula fotoelettrica. Se ci si serve del galvanometro, al posto 
del telefono, la presenza diversa degli armonici nei due fenomeni perio- 
dici, fa si che la sua deviazione non si puo mai ridurre a zero. Ma la com- 
pensazione € ancora possibile, osservando il minimo di deviazione. 

La ragione dell’afhevolimento degli armonici alti nell’effetto dato dalla 
lamina, risiede probabilmente nell’attenuazione, per tali frequenze, dell’effetto 
puramente termico, che é frammisto al nuovo effetto che si cerca di stu- 
diare. Ma con tale asserzione non voglio dire che tale nuovo fenomeno debba, 
per sua natura essere di manifestazione pronta; non é detto cioé che esso 
abbia caratteristiche analoghe a quelle dell’effetto fotoelettrico classico. ES per 
quanto questa ipotesi non sia per ora facilmente accettabile, sono condotto 
-a formularla, sia pure con riserva, dai fatti osservati, che non appajono altri- 
menti spiegabili. 

Oltre alla misura della differenza di fase @, il compensatore a cellula 
fotoelettrica permette quella della variazione della resistenza della lamina, 
sotto l’azione della luce pulsante. Supponiamo, per semplicita, e, largamente, 
dentro i limiti di approssimazione di un tal genere di misura, che la modu- 
lazione dei due fasci avvenga in modo esattamente sinusoidale. Una volta 
ottenuta la compensazione, nel primario del compensatore, circola una cor- 
rente continua e costante, dappoiché il telefono tace; sia I la sua intensita, 
rilevabile mediante un istrumento, non segnato in figura. Contemporanea- 
mente nella cellula fotoelettrica circola una corrente pulsante di intensita 
massima i che € misurabile col galvanometro G’, quando il disco viene fer- 
mato e€ la luce di S’ batte in pieno sulla cellula; questa corrente si riduce 
a zero negli istanti di oscurita completa, cioé quando passa davanti alla cellula 
un pieno. Nella lamina metallica, al girare del disco, circola una corrente 
pulsante che ha valore massimo I, quando essa ¢ al bujo; e che scende al 
valore 7 per illuminazione completa, cioé quando passa avanti ad essa un 
foro. Si ha cosi, evidentemente: i+ j7=I. Poiché I & costante, i due 
punti P,Q, agli estremi della lamina, restano a differenza di potenziale co- 
stante, anche al girare del disco a fori. Questo fatto dipende dalla compen- 
sazione, provocata dalla corrente fotoelettrica della cellula E. Dicendo r la 
resistenza della lamina al buio ed R quella alla massima luce, deve essere 
PA == Ry: 


E per Ja prima relazione: 
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La variazione assoluta di resistenza Ar = R —r sara percid: 


rl 11 


bes ele 


Ed essendo i molto piccola di fronte ad I, con ottima approssimazione 
che la variazione relativa di resistenza é€ data cosi da: 


Basta percid, dopo aver eseguito Ja compensazione, fare il rapporto fra 
le due correnti i,I per ottenere il valore di quella variazione. 

L’uso del compensatore a cellula fotoelettrica, oltre ad evitare le per- 
turbazioni di carattere meccanico, proprie di quelle a getto di mercurio, od 
anche dell’altro elettrolitico, permette una maggior delicatezza e sensibilita 
nelle varie misure. E percid che ho potuto con tale congegno ridurre con- 
siderevolmente la intensita luminosa cadente sulla lamina metallica, special- 
mente nel caso della lampada ad incandescenza. Le correnti i,1, sono cosi, 
nelle varie esperienze, dell’ordine di 1o—* e 10~? amp., rispettivamente; le 
fluttazioni di resistenza della lamina, Ar/r, risultano dell’ordine di 10~°. 

In tali misure si conferma sempre il fatto della mancanza o quasi di 
effetto per l’Al, specialmente sotto l’azione della luce ultravioletta della lam- 
pada a mercurio. Le ricerche col Na, e le relative osservazioni riportate 
nella Nota precedente, sono state eseguite esclusivamente servendosi del 
compensatore a cellula fotoelettrica, ora descritto. 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Inlegrazione per quadrature dell equazione para- 
bolica generale, a coefficienti costanti. Nota’? di L. FANTApPIE, 
presentata dal Socio F. SEVERI. 


1. Mediante il calcolo degli operatori g (I), « funzioni » dell’ operatore 
(1) Li@ =| fe.ya 


sono riuscito, in una Nota precedente °), a risolvere con sole quadrature, in 
numero finito, il problema di Cauchy per l’equazione a derivate parziali 
del 2° ordine, a coefficienti costanti e non omogenea (di tipo parabolico), 


0? x a 
(2) Sane oy eh oe 


Mi propongo ora in questa Nota di estendere l’applicazione dello stesso 
metodo alla pi generale equazione a derivate parziali di tipo parabolico del 
2° ordine, lineare, non omogenea e a coefficienti costanti 


2 0? x Ox Oe OE tere ; 
(3) ax2 ar cee C7 ae 


(con Punico sistema di rette caratteristiche, date da y = cost.), da integrarsi 
con le condizioni iniziali di Cauchy 


(4) Co N=e0) » (FE) = 2G). 


Tanto la funzione nota f(x,y), come le funzioni 9 (y),9:(y), si 
suppongono funzioni analitiche della y, la f(x,y) anche funzione continua 
della x, in opportuni campi, facili a precisarsi (v. Nota citata in a p. 898). 


2. Applichiamo percid ad ambo i membri dell’equazione proposta (3) 
loperatore integrale I, definito dalla (1), il quale ¢ permutabile con l’opera- 


(1) Pervenuta all’Accademia il 2 settembre 1933. 
(2) Questi « Rendiconti », ser. 6*, vol. XVII, 1° sem., 1933. 


e367 


ops) 
tore differenziale — ; avremo cosi, da (3) e (4), l’equazione integro-differenziale 


oy? 
(5) se 0) + — ap) +S + ck =I 
cioe 
oz ax 
(6) ae t LSS + @ += + a0 (9) + 9169). 


Consideriamo ora laltra equazione a derivate parziali del 1° ordine, che 
si ottiene formalmente dalla (6) sostituendo alloperatore I un parametro A, 


a = 
or ‘\e 


(7) mala br + (a+ CAZ=Af +:096 (9) ¥ (9) 


cx 


e cerchiamo quella soluzione Z (x, y; A) di questa equazione (funzione anali- 
tica e regolare di A, nell’intorno di A = 0), che sulla retta x = x, assume 


lo stesso, valore 9 (y) della funzione z(x,y), per cui si ha, cioé, 
(8) X (Xo V5A) = Go()- 


La suddetta equazione a derivate parziali del 1° ordine, lineare e non 
omogenea, a coefficienti costanti, si integra facilmente con quadrature, me- 
diante i metodi classici, e per la soluzione 7, soddisfacente alla condizione 
iniziale (8), si ottiene cosi, con semplici trasformazioni, l’espressione 


(9) Z (x, 952) = Ce HMC). (y + OA (Xo —*)) + 


“a | ee teWO—) (Af (t,y + A(E—x)) + apo.(y FAG —)) + 
% x)) }dt. 


Sviluppando questa funzione analitica di 4, regolare per A = 0, in serie 
di potenze di 4, avremo poi una serie 


+9: (y + DAC 


ee) 


(10) | Z (x, 05%) =D, WM &n (x59) 


° 
certo convergente per ogni valore di 4 in un conveniente intorno divhi== 10% 


3. Sostituiamo ora inversamente loperatore I al parametro A in ciascun 
termine delle serie (10). Poiché e 


Lea Ce ek Sas a 
qr) rZ,%¢,y)= Ca ed (Wl, 253552) 


*o 


2h eee 
(12) T° %o (X59) = Xo (X59) 
la serie che cosi si ottiene 
00 


(3)  <@,/) = >a; 1? Zn (% 59) = Xo (% 9) + x, 1%, (x29) 


sari sempre totalmente convergente, a causa dei fattoriali che compaiono a 
denominatore, in ogni campo chiuso, in cui i termini abbiano tutti significato, 
e rappresentera quindi una certa funzione x (x,y), che indicheremo anche con 


(14) r(x, y) =F, D =(%@%,95A) r= 


Mostriamo ora che questa funzione cy) E proprio una soluzione 
dell’equazione integro~differenziale (6). E infatti si ha dalla serie (13), che 
e derivabile termine a termine, 


(15) <= >> eee (x,y) 


e anche 

ie |] nN ae: = 
eS) | ee 24%, : 

= lee) 
=s- pea Vhebraiaee E)—> I"—? %n (X03) 
poiche e 
Xn = = 
(17) Is = 59) — %n Gos J) 
quindi risulta 
ox ox | x Fe 

om BBE VEeee. 


Ma il sommatorio che compare a 2° membro é nullo, poiche Z sod- 


\ 


disfa alla (8), ed esso non é altro che l’espressione 


(19) YF Ze (453) =] SEH Eos 9) | z 
a 


=| Po CY) — Fo Cy) | 
a Nea taal 


dunque dalla (18) segue 


(20) Phe 
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, ere ok pe ee 
Cosi pure, data la permutabiliti dei due operatori — e I, sara anche 
AS 


Or oy 
(21 | n=} Ss 
) “ey Oy Jami 
(22) (a + cl)x={(@+d)Z(x,y3A) er. 


Sommando membro a membro le (20), (21), (22) si ha dunque 


Rees Ok | ox ox = 
(23) ey ey eh eae 
Ma poiché % (x, y3;A) é@ una soluzione dell’equazione (7), la funzione 
di A che compare tra graffe nel 2° membro della (23) sara identicamente 
uguale al 2° membro della (7), cio& alla funzione 


(24) AF (X,Y) + ao (y) + 9: (9). 


Sostituendo I a % in questa espressione, la relazione (23) si trasforma 
precisamente nell’equaxione integro-differenziale (6), che dunque risulta identica- 
mente verificata dalla funzione x(x ,y), data dalla serie (43). 


4. Dimostriamo ora che questa funzione x (x , y) ¢ precisamente quella 
soluzione dell’equazione a derivate parziali (3), che soddisfa proprio alle 
condizioni iniziali (4). Intanto, poiché la funzione z (x, y) soddisfa identica- 
mente all’equazione integro-differenziale (6), derivando rapporto a x ambo 
i membri di questa equazione, segue che z(x,y) ¢ anche soluzione dell’equa- 
xtone differenziale iniziale (3). Per mostrare poi che z(x,y) soddisfa pure 
alle condizioni iniziali (4), ricordiamo che nella Nota gia citata in @) abbiamo 
trovato per la funzione %(x,¥; A), =1 l’espressione 


ke 1 [da fp 

(25) XO, ysMaar=%(%, 30) + Sf oe * ZG, ysA) ae 

27} A 

Co *o 

(in cui C, € una piccola curva chiusa del piano complesso A, racchiudente 

il solo punto singolare A =o della funzione integranda) che ci da la fun- 

zione 7(x,y) =X(*,¥y3A),=1, rappresentata inizialmente dalla serie (13), 

mediante due sole quadrature portanti su %. Ma tenendo conto dell’espressione 
(9) di %, si ha, con facili trasformazioni 


2 (*9—*) 


(26) Se IO) Po (Yate eG: (Y) 


e, sostituendo l’espressione (9) di Z anche nel termine integrale della (25), 
si ha infine per la funzione x (x,y) Pespressione 
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I — et(*o —x*) 


(27), x(%,9) =XZ@%sI5AH1 = PC) He oe BANE 
eae ese 
1358 J 


+ fe eet ®U—) (AF (tf, y + OA(t— t)) + aQ0(y + PACGE— 7)) + 


« 
*o 


$e(y + aG—aylatl. 


e+ &)Go—1) @, (y + bA(X% —T)) + 


Di qui segue subito che, per x = Xo, la funzione z (x, y) soddisfa alla 
prima delle condizioni (4), cioe 


(28) X (Xo 5) = $0 ()- 


Essendo poi z (x;y) soluzione della (6), dalla (6) stessa si ha, per 
x = Xo (dato che per qualunque f & identicamente [If]. —.5= ©) 


es) ; + ax (Xe ; y) = Qo 0) + 9: (y) 


OX em 


e quindi, a causa della (28), (=| =; (y), cioé anche la seconda condi- 
eS eatTo) 
zione (4) risulta verificata dalla funzione x (x,y). 

Dunque, in conclusione, la formula (27) c fornisce esplicitamente con 
ire quadrature, da eseguirsi sulle funzioni note, quella soluzione x (x, y) del- 
Pequazione a derivate parziali (3), soddisfacente alle condizioni iniziali (4), di 
cui il teorema di Cauchy ci assicura Vesistenza e unicita (pero, nell’ ipotesi, 
piu restrittiva della nostra, che tutte le funzioni note siano funzioni anali- 
tiche di tutti i loro argomenti, mentre noi abbiamo supposto la sola conti- 
nuitad di f(x,y) rispetto a x). 


Matematica. — Intorno alla moltiplicazione delle serie che con- 
vergono condizionatamente. Nota II di G. Scorza Dracont pre- 
sentata dal Socio F, Srvert. 


Come applicazione di un teorema contenuto nella Nota I®, mi pro- 
pongo di mostrare che: 

Il prodotto secondo Cauchy di p serie numeriche a termini alternativamente 
positivi e negativi e decrescenti in modulo é convergente, se il termine di posto 
n—esimo di ciascuna serie é in modulo minore di 


Pn 


; (1192 ee) 


dove ©:,92.,--+ & una successione di numeri positivi tale che sia 


BG 
n 
quando n—> + co e per q=1,2,:- 
Evidentemente le serie fattori convergono. E in virtu dei teoremi della 
Nota I basta dimostrare che, se 


a, —4@, | a; — *-~ 


(Cela. > 2, > ss 20s Oppute @.. 2, <= 0) & una di queste serie, 
e se si pone 


ptieweT: 


HON Ne deme i pemesy 


— il che é legittimo per ogni x, perché a,—>0 per n—> + co—, esiste (fi- 


nito) l’integrale 
+00 
i gard ax) | ax), 


Oo 


Tanto per fissar le idee, supporremo le a, positive (caso al quale ci 
si pud sempre ricondurre cambiando eventualmente di segno i termini della 
serie). 

(1) Pervenuta all’Accademia il 7 agosto 1933. 

(2) In corso di stampa in questi « Rendiconti ». 

(3) Allora infatti la serie a: — a2 -+ a3—+++ é, secondo la terminologia di SANNTA, 
assolutamente sommabile col metodo di Boret di ordine zero; si vedano i Javori di SANNIA 
citati nella Nota I. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 18 
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Fissato un valore € di x con 
c=1, 


sia v il primo intero per il quale riesce 


=v; 
di guisa che, per 
tah nee de ,v—TI, 
sara 
En—1 En 
(1) fone 
(1—1)! n! 
compen 
(IN Nears 5 
sara invece 
ae = oe 
(n— 1)! n! 
e quindi 
idee En 
o Gee Sat 


In particolare sara (per un noto teorema circa il resto di una serie a 
termini alternativamente positivi e negativi, decrescenti in modulo e infini- 
tesim1) 


(2) ay Gy = 2 (Ce aay an aa 


pee to Vs vskt-1, + 
Allora, se v € dispari, riesce, per la (1), la (2) e le a: >a, >--- >0, 


e, sempre se v ¢ dispari, 


a(G) bay ae, ee ee 


a? Ev Vv 
== a; — (4, — 45) 55 — anes — (dy; — ay) Gey ears 
e quindi 


G3) |4®@|=a ‘Asal can +4) Beas atts 


= + (ay: — 0) oy Sa ea ee 
c10e 
a ®@| <a) tae, 


avendo posto 
I¢+*0 
a (&) == 0h = De, (an 4 CE) en 


Se v & pari, si trova in maniera analoga 


1G) =m bb Fl 
got Ee 
“got 2 Re acer i 
=(a,—a,)&+-:: ee 
; e an 
a(&) = 4,— 4, 6 +43 5 =e ome TROY O ean 
Ses Ik Bok Sa ae a = st i (— 1)" —* an a oun 1)! => bs 
2 Wires S Eve 


E quindi facile convincersi che la (3) € vera, anche se ve pari; e che 


é in ogni caso 
: 


v—I & 
a @l<a@ tac tet gi 
Di qui, da 


; beets yy Tee 
Coy Si rammenti che é rx E<v< G41 e quindi Late: <i+ a7 


e dal fatto che Ja quantita 


Septet y= 


n 


(dove le radici sono prese positivamente) ¢ infinitesima, per 1 — co, e quindi 
limitata, si deduce successivamente 


©) |<a@) +a +a.) 2 =e @+ Qe tee 1-9 a 


R 


3 3 


=a@ + (abv + +84 oe \<a@taky +S, 


dove k & una costante positiva opportuna. 
Ma é re &=—v , o=v—Ex 1 e 


vy! = Jany we-vt ev Sank Eve-v lo<a< : ); 


I2y 
indi abbiamo 


ROG oe 
One Oe kes © ; 
27 
e 
2 pi kev ' et ke ,- 
Se@lsta@+3 2 OC teeta@ +5 5L tem), 


wy 
- La funzione & + é integrabile fra 1 e + co; lo stesso accade per la 
funzione non negativa (se § = 0) e—=a(&), perché il suo integrale 


[ tawae 


oO 


non é altri che Vintegrale di BoreL associato alla serie assolutamente con- 
vergente a, + (a: — 42) + (a, —43)+ +--+ e quindi esiste (finito) ed é 
uguale alla somma 2a; di questa serie ©). 

Indi e~§|a(G)| & integrabile da 1 a + co; ma pr E=oe =reé 
continua; quindi ¢é 


+00 
/ tla) ae 


fe) 


E la dimostrazione del teorema é ultimata. 


(1) Formula di Stirtine; cfr. E. CesAro, Corso di analisi algebrica. [Bocca, Torino, 
1894], pp. 270-271. 

(2) E. Borex, Legons sur le séries divergents [Gauthier—Villars, Parigi, 1928], nn. 47 
Cr S1. 


Osservazione. - Nel caso p = 2 il teorema dimostrato rientra in un cri- 


terio di Princsuei, secondo il quale il prodotto secondo Caucny delle due 


serie ay — a, + -++,5b,—b, + Sedna Op ols SSO Soph, ) Ss sO) 


converge se, e solo se, ¢ 


(a: +++++an)boo , (ob, + +++ + dn) an 0 


per n> + co, 


Matematica. — Su alcune generalizzazioni dei numeri e dei 
polinomu di Bernoulli e di Eulero. Nota® di Marta CrBRario, 
presentata dal Socio G. Fusini. 


In due Note precedenti ) si sono ritrovate le principali proprieta dei 
numeri di Bernoulli B,, dei numeri di Eulero E,, dei coefficienti C, delle 
tangenti, dei numeri D,, dei polinomii di Bernoulli By (x) e dei polinomii 


di Eulero E, (x), considerando tali numeri e polinomii come coefficienti di 
n 


eas l : : 
serie di potenze della forma Za, —, serie convergenti per |f| abbastanza 
n'| 


piccolo, che si erano dette loro funzioni generatrici. Collo stesso metodo 
tratteremo qui di alcune generalizzazioni dei numeri e dei polinomii stessi, 
di cui si sono occupati varii autori; le funzioni generatrici sono state da 
loro adoperate in qualche caso, ma non sono mai state usate in modo 
sistematico “, 


(1) Cfr. G. H. Harpy, The multiplication of conditionally convergent series [ «Proceedings 
of the London Mathematical Society », serie II, vol. 6 (1908), pp. 410-424], p. 417. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 28 giugno 1933. 

(3) M. Crprario, Sui numeri di Bernoulli e di Eulero e Sui polinomi di Bernoulli e 
di Eulero, in questi stessi « Rendiconti», giugno 1933. Rimandiamo a tali Note circa il 
metodo e le notazioni usate nel presente lavoro. 

(4) Seguiamo qui le notazioni del NérLunp, Mémoire sur les polynomes de Bernoullt, 
« Acta Math.», t. 43, 1920, pp. 121-196 (a cui ci riferiremo nelle citazioni in seguito); 
v. per questo pp. 145-196, e NorLunp, Vorlesungen iiber Differenzenrechnung, Springer, 
Berlin, 1924; Sechstes Kapitel, Die héheren Bernoullischen und Eulerschen Polynome, pp. 120- 
162. Qui abbiamo scambiato con vy, in confronto alle notazioni del NorLunp. Egli in- 
troduce prima i polinomi di Bernoulli e di Eulero di ordine superiore mediante il calcolo 
delle differenze, e poi i numeri corrispondenti; ¢ fatto pure largo uso dei metodi simbolici, 
e solo nel corso del lavoro (p. 182 e seg.) compaiono le funzioni generatrici. 

La considerazione dei numeri di ordine superiore BOE CO. DOB per il caso 
di w= @2 = +--+ = Wy = 1 risale a Lucas, Théorie des nombres, p. 262, e Sur les dévelop- 
pements en séries, « Bull. de la Soc. Math. de France », t. VI, pp. 57-68 (1878). Per maggior 
indicazioni bibliografiche, v. NORLUND, loc. cit., pp. 176-177. 
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Dal confronto della presente trattazione colle precedenti risulta la mag- 
giore semplicita del metodo tenuto qui. In questa prima Nota ci limiteremo 
a definire i numeri e i polinomii generalizzati e a dare alcune semplici 
identita tra serie, mentre in una Nota successiva da tali identita si ricave- 
ranno le relazioni pil notevoli tra i numeri e i polinomii stessi. 

Sia v un numero intero positivo; @,;,@, +++ @, siano parametri reali o 
complessi qualsiasi; allora si considerino le serie: 


@, W,*** Wy LY 


(A) Pe (13 Ge 5 Ones Oy): FF as a pape Vea eer 


oO Op jn 
ea a he 
OPM 


CB) As Or, Ors Oy) "ae Raat) (eerie) eae a 


G Vv ESO} Py oo v Seegc eco + Cig ree ee ——- 
Os Ri Oe ov) senh (@, t) senh (@, t) +--+ senh (@y #) 


© ey jr 
abt » [D3 (@; +--+ @y) 


ns n! 


I 


D Vv be ry, lag ay Se Vv cre” ar Ra We Ae ay Sear TGR Dee 
(D) Wsa.,0 oy) cosh (w,; t) cosh (w, t) +++ senh (a, 2) 


t” 


co 
= > EO, --o, )——- 


n=0 n! 


oO n 
(E) ©, (%,t;0:---@,) =o, (f; @:-++ @,) ef = Ds BO Ga, .-- oy) 
n!} 


n=O 


a t oO n 
(By, (85 t501---04) = Ps (5 5001+ +04 eta > EO Gj ose oy) = 


— nt 
La serie (A) e la (E) convergono per |#| minore del pit piccolo, «, 
2m 27 
Af 


dei numeri: —", 2™ |... 2 ©, ta (B) ¢ la (D) per [t}— *; 1 () 
|r| °|@2| | @y | 4° 


- ao 
enlan (Fer Wiss oes supporremo nel seguito che |t| sia abbastanza pic- 


(1) Se € nulla una delle @;, p. es. w,, risulta py (t; 0, @2:+-@y)= Pv—1 (t; @2-- ay), 
e analogamente per le altre funzioni, »v, uy, by, Dy, By. 


colo, perché convergano gli sviluppi in serie di tutte le funzioni, che com- 
paiono nelle formule. 

Definiamo i numeri BS~” (0: ,°*+@y); c-—” D-” ,E-” © come i 
coefhcienti di ai degli sviluppi in serie di potenze di t (convergenti per 
ogni valore di #) delle funzioni p_, (#),A_y (4), w_v (t), b_v (4), reciproche 
delle 9, (1), (2), wv (4), (2), e i polinomii BST” (x) , ES” (x) come i 


ua 


coefhcienti di ae degli sviluppi in serie di potenze di ¢ (convergenti per 


ogni valore di t) delle funzioni ®: 


(G) Ox is Gee Oy) =O 4 (Le, 
(HA) Way (tye, ++) = Ry (Sem 


Poiché le py (t), by (4), uv (4), bv (#) sono funzioni pari, é Dos = 
= EM,,=DGY?, = EGY, =o. Si ha 9; (t,@) = 9 (wt) ©, da cui segue, 
eguagliando nei due membri i coefficienti di = BY? (o) =e" By; analoga- 
mente per gli altri numeri. 


Cosi Di x7, £3) © (= : ot), da cui segue: BS? (x;o) =o"B, (2), 


; x 
e nello stesso modo ES? (x; @) =o" E, (= , 


, ; . eo! —]I Paes ie 
Dalla considerazione delle serie: p_;(t,@) = ee A_;: (t,o) = cress 
h wt ; 
poy — , b_, (ft, @) = cosh wf; segue subito: 
co) 
1 
BS-? — a : : Cx? = Qr-1 a” (1 > 0)%5 
me @?” ag. 
Ds seine ae ee ae 


Si verificano facilmente le seguenti identita tra serie: 
(1) y (£3 @r 2+ Oy) = Ox (t, Or) Py—1 15 2 +++ Ov)5 


(1) Qui e in seguito non scriveremo i parametri @; , @2+++ Ov, quando non ci sia 
ainbiguita. ; } 

(2) Le serie (A), (E),(F),(G), (H) e la serie p—v(4) si trovano in NorLuUND, loc. 
cit., pp. 182-184; abbiamo ricavati qui gli altri sviluppi in serie, che non si trovano negli 
autori da noi consultati. 

(3) V. per le funzioni p(t) , (x, 4) ecc. le mie Note citate sopra. 
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(2) Py+n(t5@r, SiC) y r5)2ne +, Wy +1) = Py (t3@1,°° + Dy) O (byt; ° “Oy +4) 


G3) Py (15 1 ++ Ov) = Gr (1, @:) +++ (L, Oy); 

(4) y(t) py (1) = 15 

e identita ahaloghe valgono sper le Ay’, ty . Dy 5 P24 4 tes eer we 

(5) Oy 1Py— 1 (45.@r g++ @y—1) = (ev! — I) Oy (F) 

(6) ol ead) haces ry «Ca 

CP) 2 dy x(t3 Or, “++ Oy— 1) = (C2? °v? Dy @)- 

(8) (ube Oy Ct) ae 2a Oat Dynegy (5 Chee os oy ae 

(9) Gm e) oF eal = eta 5 

(10) (em 9) po) 2 tea (Fry Oye) 

(21) = py (21) Sees te aw (1) 9 R2) py se ee ey 
(13) (00%! $ 0-8!) Wy) = 2 Yai E5014 +++ ys). 

(14) (OE Db = 20 bas (L501, +2 Oy); 

(15) Cot rere Os a hey 

CEL mir Ay (2 ime Aerotech (7) se 1) ee =x 1D, (X5 #) 5 
(18) ®, (x,t) = 9, (t,@:) B=, (x,t; @, +++ @y) 

(19) Dypn(X,b501,5 ++, @y,2 9 Ovin)= Dy (x, f3001¢ + +@y) On (E53 @y yrs + @y4a), 
(20) @, (x,t) =: (t,@1) +++ ps (F, @y) eS 


(21) Dix +y, to: eee Oy 42) =O, (x,t @;° G Wy )D,( yt; @y415° : *Oy42)3 
22) ®, (x,t) = ®, (x— ,,t; — a, , @, +++ Oy); 
(23) Dr (2) Pa ee) = ae 


e identita analoghe alle (17)-(23) valgono per la Wy (x,/). 


(24) 


(25) 


m—tT 
i TD Q, 
(26) Do o(: al Ort 5 040-0) = my (3,150 0. 0)s 


r=0O 


0 m 


(27) »> (ary Py (x4 toe lara OF a.+++ 0) 


\ 


(m dispari). 


(28) AW) Dy(x,1) = 2M, —9(x, apy 111r0y)(A f(s) = EEO), 


@y p 


2) Ve Wy (x,t) = Py_p (x, 1530p 41°+ + Oy) (vf) = ete) J@), 


Go) AMOR@d)=re 3; BD wOUG De, 


@y ***@,, o 


(32) O_ v (% 5 t) — 5 ae : (33) AP ee (x : t) a vy ext. 


= Vv Mz +99 Oy 


Matematica (Calcolo delle Probabilita), — Sulla legge di 
distribuzione dei valori in una successione di numeri aleatort equi- 
valenti. Nota di B. pz Frvetri presentata dal Socio G. CasTEL- 
NUOVO. 


Se X,, X2°°* Xn sono numeri aleatori equivalenti (vedansi le due note 
precedenti ©) di cui proseguiamo, nella presente, la numerazione), si ha in 
particolare, come s’t osservato, che, essendo x qualunque, gli eventi E: (x) 
costituiti dal verificarsi delle disuguaglianze x: =x sono eventi equivalenti. 
Rammentando delle definizioni e proprieta relative agli eventi equivalenti “) 
si ottengono dei risultati che chiariscono ulteriormente il concetto di numeri 
aleatori equivalenti e che danno altri notevoli risultati in proposito. 


5. Indichiamo con wo” (x) (0=hb=am= n) la probabilita che, fra m 
numeri aleatori X;, Xi,°+- pe h abbiano valore =x ed m—Hh valore 
> x; a (x) non é che af” della Memoria citata, relativa agli eventi E; (x) 
(i =1,2,--++2) costituiti dalla disuguaglianza X; =x. In particolare ¢ ov- 


viamente 


wo (x) = F (x) = funzione di ripartizione di X; (qualunque sia #); 


(1) Pervenuta all’Accademia il 28 agosto 1933. 

(2) Classi di numeri aleatori equivalenti € La legge dei grandi numeri nel caso dei numeri 
aleatori equivalenti. 

(3) V. la Memoria Funzione caratteristica di wn fenomeno aleatorio («Mem. R. Acc. 
Naz. Lincei», serie 67, Vol. IV, fasc. 5) cui nel seguito spesso ci riferiremo. 
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e si hanno le identita w(” (x) + w (x) + of (x) +++ 002%) =1 


(per il teorema delle probabilita totali), e 
oo”) (x) + 2 ol) (X) +++ + mo” (x) = m wo (x) = mF (x) 


(entrambi i membri rappresentano infatti la speranza matematica del numero 
di quelli, fra m dei numeri X;, che soddisfano la disuguaglianza X; =x). 

La seconda ha un’interpretazione interessante: si osservi che w”) (x), 
probabilita che di numeri aleatori equivalenti X; nessuno superi x, costi- 
tuisce la funzione di ripartizione del massimo tra gli m valori X;, e analo- 
gamente w”) (x) + 0") (x) la funzione di ripartizione dell’(m — 1)-esimo 
in ordine crescente di grandezza, w”) (x) + a”) (3) Ree eo Goa 
funzione di ripartizione dell’ h-esimo in ordine di grandezza, e finalmente 
oo”) (x) + OO) (x) ee + ) (x) = 1 — w@™) (x) la funzione di ripar- 
tizione del minimo fra gli m valori X;. L’identita sopra scritta dice che la 
media di queste m funzioni di ripartizione da la funzione di ripartizione F (x), 
come era a priori necessario, potendo uno generico degli m numeri aleatori X: 
essere, colla medesima probabilita 1/m, il minimo, il secondo, il terzo ecc. 
in ordine di grandezza, il massimo, degli m numeri considerati. 


6. Supponiamo di avere una successione infinita di numeri aleatori 
equivalenti X,; X.+++X,-++; possiamo allora studiare il comportamento 
assintotico delle espressioni precedentemente considerate quando m—> oo; 
© noto che esiste una funzione F (, x) (la ® (€) della Memoria citata, che 
nel caso attuale dipende anche dal parametro x) cui tende, per m—> co, 
la probabilita che su m numeri aleatori X; non pit di m& risultino = x (che 
la frequenza dei valori =x sia =&). Per m molto grande, la funzione di 
ripartizione dell’h—-esimo in ordine crescente fra i numeri aleatori X, X,---Xm 
€ quindi prossima ad F (h/m, x); cid vale anzi a dare della F un’ interpre- 
tazione forse pil intuitiva. 

Per la determinazione della F (€, x) basta rammentare la proprieta 


OC) = / Em dele(G4 x) = bee (px 


( in particolare F (x) = wo (x) =f dp lo(Saie) <= if Ee) i) 


da cui 


Ae Ot 


con 
CO 4 
qe pM 
WEA) x, m! en") (2X) 5 


inversamente, data F(€, x), si ottengono tutte le 


of (x) = (J) BG —Br- AEE, 8) = 


(0) 


=(4) | =m grr (1 — 8)" -?—1 FE, x) dé - 


te) 


La F(€,x), come & ovvio per il suo stesso significato, & funzione mai 
decrescente tanto rispetto ad x che rispetto a &; per €<co &€ F =0, per 
E>1 & F=1, cosiccht la F ha un significato sostanziale soltanto nella 
striscla o = & —1; per ogni € di (0, r) ¢ poi F—>0 rispettivamente F > 1 
per x »—co,x—> + co, e cid in modo uniforme rispetto a & in ogni 
intervallo interno a (0,1) (come scende dalla monotonia rispetto a &). Con- 
siderando (cid che ci sara utile fra poco) le linee di livellocF (€ 5x) =X; 
esse avranno l’equazione ®, (x) =§, e ®, sara funzione mai decrescente 
tanto rispetto ad x che al parametro A (se F non ¢€ sempre crescente ri- 
spetto a &, la ® é in certi tratti indeterminata, cio che pero e inessenziale 
per quanto ci occorre). 

Inversamente, ad ogni funzione F (€, x) che soddisfa queste proprieta 
puo associarsi una legge di probabilita di numeri aleatori equivalenti, ed anzi 
in infiniti. modi. Indichiamo con P la probabilita che X; X.+++ Xm sod- 
disfino una certa condizione E (X,; , X2-++ Xm) (ad es. che sia a, =X, = 
= b,,a, =X. = do, + dm = Xn = bm; oppure che sia X, + X, fee) + 
+ Xm >>a; oppure che sia X, = 2XK,= 2X, =---=2Xm; oppure che 
la minima fra le differenze Xi — Xj(i,7 =1,2,°+-:m) sia<la; 0 qua- 
lunque altra), e con P(A) la probabilita della stessa condizione supposto che 
X, X,---Xm fossero indipendenti e seguissero la legge di probabilita ®, (x). 


ee . . 
Se poniamo P = | P(A) dd & manifesto che le X; risultano equivalenti, e 
0 
che la funzione F (€, x) & per esse quella prefissata. Consideriamo infatti 
la condizione che tutte le X:(i = 1, 2,+++#) risultino inferiori ad ~: la sua 
probabilita P(A) nell’ipotesi che gli X; siano indipendenti con legge di pro- 
babilita ®, (x) & [®, (x)], e la sua probabiliti P € quindi 


P= 0) =| ‘[®.(o)" aa = dhs HEED), 


(0) 


cid che basta a provare l’asserto. Quella cosi determinata non & pero che 
una delle infinite leggi di probabilita di numeri aleatori equivalenti che hanno 
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la stessa funzione F (€, x): la funzione F (€,x) non basta infatti a deter- 
minare univocamente la legge di probabilita degli eventi equivalenti, non 
permette cioé nessuna conclusione nei problemi che non si riducono a con- 
siderare, per tutti gli Xi, se si verifica o no la medesima disuguaglianza 
Xi =x. Basta osservare che si pud in infiniti modi scrivere F (€,x) = 
=H.) +mEC, 2+ Gs) ou ae 
+ pe= 1 ele F;(€, x) soddisfacenti alle condizioni per F (E, x). Se si defi- 
nisce analogamente ®() (x) = & tale che F; (€, x) =A, e si scrive P; (A) con 


‘ k I 
lo stesso significato di sopra, ponendo P = ae P; (A) da si ha ancora 


una legge di probabilita con la stessa funzione F (€, x): infatti 


k I k I 
oP) = Biwi | WPI a= iw f oak E,» = 


x 


=i| Em" dy Bw E,x) =f Er ae P(e 5 x5 Cdn: 


Oo 


Si ottengono cosi infinite altre leggi di probabilita che danno luogo alla 
stessa funzione F (€, x), e tutte queste non sono che un caso particolaris- 
simo: la soluzione generale sarebbe data infatti, come accenneremo in fine, 
da un’integrazione nello spazio funzionale. 


7. E notevole che dai metodi seguiti nella presente Nota si possa pero 
ricavare un teorema generale importante, che si riferisce non al comporta- 
mento dei valori X; X.+++Xm, Tispetto a un unico valore x, ma al com- 
portamento globale della loro distribuzione per m molto grande. Dimostreremo 
precisamente che vale anche nel caso dei numeri aleatori equivalenti un 
teorema analogo a quello dimostrato nel caso dell’ indipendenza dal Glivenko (1), 
e cioe il seguente: indichiamo con ®,, (x) la funzione di ripartizione dei 
valori X, X2+++Xm, sia cioe On (x) = h/m se h & il numero dei valori =x 
fra gli m valori X, X.-++Xm; fissati comunque piccoli ¢ e 0 é possibile 
fissare N in modo che, per ogni m >Ne per g comunque grande, sia sempre 
=> 1— 6 la probabilita che sia verificata la limitazione 


On (x—e)—e<®,,,, (x) << Op, (x + e)+te 


(1) Sulla determinazione empirica delle leggi di probabilita, « Giorn. Ist. It. Attuari », 
Ann. IV, n, 1, 1933-XI; cfr. anche gli articoli di A. KoLMocororr e delPautore risp. nello 
stesso numero e nel n. 3 del medesimo giornale. 

(2) Non c’é possibilita di confusione tra Om e ®1, perché m é un intero, A é un 
numero reale di (0,1); come significato, si noti che 1 (x) & una funzione di x, nota 
quando la legge di probabilita della classe di numeri aleatori equivalenti @ assegnata, 
mentre @,, (x) é, per m ed x assegnati, un numero aleatorio. 


Uber 
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(teorema della convergenza stocastica della successione di funzioni ®,, (x)), ed 
é anzi possibile fissare N in modo che, per ogni m>>N e per g comunque 
grande, sia sempre >> 1 —6 la probabilita che tutte le limitazioni 


On (x—e)—e<O,,,, (x) < On (x +e) +e 


siano verificate contemporaneamente per tutti i valori h =1,2,--- q (teo- 
rema della convergenza stocastica forte della successione di funzioni Oy», (X)). 

Dimostriamo senz’altro il secondo teorema, in cui il primo @ manife- 
stamente compreso. | 

Fissiamo un certo numero s di valori x;<x,< Rs ee os) DEL 
clascuno xz di essi la successione di eventi equivalenti E: (vs) = (X: = x) 
soddisfa come sappiamo la legge forte dei grandi numeri, ed esiste cioé un 
N; tale che per ogni m >> Nz; e per ¢ comunque grande sia sempre >> 1 — 0/s 
la probabilita che sussistano contemporaneamente tutte le limitazioni 


| Dn (xe) — ®,, +), (xe) | <Ce (h = 1,2,%++,9)5 


se N ¢ il massimo degli Nz, ne consegue che é maggiore di 1 — s (0/s) = 1 —@ 
la probabilita che queste limitazioni valgano — sotto le stesse ipotesi — con- 
temporaneamente per k =1,2,+--,5. 

Supponiamo ora in un primo momento che i valori possibili delle X; 
siano compresi in un interyallo limitato (a,b) e che gli s numeri x; lo 
dividano in s+ 1 intervalli di lunghezza <e(%4,—x<e,k =0,1, 
2,+-*,5, OVe Sil ponga X% = 4,x,,, = 5). Per ogni valore x dell’ intervallo 
generico (xr, X41) si ha allora x —e< xx m41<0% + 6, e quindi 


®,, (x == e) =O, (xz) =, (x) =O, (xz ai a =O, (x + e) 5 


Supposto che per Gen ha 1. 25--+, 5 € Opn = 1, 2,45, g sia 
[Pn (xe) — ®, 43) <e, 
ipotesi questa che ha probabilita >>1—0O, ne scende che ¢ anche 
xn (x — 6) — = Om (Xr) —E< On 45 (Mr) = On 4%) HOn gs MEK 


< Om Gary) +e =O, C3 + e) +eé 
ossia 


®,, (% aa €) —e< @,,,;, (x) <= On, (x ae 9) a 


per x qualunque e ogni )h =1,2,-++q, e anche tale fatto ha quindi a 
fortiori probabilita > 1 — 0. 

Nel caso che i valori possibili delle X; siano illimitati, si puo sempre 
ticondursi alla dimostrazione precedente prendendo x, e x; in modo che i 
tratti (— co, x,) e (xs, + oo) siano « trascurabili »; in termini precisi, in 
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modo che per ogni m>>N e q comunque grande, sia, con probabilita 
>1— 050,45 (41) <e ¢ D4; (%:) > 1—e per ogni h=1,2,°-+,9 
contemporaneamente. Che cid sia possibile appare chiaro; in modo preciso, 
la condizione sussiste sempre, pur di prendere sufficientemente grande N, 
quando F (e, x.) + {1 — F(a —e, xs) } < 93 al diminuire di x, e al crescere 
di xs V’espressione considerata tende a zero (cfr. n. 6), ed & ben possibile 
scegliere x, e xs in modo che la condizione sia soddisfatta. Allora il teorema 
precedente sussiste con l’unica differenza (ovviamente inessenziale) che per 
la probabilita del coesistere delle considerate limitazioni si puo solo con- 


cludere che € >>1 — 20 (anzich¢ >1 — 8). 


8. Questo risultato ha un’importanza fondamentale per lo sviluppo di 
una teoria completa dei numeri aleatori equivalenti, di cui spero fare og- 
getto di studio in un altro lavoro. Mi limito a qualche cenno in forma non 
rigorosa, tanto per chiarire il lato concettuale del problema. 

Trascurando la distinzione che c’é fra l’affermare una condizione « per 
ogni bh =1,2,+++,g, com q comunque grande», e «per ogni b=1, 
2,+++,G9,+*+»), il teorema precedente si potrebbe enunciare dicendo che 
®,, (x) converge verso una funzione limite ® (x). Nel caso dell’ indipendenza, 
tale funzione ¢ determinata a priori ed & ® (x) = F (x) = w (x); inver- 
samente, se tale funzione ¢ univocamente determinata, si € necessariamente 
nel caso dell’indipendenza. Altrimenti le possibilita sono pit di una: potremo 
avere ad esempio un numero finito r di funzioni-limite possibili ®@ (x) , 
OC) (x) +++, (x) con probabilita c, +c, + +++ + Cr = 1, © averne 
un’ infinita numerabile, un sistema semplicemente, doppiamente, n—plicemente 
continuo ® (A, ,A.,°++,An;%X), oO anche um’infinita di potenza maggiore: in 
generale, un insieme qualunque dello spazio funzionale (delle funzioni non 
decrescenti con ®(— co) = 0,0(+4 co) = 1). 


licason P= re (A) da del n. 6 € il pil semplice possibile caso di 


ce) 
sistema semplicemente continuo; le ®, (x) sono le funzioni—limite possibili, 
e la probabilita che ®(x) sia una ®, (x) con A compreso tra A, € A, & data 
da |A, —A,|. Una trattazione generale del problema dei numeri aleatori 
equivalenti esige perO un’estensione (non difficile) dell’integrale di Stieltjes 
allo spazio funzionale delle funzioni di ripartizione, dopo di che il caso gene- 
rale diviene perfettamente analogo a quello particolare sopra considerato. 
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Matematica (Geometria). — Sulla geometria proicttiva—dif- 
ferenziale delle superficie di S,. Nota“ di E. Picasso, presentata 
dal Corrisp. G. Scorza. 


E noto che le propriet proiettivo—differenziali di una superficie V, im- 
mersa in un S, (spazio proiettivo), possono distinguersi in due gruppi: 
1° quelle inerenti al fatto che la V, é a punti planari; 
2° quelle dipendenti in modo essenziale dalla dimensione dello spazio 
dappartenenza della superficie. 

Le une e le altre sono state studiate esaurientemente, specie dal one 
piani. Dalle prime dipende, ad esempio, |’esistenza su V, di un doppio si- 
stema coniugato (che si riduce ad un sistema semplice di asintotiche nelle 
superficie a punti planari parabolici secondo E. E. Levi), definito dall’annul- 
larsi della forma quadratica 


F, = grs du" dus 


(si intenda eseguita la somma rispetto agli indici ripetuti, da 1 a 2), 


I Me 
a ae - | . = Aix aan har - 
Lrr ey | XXu Xv Xuu Xuv | > 12 as | X Xu Xv Xuu Xvy | 
g 20 
5 5 
I ' 2 
$22 = heres | XXu Xv Xuv Xvv | € BS bir a2 S12" 


Escluso il caso delle superficie a punti planari parabolici, assunte le linee 
del doppio sistema coordinato a linee u, v, le coordinate proiettive omogenee 
x* (% = 0, I, 2, 3, 4) del punto generico di V, sono cinque soluzioni indi- 
pendenti di una equazione di Laplace: 


Suv - Xu bea. + 6X = 0 


ove, data la superficie, i coefficienti a, b,c, cosi si esprimono: 


| XXu Xuu Xuv Xvv : om XXv Xuu Xuv Xv | 


| XXu Xv Xuu Xvv | 


| XXu Xv Xuu Xvv | 


Xu Xv Xuu Xuv Xvv | 
XXu Xv Xuu Xvv | 


Ee= 


(1) Pervenuta all’Accademia l’'11 luglio 1933. 
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Le espressioni di a, b, c risultano, come si vede, legate all’intorno del 
3° ordine del punto considerato, dal quale intorno pure dipendono i due 
punti del piano tangente (trasformati di Laplace) 


Z= Xo + AX AX=Xa + bx. 
Al successivo intorno del 4° ordine sono subordinati i due invarianti 
h=a,+ab—c 3; k=b+ab—c 


e le relative forme associate h du du, kdudv, le cui curve estremali costi- 
tuiscono dei sistemi planari. 1 loro piani d’appoggio risultano invarianti e 
dipendono dall’intorno del 5° ordine del punto. 

Insieme a questi, entro lo stesso intorno, il Bompiani‘, indica una 
retta invariante che incide i due piani osculatori in x alle linee del sistema 
coniugato, in due punti, pure invarianti, 


T= (b? — bu) x pee 2 6) + bx) — Xuu 
2log Vhk _ 


= 2 o (xv iv ax) — Xv. 


J = (@ — a = +( 
Risulta cosi associata a ciascun punto di V, una piramide di riferimento 
di vertici x,%,7,11. Se vi si aggiunge il punto invariante 
- I ie : h 
ise rnd Ear ee a Ee ip res sat oF!) (6 = log | 
come punto unita, abbiamo, per Ja V., il riferimento normale del Bompiant. 
Noi mostreremo ora come sia possibile, in relazione a una opportuna 
normalizzazione delle coordinate proiettive in S,, determinare un/altra pira- 
mide di riferimento invariante, la quale, a differenza di quella ora detta, si 
collega ad ambedue i gruppi di proprieta notate. 
Fra gli elementi dipendenti dallo spazio ambiente, l\egati all’ intorno del 
3° ordine del punto generico di V., hanno particolare importanza le oo? 
linee quasi—asintotiche y:.,, la cui esistenza, su di una superficie, caratterizza 
le V, immerse in un S, fra quelle a punti planari, il cui spazio proiettivo 
d@appartenenza ha dimensione superiore 0 eguale a 4 (Bompiani). 
L’equazione differenziale di un tale sistema di linee, facendo uso di dif- 
ferenziali secondi controvarianti $?u e 8?v costruiti per la forma F, e di deri- 
vate covarianti X;s,Xrs:, +++ rispetto alla forma medesima, é: 


3 Vg (du d2u — du Seu) F, + ®,=0 


(1) Bomptanl, Sulla geometria dell equazione di Laplace, « Rendiconti R. Acc. Lincei », 
serie 6°, vol. V, 1927, pp. 143-149. 
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con 


I 
= |X Xu Xv Xrs dur dus xpsi dur dus du | . 


0, = — 

Vig! 

Quest’ ultima forma, come ha notato il Fubini, si pud sempre scrivere: 
O,=F, Pegs 


con F; apolare ad F, e percid esprimibile, quando le linee del sistema coniu- 
gato siano le linee coordinate, al modo seguente 


F, = Gdus + G'dvs, 


La F,;, eguagliata a zero, definisce in ogni punto, e dipendenti dall’ in- 
torno del 3° ordine di questi, 5 direzioni (invarianti) apolari alle direzioni 
definite da F, =o. 

Le tre forme F, , F, ,F; non sono pero invarianti e per tanto non ven- 
gono determinate univocamente dall’assegnare la superficie in S,. Infatti 
mentre la F, € propriamente intrinseca, le altre lo sono soltanto impropria- 
mente; e per una trasformazione X = ex le tre forme variano a norma delle 
relazioni: 
ae 
5 


2 = 2 log Q 
Baek Fae F, Fook +3 (998? dv — <8 du). 


Occorre Ja conoscenza di un invariante scalare relativo per desumere 
analiticamente una normalizzazione delle coordinate proiettive e determinare, 
in conseguenza, dette forme in modo univoco “, 

Sia 

gr Xrs + 2 p* Xt — qx = (0) 


Vequazione di Laplace in coordinate u,v, qualunque. La funzione dei coef- 
ficienti 


J=vin + gp ps —4q 


(vf é il simbolo di derivazione covariante rispetto alla F,), ha la legge 
di trasformazione: 


Si pud, disponendo dell’arbitrarieta die, rendere J = 1. La normaliz- 
zazione che se ne desume (Kawaguchi) e J medesimo dipendono pero dal- 
intorno del 4° ordine; mentre si giunge ad una scelta di e subordinata ad 
un intorno di ordine meno elevato con le considerazioni seguenti. 


(1) Cfr. per quel che segue: Kawacucut, Ueber proiective Differentialgeometrie xwetdi- 
mensionalen ecc., «lapanese Journal of Math.», vol. IV, 1927, pp. 275-305« 


RENDICONTI, 1933, Vol. XVIII. 19 
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Le coordinate del punto generico della V,, in quanto questa appartiene 
ad un S,, soddisfano, oltre che all’equazione di Laplace, a due equazioni 
alle derivate parziali del 3° ordine (che non sono conseguenza differenziale 
della prima) che potremo scrivere riferendole alle linee del sistema coniugato 


come linee u,v: 
Xun = Or Xen “I Oe Xow + a; Xu +- hy Xv + a> x 


Xvvyv = B, Xiu + B. Xvv + B, bP foe B, ee B. x. 


Da considerazioni assai pil generali, dovute ancora al Bompiani , con- 
segue l’esistenza di una forma quadratica e di una del 5° grado (apolare 
alla prima) invarianti: 


©, =0,8,dudv 3 9, = a Br dus + a, Bi dvs 


| XXw Xv Xuu Xuuu | XXu Xv Xvv Xvve | 


CL, = 


6, = — 


| XXu Xv Xuu Xvv | | XXu Xv Xuu Xvv | 

E possibile determinare gp in maniera che le due forme F, € 9 coincl- 
dano? 

E immediato che per questo basta porre: 


Tale scelta di 9, subordinata all’intorno del 3° ordine del punto, di- 
pende oltre che dall’esistenza su V. di un sistema coniugato, come quella 
che si trae da J, anche dalla 4-dimensionalita dello spazio ambiente e fa 
coincidere non soltanto le due forme quadratiche, ma anche la 9, con la F,. 

Possiamo supporre ora e nel seguito che le coordinate siano normaliz- 
zate nel modo detto; cosicché i punti xu ed xv del piano tangente e le 
due rette che li congiungono rispettivamente ai due punti xuu € Xvv dei due 
piani osculatori in x, risultano invarianti. Si completa un riferimento proiet- 
tivamente invariante, determinando un piano per x che incida lungo rette 
quei piani osculatori e quindi in due punti — che potremo assumere a vertici 
residui della piramide di riferimento, dopo x,%,z% — le rette ora dette. 
A questo si pud pervenire, proponendoci la ricerca, per le V. di S,, di 
elementi geometrici caratterizzabili in modo analogo alla normale proiettiva 
del Fubini o all’asse di Cech per le superficie di S,. 

Le curve rappresentate dall’equazione: 


a?vdu — d?udv = Adu3 + Bdu? dv + Cdu dv? + Ddv3 


(1) Bomprant, Le superficie iperspaziali con un doppio sistema coniugato. «R. Acc. 
Lincei», serie 67, vol. IX, 1929, pp. 847-852. 
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formano (come ha osservato il Bompiani) un sistema planare il cui piano 
Wappoggio, rispetto a coordinate locali v; dei punti dell’S,: vox + v:x%u + 
TF Vo Xv + V3 Xuu + Vy Xvv, & quello che da x proietta la retta dell’S, di 
Xu yXvyXuuyXvv, di coordinate radiali wiz , espresse da: 


Or. 
| = = AD+(B+2b)(C—2a) ; ; += —(B + 25); 
(1) ! 34 O34 34 
M23 Oyo 
=—C--oa4.: Y=—A. 
| O54 SS 34 


Ora un particolare sistema planare é quello delle estremali di 9,. Il 
corrispondente piano invariante risulta dungue costruito .proprio in modo 
analogo alla normale proiettiva del Fubini per le V. di S,. Si ottiene po- 
nendo nelle (1): 


Per ey aes Se 2 og (0 Bs). 
¥ 7 Ou OU ; 
oU OU 


La retta wy incide le xy xuu.e Xv Xvv nei punti 
af 8 log (a, 2 log (a 
Z = (PEP) Xu HX 3:1 Z = (ESP) a Xy + Xvv 
Cc &; 


che potremo pertanto assumere come vertici di riferimento, oltre i tre gia 
notati. Si ha cosi per ogni punto di S,: 


AoX FAT HMI HAZ HAZ 


ove le A; risultano determinate a meno di un comune fattore. Le relazioni 
fra le nuove coordinate (locali) 4; e le vi e le inverse possono calcolarsi 
agevolmente. 
Ad un nuovo piano invariante per x si giunge con procedimento 
analogo a quello che da luogo, per le V, di S;, all’asse di Cech. 
AlPuopo notiamo che le curve di un fascio, rappresentate dall’equa- 
zione 


1 dv : : 
—— = cost (A funzione di u,v), 


du 
su una superficie di S, formano sempre un sistema planare; il relativo piano 
dappoggio é quello che da x proietta la retta dell’S, detto sopra, le cui 
coordinate radiali si ottengono ponendo nella (1): 
a log a __ dloga 


foix Go ro) . — 
B= ou ae ov ; 


A=0 D=0. 


ve 
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Questa nuoya retta incide xu Xuu € Xv Xvv nei due punti di coordinate 


dloga 


2 log a 
ov 


Ou 


—— 2B b) -f- Xuu ; ( Ss 2) Xv 4 Xvv- 


Ora, in particolare, appartengono naturalmente a un fascio le linee del 
quintuplo sistema, determinato in ogni punto di V. dall’annullarsi della 
forma: 


Qs = Fy = a) Bi dus + a, Br dvs. 


I 
er. 2 \— 
Basta dunque porre nelle precedenti espressioni A = —(eh » per otte- 


x 
nere |’accennato sistema di rette invarianti. | 

Altre rette invarianti che si appoggiano a Xu Xuu € Xv Xvv sono quelle 
che il Bompiani ha ottenuto (al modo solito) dai sistemi planari formati 
dalle estremali di hdudv e kdudv; rette congiungenti i punti: 


9 log h 9 log h 
a GY Xu — Xuu > Fe 2 | ke He 


Ou OU 


e gli analoghi ottenuti scambiando 4 con k; e laltra pure osservata dal 
Bompiani analogamente determinata dal sistema planare delle linee « a curva- 
tura proiettiva nulla », congiungente i punti: 


(a; ae b) Xu — 3 Xuu (B. + 3 a) Xv —3 Xvv- 


E interessante il fatto che i piani invarianti per x che risultano determi- 
nati congiungendo il punto x alle rette invarianti finora notate, godono tutti 
di questa proprieta notevole: qualunque sia la normalizzazione delle x, essi 
incidono 1’S,; di xu xv XuuXvv, che risulta invariante una volta fissata in 
modo pure invariante la normalizzazione — e questo ¢€ il caso attuale - 
lungo rette che appartengono ad wna medesima congruenza lineare. 


> 
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Matematica (Geometria). — Sulle congruenze di rette pitt volte 
associabilt rispetto a una superficie. Nota® di A. TERRACINI, pre- 
sentata dal Socio G. Fusint. 


1. In alcuni lavori recenti®) ho chiamate associate rispetto a una data 
superficie (x) due congruenze aventi la (x) come superficie di partenza, 
quando le due figure complessive (figure M) costituite da questa insieme 
con ciascuna di esse hanno in comune le due forme differenziali quadra- 
tiche, da me introdotte coi nomi di forma @ e di forma H. In generale 
una congruenza I’ formata da raggi uscenti dai punti della superficie (x) 
non ammette congruenze associate rispetto a questa: ho chiamato associabile 
una congruenza che ammetta effettivamente congruenze associate. Cid avviene 
(soltanto) nelle seguenti condizioni: se (con notazioni usuali) 


Xuu = Bu Xu + Bx» + Pr, 


(1) file Sa 
Xvv = YXu + Du Xv + P22 x 


sono le equazioni fondamentali rappresentate dalla superficie (x) in para- 


metri asintotici u,v, la condizione necessaria e sufficiente affinche la con- 
gruenza [ = (g) = (xy) lungo delle rette g che congiungono i punti x ai punti 


y= b(w,v) xu +ce(U,v) xv + xu, 


sia associabile rispetto alla superficie (x) ¢ che esista una funzione R (wu, v) 
tale che 

Ruu = (9 + 2¢) Ru — BRo 
2 Re yh ee Conteh Rn 


Allora (cfr. [P] nn. 10, 13) T° é associabile alla congruenza analoga 
IY = (¢’) = (xy’) per cui 


(I”) b—U =(logR) , c—c' =(logR)., 


(1) Pervenuta all’Accademia il 12 settembre 1933. 

(2) Sugli elementi lineari proiettivi, in corso di stampa negli Annali della R. Scuola 
Norm. Sup. di Pisa (Memoria che cito in seguito con la sigla (P); Sulle congruenze asso- 
ciate rispetto a una data superficie, in corso di stampa in questi « Rend. ». Manteniamo qui, 
relativamente alla superficie (x) e alla congruenza I, le ipotesi di tali lavori (che la super- 
ficie (x) non sia sviluppabile, che I abbia sviluppabili non indeterminate, e formanti due 


sistemi distinti). 
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e anzi pil in generale a ognuna delle cot congruenze, dipendenti da una 
costante arbitraria k, per cui le quantita b,c analoghe a b,c sono date da 


b— WM = (log(R+h))v , c—c = (log(R+4))u- 


Una congruenza I’ associabile rispetto a una data superficie ammette 
dunque necessariamente una serie cot di congruenze associate. In questa 
Nota vogliamo studiare la possibilitd che le congruenze associate alla congru- 
enza T', e quindi a due a due fra loro, costituiscano una serie put ampia. 


2. Dopo quanto precede, é chiaro che l’esistenza di ulteriori congruenze 
associate alla congruenza T’ equivale all’esistenza di almeno tre soluzioni 
linearmente indipendenti del sistema (2), considerato come un sistema nella 
funzione incognita R. Ora, se formiamo la condizione di integrabilita delle 
(2) costruendo nei due modi possibili le espressioni della derivata quarta 
Ruuvv, e eguagliandole fra loro, si ha 


(3) Geo Oy) RE Gs REG) Re S65 


dove non ci interessano i valori dei coefficienti di Ru, hv. 
Distinguiamo ora due casi. 
1° caso. — La congruenza I’ non ¢ coniugata alla superficie (x) Al- 
lora cv — by non & identicamente nullo; la (3) non é identica, ma é una 
equazione in R, tale che il sistema (2) (3) deve ammettere precisamente tre 
integrali linearmente indipendenti. 

Consideriamo allora in un piano m una rete piana (y) ottenuta assu- 
mendo come valori delle coordinate proiettive omogenee y,,y.,y; di un 
punto y di 7 altrettanti integrali R;,R.,R,; linearmente indipendenti del 
sistema (2) (3) — per uno dei quali, p. es. y,; , possiamo assumere R = I -. 
L’elemento lineare proiettivo di questa rete, come risulta dai valori dei 
coeflicienti di Rv e di Rw risp. nella prima e nella seconda equazione (2), € 


bs Bdu3 + ydv3 
2 du dv : 


cosicché esso coincide con l’elemento lineare proiettivo della superficie (x) 
inviluppo. Chiamando proiettivamente applicabili una superficie e una rete 
piana aventi il medesimo elemento lineare proiettivo, possiamo dire che la 
rete (y) € proiettivamente applicabile sulla superficie (x) inviluppo. Osser- 
viamo inoltre: 


(1) Fusint et Cecu, Introduction a la géométrie projective différentielle des surfaces. 
Paris; 193 1, pay 5. 


a) la rete (y) non é wna rete asintotica: invero la condizione perché essa 
sia asintotica si scriverebbe attualmente (cfr. Fubini et Cech, loc. cit., p. 152) 
v—b, =0, il che non é. 

b) Nella rappresentazione della superficie (x) sul piano m che nasce 
attraverso la considerata applicabilita proiettiva, alla totalita delle rette del 
piano x corrisponde sulla superficie (x) un sistema oo? di linee 


(4) m, Ry +m,R, +m, R, =0, 


con m,,m,,m,; costanti arbitrarie. Chiamiamo brevemente linee ¢ le linee 
del sistema (4), e in particolare eo la linea p che é immagine della retta 
y; = 0. Allora gli cot sistemt oot di linee, ognuno det quali consta delle linee 
ies uscenti da un “singolo punto deila Qo hanno co! sistem coniugat tali che le 

2 linee Pre caen contenute in questi formano un sistema ASSIALE ®, 

Infatti, consideriamo la congruenza I” associata alla congruenza T rispetto 
alla superficie (x), e due raggi omologhi HOLS Tisp,.di-ls,L.. scent dak 
punto x. Le equazioni (IY) mostrano che il piano o = gg’ a sul piano & 
(tangente alla superficie (x) nel punto (x) una traccia che inviluppa un si- 
stema co! di linee (s) coniugato al sistema R = cost. D’altro lato (cfr. [P], 
n. 11), il piano o coincide col piano osculatore nel punto x alla linea (s) 
passante per esso. Tutto cio vale pit in generale sostituendo m, R, + m, R,z 
in luogo di R: variando dunque la congruenza I” fra quelle associate a TP, 
ne segue la proprieta enunciata. 

c) La proprieta considerata in b) sussiste pil in generale sostituendo 
alla linea e.) dell’ultimo enunciato una qualsiasi determinata linea ep, che 
chiamiamo o,. Brsta invero ragionare come in 6) sostituendo alle congru- 
enze I',I” risp. altre congruenze T, ,I’ del sistema co? di congruenze a 
due a due associate, ottenute assumendo risp. 


b—b, = (log (m, Ri + m,R, +m;R;))u ; 
(log (m, Ry + m, RR. + m;R3))u 5 
b—P = (log (7, R, + mR, +7,R,)o —; 
= (log (7, Re--+ mz Ra + 7;_R,))z , 


Dp 
§ 
| 


| 
l 


con le ”,,/2,%3 costanti arbitrarie. Possiamo perciO conchiudere : 

Se una congruenza T associabile relativamente alla superficie (x) e non 
coniugata a questa deve ammettere pitt di co congruenxe associate, essa ne 
ammeite co? e non pit. In tale caso é possibile rappresentare puntualmente la 
superficie (x) su un piamo xm in modo che la rete (y) formata su questo dalle 


(1) Ricordiamo che cosi si chiama un sistema oo? di linee esistenti su una super- 
ficie (x), quando i piani osculatori in un punto generico x alle oot linee del sistema che 
vi passano formano fascio (intorno a un asse del sistema assiale). 


immagini delle asintotiche di (x) — rete che risulta non asintotica - sia proiet- 
tivamente applicabile sulla superficie (x) inviluppo. Inoltre, comunque si prefisst 
una linea Qo nel sistema co? delle linee p che sulla superficie (x) sono le tm- 
magini delle rette del piano m, gli oot sistemi cot di linee p, che escono dai 
singoli punti della linea po ddnno lwogo a altrettanti sistemi coniugati, le cur 
linee (complessivamente co?) costituiscono un sistema assiale. Al variare della 
lined Qo, si oltengono cost co? sistemi assiali, ognuno dei quali, con 1 suoi asst, 
fornisce una cogruenza: sono queste le co* congruenze a due a due associate in 
questione ©). 


3. Per invertire il risultato precedente premettiamo che, se una superficie 
(x) ¢ rappresentata puntualmente su un piano m™, € eo é una fra le co? linee 
e della superficie che sono immagini delle rette dim, la condizione necessaria e - 
sufficiente affinché la linea p, conduca, nel modo dianzi specificato, a un sistema 
assiale, é¢ che la rappresentazione di (x) su vt consista in uw applicabilita protet- 
tiva della superficie (x) inviluppo sulla rete (y) che nel piano x rappresenta le 
asintotiche della superficie (x); cosicché, se la linea e5 da Iuogo a un sistema 
assiale, altrettanto sussiste per ciascuna delle co linee ep. 

Prendiamo invero in z il triangolo di riferimento in modo che y,; = 0 
sia la retta immagine di e,. Sia nella supposta rappresentazione 


Vr = Sp (u,v) ? yo = S2 (u,v) ? SS, 


dove uw ,V sono sempre parametri asintotici sulla superficie (x), mentre S, , S, 
sono integrali di un sistema 


Suu =. Su +f Sy > Suv =i On +f, Sy > 


(5) Suv =f, Su + es Sy . 


dove f', ecc. sono funzioni di u,v. Il sistema delle linee 9 uscenti da un 
punto fisso P della linea p, ha per sistema coniugato 


dv ay Ny oe se MB See 
di ! uss eyes. 


con #,/m, costante. Per il sistema >o? ottenuto da questo al variare di P 
risulta, in base alle (5), 


© grail) + COG) +Co8 en. 


or: ole Seefdv\* du 
dove non ci interessano i coeflicienti di (F T° Ora condizione neces- 
u}? du 


(1) Aggiungiamo che, al variare di un punto x sulla superficie (x), la stella formata 
dai raggi delle oo? congruenze che escono dal punto x resta omografica a se stessa. 
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saria e sufhciente perche la (6) rappresenti sulla superficie (x) un sistema 
assiale e che sia f° = —y, f= —B; vale a dire che la rete di ~ im- 
magine delle asintotiche di (x) sia proiettivamente applicabile sulla super- 
ficie (x) inviluppo. c. d. d. 

Segue allora senza difhcolta che presa una superficie generica come super- 
ficie (x), e una qualsiasi sua rappresentazione su un piano m, purche la rete (y) 
formata in questo piano dalle immagini delle asintotiche della superficie (x) risulti 
non astntotica e sia proiettivamente applicabile sulla superficie (x) inviluppo, la 
costruxione indicata nellultima parte dell’enunciato del n. 2 risulta eseguibile, 
e fornisce co? congruenze a due a due associate relativamente alla superficie (x) 
non contugate a questa. Percid i sistemi co? di congruenze a due a due associati 


rispetto alla superficie (x) dipendono da quattro funzioni arbitrarie di un argo- 
mento. 


4. Riprendendo ora la distinzione in due casi iniziata al n. 2, studiamo il 

2° caso. ~ La congruenza T' ¢ coniugata alla superficie (x). Allora 

nella (3) il coefficiente di xuv si annulla: altrettanto deve valere per 1 coef- 

ficienti di xu ,xv. Attualmente dunque, formando Ruwvv nei due modi pos- 

sibili a partire dalle (2), si ottiene un’identita; percio il sistema (2) 

completamente integrabile, e ammette quattro integrali linearmente indipen- 

denti : le congruenze associate alla I rispetto alla superficie (x) sono dunque co}. 

Inoltre, la superficie (x) € ora una superficie della specie R“; perche 

se interpretiamo le (2) come equazioni rappresentate da una superficie (y) 

inviluppo — in parametri asintotici — questa ¢ proiettivamente applicabile sulla 

superficie (x) inviluppo, avendo l’elemento lineare proiettivo in comune 
con essa. 

Possiamo supporre Bv = Yu, € supporre inoltre di avere normate le 
coordinate dei punti della superficie (x) in modo che per la congruenza P 
sia b =c = 0. Allora le superficie (x) e (y) hanno in comune le quantita 
®,y e 9, cosicché le condizioni di integrabilita danno per la superficie (x) 


Ty = pu + Bu — Bday => mM 5 To. — P22 -+ Yu + ydu = mM; 


con m costante. Per una qualsiasi delle co} congruenze associate aI’, sia I”, 
any ’ : 
il raggio generico g’ appare —secondo le (I”)-come congiungente del punto x 
col punto 

Ry Ru 
Sere 


dove R é un integrale del sistema (2); esso & cioé intersezione dei due 


(1) Oppure Ro: ma in questo caso, continuando a ragionare in modo analogo a quello 
indicato nel testo, la congruenza T' risulterebbe a falde focali coincidenti, contrariamente 
alle ipotesi generali da noi adottate. 
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piani (€/R)u, (6/R)v. Ne segue) che ognuna delle co} congruenze I” e 
completamente coniugata alla superficie (x). 

Percid, se una congruenza T associabile relativamente a una superficie (x) 
@ CONIUGATA a questa deve ammettere piti di cot congruenze associate, essa ne 
ammetle co}. La superficie (x) ¢ in tal caso una superficie della specie R; e 
le co3 congruenze associate alla T (e fra loro) sono congruenze R COMPLETA- 
MENTE CONIUGATE alla superficie (x). 

Con considerazioni analoghe a quelle svolte nel n. 2 si deduce inoltre: 

In relazione alle co3 congruenze in esame, esiste una nuova superficie della 
specie R, che chiamiamo (y) , proiettivamente applicabile sulla (x), che gode della 
seguente proprieta: consideriamo il sistema co3 di linee + che sulla (x) corri- 
spondono alle linee di contatto dei coni circoscritti alla (y) dagli cos punti P 
dello spazio, e chiamiamo per brevita schiera di linee x il sistema co* di linee + 
ottenuto al variare del punto P su una retta. Allora le co? schiere di linee ~ 
che contengono una linea t qualunque ma fissa, sia to, ammettono altrettanti 
sistemt cot coniugati, le cui linee (che complessivamente sono soltanto co?) 
formano un sistema assiale. Al variare della linea t, entro il sistema co} delle 
linee t si hanno cosi co} sistemi assiali, e co} congruenze di assi: sono queste 
le 003 congruenze a due a due associate in questione. 


(1) FusINr et CECH, Oper cits s+ 42. 

(2) Precisamente, ricordando dall’op. cit. di Fustnt ET Cec in qual modo si otten- 
gono le congruenze completamente coniugate a una data superficie, esse sono le 003 congru- 
enze completamente coniugate alla (x) ottenute per un medesimo valore della costante 1a 
chiamata c. 


Matematica (Geometria). — Determinazione geometrico—funzio- 
nale di gruppi di punti covarianti, relativi a due fasct lineart di curve 
su di una superficie algebrica. Nota‘ di B. SEGRE, presentata 
dal Socio F. SEVERI. | 


La mirabile teoria delle serie di equivalenza di gruppi di punti su di 
una superficie algebrica, quale & stata recentemente fondata dal Sever! in 
una rapida successione di magistrali lavori@, é valsa a togliere la geometria 
su di una superficie algebrica dal punto morto in cui si trovava negli ultimi 
anni, e non potra mancare di condurla in breve a grande perfezione. La po- 

-tenza di detta teoria, risiede principalmente nella possibilita ch’essa offre di 
dare interpretazioni geometrico—funzionali di formule numerative, facendole 
cosi assurgere a proprietd di geometria algebrica: del che porgono esempi 
brillanti le ricerche di Severt e quelle di Enrtques) e di CaMmpEDELLI “) 
sull’argomento. 

In questa Nota e nelle due che seguiranno, io effettuo in modo siste- 
matico la determinazione geometrico—funzionale dei principali gruppi di punts 
covarianti, relativi a due fasci lineari o ad un sistema lineare co? od 003 
di curve su di una superficie algebrica F, ritrovando fra altro — sotto ipo- 
tesi notevolmente pit generali — i risultati conseguiti in proposito dagli 
Autori citati. Gli unici elementi invarianti da cuii gruppi suddetti ven- 
gono a dipendere, sono la serie canonica della F e la serie di SEVERI: onde 
resta confermata la previsione di Enriques (I. c.), che queste siano le sole 
serie invarianti linearmente indipendenti di F. I risultati a cui giungo, con- 
ducono — volendo — a varie nuove definizioni di serie di equivalenza 
invarianti, ed a numerose formule di geometria numerativa, qualcuna delle 
quali non é per anco stata rilevata. 

Aggiungo che in un prossimo lavoro compito una ricerca analoga per 
le varieta a pit. dimensioni, pervenendo a risultati essenzialmente 
nuovi, anche dal punto di vista numerativo ‘). 


(1) Pervenuta all’Accademia il 6 settembre 1933. 

(2) V. F. Severi, La teoria delle serie di equivalenza e delle corrispondenze a valenxa 
sopra una superficie algebrica. « Rendic. R. Acc. Naz. dei Lincei», serie 6°, t. 17, 19331, 
7 Note, pp- 419, 491, 597» 681, 759, 869, 876; cfr. pure i 4 lavori anteriori dello stesso 
A. sull’argomente, citati nella prima di queste Note. 

(3) F. Enriques, Intorno ad alcune serie invarianli di gruppi di punti sopra una super- 
ficie algebrica. « Rendic. R. Acc. Naz. dei Lincei», serie 6°, t. 16, 19322, Pp. 533- 

(4) L. CAMPEDELLI, Intorno ad alcune serie invarianti di gruppi di punti sopra una 
superficie, ibid., serie 6°, t. 17, 193315 P- 37: 

(5) Qualcuna delle formule numerative che conseguono dai legami funzionali che 
stabiliro in tale lavoro, ho gia dato senza dimostrazione nella Nota Intorno alla geometria 
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1. Data una curva N (effettiva o virtuale) su di una superficie alge- 
brica F — che concepiremo sempre come ente algebrico co, privo di ele- 
menti singolari — restano definite sulla F due serie di equivalenza cova- 
rianti, relative al sistema Jineare | NJ; e cioé la serie caratteristica di | N |, 
alla quale appartengono i gruppi caratteristici v = (N?), e la serie canontca 
di |N], la quale comprende i gruppi canonici (virtuali) v’ = (NN’) delle 
curve del sistema considerato. Se sulla N, supposta effettiva, si fissano certi 
punti P, (r= 1,2,++-+,2) come punti base del sistema |N| colle molte- 
plicita virtuali 1, (non superiori alle effettive), come gruppi v, v’ delle due 
serie suddette si debbono ovviamente assumere: . 


(1) yay oo ee a eS 


a—2e e r=1 
é chiaro che se 7,p denotano grado e genere (virtuali) di |N|, risulta: 
(2) [Vj=n.,. [VJ] =2p—2. 


Si potrebbe introdurre una terza serie di equivalenza covariante, deter- 
minata dai gruppi v* = (NK), ove K = N’ —N indica una curva canonica 
(impura) di F; ma cid non é necessario, essendo in base alle (1): 


(3) wei (NK ese oe abe 


r=I 


Le tre serie |~|,|9’|,|9*| che si hanno nel modo suddetto, quando 
come curva N si prenda una K e non si assegnino punti base, si riducono 
essenzialmente alla prima, definita dal gruppo (virtuale) 


(4) 9 = (kK), 


poiché ¢ g = 29e o* =. La |¢| é una serie di equivalenza invariante (re- 
lativa), che denominasi la serie canonica di F; essa é costituita da gruppi di 


(5) [ep] =o—1 


punti, @ designando I’ invariante di Enrtques—CasTeLnuovo della F. 


sopra. una varietd algebrica, « Rendic. R. Acc. Naz. dei Lincei», serie 6*, t. 17, 1933:, 
p. 207. . 
(1) Se N ed M son due curve di F, denotiamo - secondo la notazione del SEvERI, 
di uso ormai generale - con (NM) il gruppo di punti (effettivo o virtuale) ad esse co- 
mune e con [NM] il numero dei punti di tale gruppo; questi simboli hanno notoriamente 
ancor senso, anche se M coincide con N, nel qual caso scriviamo N? in luogo di NN. 
Sovente, poi, indicheremo un gruppo di punti con una lettera dell’alfabeto greco, designando 
colla stessa lettera latina il numero dei suoi punti. 


2. Consideriamo sulla F un fascio irriducibile |N|, di cui sia 


(6) | Se 


il gruppo base; e supponiamo precisamente che il punto base P, sia mul- 
tiplo ordinario secondo |, (Yr =1,2,+-+-+,/). In relazione ad | N] intro- 
duciamo le due serie |v| e |v’| di cui al n. 1, assegnando i punti base 
di |N| con molteplicita virtuali uguali alle effettive; la prima sara la serie 
nulla, poiché il fascio ha grado zero, mentre la seconda serie conterra i 
gruppi canonici effettivi, v’, delle curve del fascio. In base alle (1), (3) 
risulta : 
1 / 
(7) Oey EP Ee ALIN) = va Pe 
r=1 ae 
Introduciamo sulla F un secondo fascio |N|, soddisfacente alle stesse 
ipotesi di |N|; gli elementi ad esso relativi, analoghi a quelli definiti per 
|N|, verranno designati colle stesse lettere sormontate da un trattino: e 
fra quelli intercederanno relazioni (6), (7) - che omettiamo di scrivere - 
consimili alle (6), (7). Supponiamo che i gruppi base 4 e A dei due fasci 
non abbiano punti a comune, ed osserviamo che un’altra serie di equiva- 
lenza covariante simultanea dei due fasci, ¢ quella che contiene i gruppi 


(8) = (NN). 


Ci proponiamo di determinare funzionalmente, mediante gli elementi 
introdotti, i seguenti gruppi covarianti di |N|,|N|: i gruppi jacobiani 8 e 8 
dei due fasci, il gruppo o delle coppie di punti di F in cui una curva di |N | 
risulta bitangente ad una curva di |N\, infine il gruppo + dei punti di oscu- 
lazione per curve dei due fasci. 


3. Al?uopo consideriamo su F la curva T luogo dei punti di contatto 
delle N colle N; essa passa pei punti P,,P; colle molteplicita rispettive 
21, —1, 2; —1, e contiene semplicemente i punti dei suddetti gruppi 
$,3,6,7. 

ean col determinare un gruppo canonico di T. Un siffatto 
gruppo % vien segato sulla T, fuori dei punti multipli P,, P;, da un’aggiunta 


T’ passante per essi colle mooie plicied rispettive 2/,—2, oe — 2; si ha 
percio: 

l pee : i‘ 
(9) x= (TT) — > (2 —1) (2 — 2)P,— > 2 — 1) Gk — 2) Pe. 


(1) V. C. SEGRE, Intorno ad un carattere delle superficie e delle varieta superiori alge- 
briche, « Atti R. Acc. delle Scienze di Torino», t. 31, 1896, p. 485, n 


an aie 
Ma ¢€ notoriamente “): 
T2oN+2N 4K. ., To=2N42N 426, 
eppertanto: 
(TT) = 2 (K*) +4 (N2) + 4(N2) + 6 (NK) + 6 (NK) + 8 (NN), 
onde la (9), in base alle (4), (7), (7), (8), (6), (6) fornisce : 
(10) x= 29+6(v +V¥)+8p—2(0 +d). 


Da qui, tenuto conto delle (2), (5) e posto [py] =m, si trae pel ge- 
nere w di T l’espressione: 


(11) r=—[x}+1=0+6(pt+P)+4m—C4+)—22. 


4. Una curva N incontra T, fuori di A, nel gruppo jacobiano della gr, 
segata sulla N considerata dal fascio | N |; tale gruppo sulla curva N, e quindi 
pure sulla superficie F, risulta percio equivalente a 24 + v’. Ne segue 
che il gruppo jacobiano della serie semplicemente infinita segata su T dal 
fascio |N|, é equivalente a 2(2u + v’) + %; e poiché detto gruppo si scinde 
nei gruppi 8,7, contato ciascuno semplicemente), cosi su F' sussiste 
Pequivalenza : 


(12) StrtvA=—=4p+2v4+x. 

In modo analogo, scambiando le veci dei due fasci, si ottiene la relazione 
S+eot+ASay + 20 +x, 

che sottratta a membro a membro dalla (12) fornisce: 
ay eS es 


Il primo membro di quest’ultima equivalenza, al variare del fascio | N| 
a cui si riferisce, descrive dunque su F una serie di equivalenza invariante: 
essa é la serie di SEvERI, i cui gruppi indicheremo colla lettera p. Si ha 
pertanto pel gruppo jacobiano del fascio |N| lespressione: 


GES) sS=P+2v +A, 
nota peri fasci a punti base semplici, Ja cut validita resta cosi estesa al caso 


in cui il fascio abbia punti base multipli ordinart. 


(1) Cfr. F. SEVERI, Osservazioni varie di geometria sopra una superficie algebrica e 
sopra una varieta, « Atti R. Istituto Veneto », t. 65, 1906, nota a p, 629. 
(2) C. SEGRE, loc. cit., n. 3. 
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Ricordiamo che risulta: 
(14) [yp] =1 =e 4, 


ove i denota l’invariante di ZEUTHEN—SEGRE della F. 


5. Esprimendo nella (12) x e 8 mediante le (10), (13), si ottiene: 
(15) tT=29—P + 6(V4V) + 124 —3 (A+). 


Per determinare il gruppo o, osserviamo che le coppie comuni alle 
due serie lineari semplicemente infinite segate su T dai fasci |N|,|N| (serie 
che gia abbiamo considerate nel n. 4), costituiscono precisamente il gruppo 
o-+ 27. D’altronde € noto ) che questo gruppo si esprime linearmente in 
funzione di un gruppo 2p + v’ dell’una serie, di un gruppo 2+’ del- 
laltra serie e di un gruppo x canonico di T, nel modo seguente: 


o+ 27=2(m+p—2)(2u+v)+2(m+ p—2)(2n4+V)—~x. 
Da qui, valendosi delle (10), (15), si ricava: 


(16) =—69+2+4(2m+p+p—i2)n+ 
+2(m+p—r11)v +2(m+p—11)V¥ +8(A+)). 


6. I risultati precedenti s’interpretano subito dal punto di vista nume- 
rativo, ricordando le (2), (5), (14); e si ha in definitiva che: 

Su di una superficie algebrica F, di caratteri w ,1, siano |p| e |p| Ia serie 
di equivalenza canonica e la serie di Severi. Si considerino su F due fasci irri- 
ducibili |N|,|N| di generi D> P a punti base ordinari ed aventi gr uppi base 
A,A senza punti comuni; v' ,v’ denotino gruppi canonici di N , N, ¢ si ponga 
pore CNN) == ig; ed SS a es 

II genere = della curva T dei contatti dei due fasci, si calcola mediante 
la (11), ed un gruppo canonico x di T é determinato dalla (10). Il numero 
dei contatti tripunti fra curve dei due fasci e dato da 


(<] = 2@—it+ 12(m+p+p)—3(/ +) — 30, 


il gruppo di tali punti di contatto esprimendosi colla (x5). Infine il numero 
dei doppi contatti fra curve dei due fasci vale 


(1) B. Sere, Determinazione di certi gruppi covariantt di due o pit serie lineari 
«Rend. Circ. Mat. di Palermo», t. 56, 1932, p. 214. 
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“[o]=—30 i+ 4[m +(m —O (+P) + ph —7m +141] +51, 


il gruppo o delle relative coppie di punti di contatto essendo fornito dalla (16). 
Facendo nel contenuto numerativo di questo enunciato w = Io, 
i = —TI, si ricade in risultati noti nel caso del piano“), Lasciamo poi al 
Lettore di vedere com’esso si semplifichi e s’interpreti geometricamente, 
quando i due fasci appartengono ad uno stesso sistema lineare co}. 


Meccanica. — Una generalizzazione dell’equazione di continuita. 
Nota ® di G. ArRIGHI, presentata dal Corrisp. U. CisoTTi. 


1. Nello studio del moto dei fluidi non sempre l’equazione di continuita 
e del tipo 


AP 
ipa 


ie?) 
i) 


= div(pv) = 0 “ovvero “=p! 


(1,2) 


ied) 


t 


dove p é la densita e v ¢ la velocita nel punto P al tempo / e con indice 0 
si sono indicati gli elementi che competono al tempo f,. Quando per una 
qualsiasi ragione si abbia una perdita (od un aumento) del fluido, come per 
evaporazione (0 precipitazione) nei canali scoperti, ablasione nei ghiacciai™ ecc., 
Yequazione di continuita viene ad assumere una forma piu generale del tipo 
che qui di seguito passiamo a stabilire. 

Sia o una superficie chiusa fissa, racchiudente il volume 7; la variazione 
della massa del fluido contenuta in o nel tempo dt, a meno della variazione 
accidentale, € data da 


op 
(a) | Bas +d | ads 
dove a (funzione di P e ?#) indica la perdita (a >>0) o aumento (a< 0) 


(1) V. L. Berzovari, Sulle curve piane che in due dati fasci hanno un semplice o un 
doppio contatto, oppure si osculano, « Atti R. Acc. delle Scienze di Torino », t. 31, 1896, 
p- 476, e C. SeGRE, loc. cit., n. 6, 

(2) Pervenuta all’Accademia il 7 luglio 1933. 

(3) C. Burart-Forti e R. MaRcoLonco, Applications a la mécanique et a la physique. 
Lattes, Torino, 1913, cap. IV, p. 56, formula (2) e p. 57; formula (2). 

(4) L. DE Marcut, Le variazioni periodiche dei ghiacciai, in «Rendiconti del Reale Istituto 
Lombardo di Scienze e Lettere», serie H, vol. XXVIII (1895), fasc. XVIII. Ip., La propa- 
gation des ondes dans les glaciers. in « Zeitschrift fir Gletscherkunde ». Berlin, Band V, 1911. 


“obit kus weep 


accidentale di fluido per ogni unita di volume di questo e nell’unita di tempo (1); 
detta variazione dovra essere eguale al flusso 


dt | ov xX nde 


dove  & un vettore unitario normale a o nel suo punto generico e volto 
all’interno di o. In virth del teorema della divergenza si ricava 


(b) di | pv X ndo = — dt | div (ov) dr, 


onde, dall’eguaglianza delle espressioni (a) ,(b), valida qualunque sia 7, ri- 
sulta la nuova equazione di continuita sotto la forma del tipo euleriano 


x + div (pv) +a=o. 
Tenendo presente che 


: : e) 
div (ev) = edivw + a vo, 


do <j ee) ep dP dp de 
d= 2b) OP dh. 0k oP 


la precedente puo scriversi pure 
(3) et pdive tao. 
¢ 


Una forma di tipo lagrangiano della nuova equazione di continuita si 
ottiene quando la posizione P di una molecola di fluido al tempo tf si consi- 
deri funzione della posizione P, occupata al tempo t, da questa molecola; 
poiche sappiamo essere @) 


d dP os eae 
(c) dh (1 | => (1 | div VU; 


ricavando da qui div vw e sostituendo nella (3) si deduce 


i do he tee dP gos 
@) eat ae aoe a 


eae. 


(1) L'equazione dimensionale della a é 
cr a [eel Berea |e 


(2) Op. cit. nella nota (2) di p. 1, cap. IV, p. 58. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 20 


Integrando rispetto a t fra f, e ¢ e tenendo presente che per f= 0 & 


dP dP 
(¢) Fae lokoaak [I alo. eis Oe 
risulta 
dP d 
log ep — log Po + log(1 4p] +| aah =0 


ovvero 


dove p, @ la densita relativa alla posizione (P.,t.), e Ja nuova equazione 
di tipo lagrangiano é pertanto 


(4) Coie ib = Qo. 


Alla relazione (d) pud pervenirsi anche per la via che indichiamo qui 
di seguito. 

Si dica dt un elemento racchiudente il punto P al tempo ¢, trasformato 
dell’elemento dt, racchiudente il punto P, al tempo f,, cosi da avere 


de = 1, F 


*dT3 


Ja variazione della massa nell’unita di tempo 
d d ( dP 
(f) Gh (cdt) a= =r s i LF dP, : iro) 


dovra essere eguale alla massa aggiunta nell’unita di tempo 


dP 


(g) ee Pe rise 


- dt, 


eguagliando pertanto la (f) e la (g) si ricava 


a y ae san ae 
Aree 3 ap. See > ap, 


donde segue la (d) c. v. d. 


2. Se il moto del fluido € non vorticoso cioé esiste un potenziale di 
velocita @ per cui 
wv = gradg, 


la (3) prende la forma 


; d 
(3’) 7, + pag +a=0 


dove 
Ag = div grad 9. 


\ 


Se il moto del fluido € vorticoso cioé esiste un vettore w per cul 


v= rotu 
la (3) diventa 
dp 
WF — a= 


In questo caso é da osservarsi che la (c) da 
d I dP 65,4 
eco oy ae 


I oS costante | 
3 dP = c ? 
onde, per la seconda delle (¢), si ricava 


dP 


bape | 


e la (4) diventa 


ie) . WE —- Po A 
Per pe = e. = costante, le (3), (4) diventano 


eodive +a=0 


Quando sia anche 
Oo COStAMLe , 
la (3) puo scriversi 
div v = —do/Qo- 
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e la sua soluzione generale ¢ data da“) 


dove aw @ un vettore arbitrario variabile ed O un punto fisso; in questo 


caso la (4) diventa 


Bee (iz 
presage Eas 


A conclusione di questa Nota facciamo vedere come, con opportune 
posizioni, le nuove equazioni di continuita (3), (4) possono ridursi ai tipi 


primitivi (1), (2). 
Sappiamo ©) che l’equazione differenziale 


(h) diva =a/le 


ammette soluzioni, qualunque sia a/p, pertanto, detto ¢ un suo integrale, 
la (3) puo scriversi 


= +ediv(v +e) = 


e quindi 

L’equazione di continuitd (3) pud riguardarst come una equazione del tipo (1) 
quando la velocitd v si consideri aumentata di una velocita complementare ¢, 
dove © sodisfa la (h). 


Quando si abbia un potenziale di velocita g per cui 
= grado, 
poiché della (/) puo darsi un integrale del tipo 


c= grad), 
cioe puo porsi 
(@) Ab = a/¢ 


la (3') puo scriversi 


= +eA(e+¥)=0, 


cioé: nella solita forma, purche il potenziale di velocita si considert aumentato 
di una quantita p che sodisfa la (1). 


(1) C. Burari-Forti e R. Marco.onco, Trasformazioni lineari, Zanichelli, Bologna, 
1929, cap. III, p. 259, formule (1), (1t’) e p. 261, formule (1), (1’). Nel seguito citeremo 
quest’opera col simbolo A. V. G. I. . 

(2):A. V. G, I, cap. IT, p. 263; \ formule: (1), (2”). 


Poiché esiste sempre un punto Q tale che sia 


(/) I, dP = ¢'o 5) 


Si puo scrivere 


siudBinlay pial} AQresiofdQ AP ured 
ori * fdRynnue haBagPh) wp, oa Ps 


pertanto: 
L'equaxione di continuita (4) pud riguardarsi come una equazione del tipo (2) 
quando in luogo delle P si considerino le posizioni Q, dove Q sodisfa Ia (I). 


Astronomia (Astrofisica). — Osservazioni spettroscopiche della 
stella variabile RS Ophiuchi (Nova Ophiuchi n. 3). Nota® di 
A. CoLaceEvicH, presentata dal Corrisp. G. ABETTI. 


Questa stella venne notata come variabile nel r901 da W. P. Fleming. 
Si é pero potuto ritrovare la stella su lastre fotografiche di Harvard fino 
dal 1888. La stella dal 1888 al 1898 presenta oscillazioni di + 0.3 attorno 
alla 10.5 grandezza. Uno spettrogramma ottenuto nel 1894 la mostra gid 
come stella avente la serie di Balmer nonché altre righe in emissione (). 
Nel 1898 la stella aumento in un mese dalla 10.8 alla 7.7 grandezza per 
ritornare dopo tre mesi allo splendore primitivo. Due spettrogrammi presi con 
lastre normali 15 giorni dopo il massimo mostrano il medesimo_ spettro 
del 1894. C. E. Pickering “ dall’esame dei dati da lui posseduti concluse 
che la stella poteva considerarsi una Nuova (Nova Ophiuchi n. 3). L’esame 
delle grandezze stellari negli anni successivi mostra variazioni irregolari ‘s) e 
uno spettrogramma ottenuto a Monte Wilson “) nel 1923 con lastre normali 
presenta una forte emissione ad Hg ed una debole ad H,; sono presenti 
come deboli emissioni parecchie delle principali righe del ferro ionizzato. II 


(1) Lavoro eseguito nel R. Osservatorio Astrofisico di Arcetri (Firenze). 
(2) Pervenuta all’Accademia il 9 settembre 1933. 

(3) «Harvard College Observatory Annals», 76, p. 30. 

(4) «Harvard College Observatory Circular», 99. 

(5) «Handbuch der Astrophysik», VI, 2, p. 68. 

(6) «Publ. Astron. Soc. of. Pacific. », 39, p. 366. 
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debole spettro d’assorbimento sembrava attorno a G5. Dalle righe di emis- 
sione lo spettro venne classificato Ov pec. Tanto lo spettro che ’andamento 
della curva di luce non presentano precisamente |’andamento caratteristico 
che si ha nelle nuove e percid la stella & stata assegnata alle Novis Similes 
ovvero Novoidi. Questa classificazione @ stata giustificata dal presente mas- 
simo di luce. ; 

Il primo a scoprire la stella nel suo nuovo massimo di luce fu il 
dott. Loreta, variabilista di Bologna“. La stella meno splendente della 7.5 
grandezza il 10 agosto 1933, aumento fino a 4.3 grandezze il di 12, per 
ridiscendere poi alla 6* grandezza il 15 quando venne scoperta pure da 
L. C. Peltier a Delphos (Ohio, U. S. A.). 

Giuntane notizia ad Arcetri si poterono eseguire 5 spettrogrammi della 
variabile col riflettore ad un prisma obiettivo di 6° d’angolo rifrangente tale 
che la dispersione dello spettro da Ha ad Hy € di 10 m/m. Furono usatl 
due tipi di lastre: Blu Cappelli (indicate colla lettera Z) dove gli spettri si 
estendono da 3700 a 5050 A ¢ lastre Agfa-Superpan (indicate colla lettera Y) 
con estensione da 3700 a 6770 A con un minimo nel verde. Le grandezze 
della stella vennero stimate a vista dagli spettrogrammi, servendosi di stelle 
di confronto. Le stime, specialmente sulle lastre Agfa, sono incerte data la 
natura speciale deflo spettro della nuova. Nelle lastre Agfa pancromatiche, 
rapidissime nella regione della H,, questa ¢ unica radiazione che contri- 
buisce, dal verde in la, allo splendore dell’astro. 


Tasetra I. 
Data G. 1. N. Lastra | posa grandezza 
Agosto 24.85 Z 110 30) 7.6 
25.83 Uy NENW 46 8.0 
25.87 ae ls 61 6.0 
27.82 by SO: 45 8.4 
27.87 Ne yi go 6.4 


Gli spettrogrammi di Arcetri mostrano soltanto righe di emissione. Lo 
spettro continuo, se esiste, deve essere molto debole, e la stella senza righe 
di emissione deve avere uno splendore inferiore alla 10* grandezza. 

La figura riproduce la microfotometria della lastra Z 110 ottenuta col 
microfotometro di Moll. Le righe sono indicate in ascisse con un numero 
che trova il suo corrispondente nella prima colonna della tabella seguente. 


(1) «Coelum», agosto 1933. 
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In ordinate sono segnate le intensitd co, 100,56,25,12,0 in una scala 
arbitraria ottenuta col sensitometro “). 


2 SOL lea LO le 25 Sema A 


foe) (ore 

100 100 
56 56 

25 25 

13 12 
fo) 


3 fo OL See KS T2220 3 335 
24 30 

Le intensita delle righe date nella tabella sono stimate a vista sui mi- 
crofotogrammi e sugli spettrogrammi, prendendo come base delle righe il 
debole spettro continuo apparente. L’identificazione delle righe ¢€ stata fatta 
coll’aiuto della tabella di W. H. Wright © e di H. S. Jones). Nella tabella 
i valori entro parentesi sono meno sicuri. 

In queste e nelle analoghe stelle sara interessante, quando si avra rac- 
colto pit materiale, studiare se le caratteristiche dello spettro, nei successivi 
aumenti di splendore, sono pur esse variabili e le relazioni di esso con quelli 
delle nuove tipiche. Di uno studio pit accurato di questi spettrogrammi e 
di altri che si potranno ottenere al riflettore prismatico sara data relazione 
in seguito. 

(1) «Publ. del R. Osserv. di Arcetri», fasc. 51. 


(2) «Lick Obs. Publ.», XIV, p. 78. 
(3) «Cape Obs. Annals», X, part. 9. 


TaseLta II. 
Identificazione 
N.] A oss Intensita ND @ alee 
r | Elem. 
Ci, Ours ) 3771 At 
2] 3800 I 3798 HO 
3] 3838 2 3835 H 
4| 3864 e) 3869 Neb 
5 3890 10 3889 HG 
6] 3905 ) = _ 
I SORS I 3926 He II 
8 3970 12 3970 He 
9} 3990 0 3996 N I 
10| 4024 2 4026 He I, He II 
II 4065 2 4071 Neb (O Il) 
12 4101 40 4102 ee 
13 4122 (@) 411g i IV 
4121 He I Pit probabile Fe II, quindi He I. 
4123 Be wil 
14] 4147 3 an 4146 a i | 
ae CET ooo foe, { Probabilmente Fe Il 
6 4230 3 } ee is e Probabilmente Fe II 
17 4285 fe) | 4287 (Fe II) | 
18} 4339 80 4340 Hy 
19] 4381 ya 4378 N Il 
4385 Feil Forse Fe II 
4388 Fem 
20 4437 fe) 4444 N II 
21 4467 20 4471 lake ll 
DEAS SOS \ 4508 Fe II 
J 
3 Ax | 10 } eee He i , Probabilmente tutto appartiene 
24 4523 \ 4520 Re i | alla banda Fe II. 
f ayes Fe if Diminuisce di intensita nell’inter- 
> yee | BP feck a bi | vallo d’osservazione. 
27 1624 4620 = | Banda molto intensa, le componenti 
4629 Fe II si separano difficilmente e non 
23:/ 4640) = | 50 4641 N Il si possono misurare le singole 
2 4665 | 4658 Neb | intensita. Aumenta di intensita 
a 4676 | 4686 He II nell’intervallo d’osservazione. 
ai 4706 30 4713 He I 
32} 4815 2 4813 (Reid 
33| 4861 100 4861 H®6 
34} 4922 12 4923 . II | 
35 5013 10 5007 eb Lp; . 
5018 Fe Il Diffusa, molto probabilmente Fe II. 
36| 5884 30 5876 He I 4 
0703170 10 6369 Neb Molto diffusa. 
38| 6464 10 6479 N Il 
39 6564 (200) 6563 Ha 
40| 6684 50 6678 He I 


Sa 
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Chimica. — Studio sulle ossichinoline — Iododerivati della o—ossi- 
chinolina®’. Nota1® di F. Prrrone e A. CHERUBINO, presentata 
dal Socio N. Parravano. 


Le ricerche sino ad oggi condotte da vari Autori per preparare un de- 
rivato monoiodurato della o-ossichinolina, non avevano permesso di otte- 
nere questo composto, per quanto Ja teoria facesse prevedere due isomeri: 
cis e trans per la posizione dell’ossidrile e dell’atomo di iodio per ciascuno dei 


Le IL 
DA ao 
\y Ne Wf NG 

HO ee 


(1) (II) 


tre monoiododerivati nel nucleo benzenico e dei tre monoiodo sostituiti nel 
nucleo piridico (I e Il: esempi della steroisomeria nell’a-iodo—o-ossichino- 
lina), per non tenere conto delle possibilita date dalle isomerie strutturali 
dovute alle posizioni dei doppi legami nella molecola, supposte per i derivati 
monosostituiti della piridina da A. Kirpal e V. Bohm %) (formule II e IV) 


7X oP 
aaa) | 
hs ys 
(111) (IV) 


e che potrebbero fornire nel caso della o-ossichinolina gia tre isomeri di 
questa (formule: V, VI, VID: 


ae wo 24 
| 
Wa \, N/ a 


(V) (VI) (VII) 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Farmaceutica della R. Universita di Pisa. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 28 settembre 1933. 
(3) A. Kirpat e W. Boum, « Ber.», 65, 680 (1932). 
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per cui i possibili isomeri di un derivato monosostituito nella o-ossichino- 
lina diverrebbero sei per ciascuna delle sei posizioni: meta, para, ana, del 
nucleo benzenico e alfa, beta, gamma, del nucleo piridico. 

I derivati monoclorurati e monobromurati della o-ossichinolina sono 
stati da lungo tempo preparati: la a-cloro-o-ossichinolina da A. Hebebrand “? 
fondente a 130° e la a-bromo-o-ossichinolina da A. Claus e H. Howitz @ 
fondente a 124°, mentre per il derivato iodurato corrispondente le esperienze 
eseguite da A. Claus G) e da F. Passek “) non ebbero l’esito atteso. Solo recen- 
temente, K. Natsumura‘), @ riuscito ad ottenere un composto che ritenne 
essere la a-iodo—o-ossichinolina, senza riuscire tuttavia a stabilire le condi- 
zioni di preparazione del solo derivato monoiodurato. 

Claus operando su soluzione cloridrica della o—ossichinolina con iodio, 
a temperatura ambiente, e Passek facendo agire su una soluzione salicilica 
(0 cloridrica) del salicilato (0 cloridrato) della o-ossichinolina una soluzione 
di ioduro e iodato potassico a 100°, sempre in quantita equimolecolari di 
o-ossichinolina e.di iodio, non ottennero che un derivato diiodurato fondente 
a 200-215° secondo Claus e a 200-250° secondo Passek, che si presenta 
sotto forma di una polvere microcristallina giallo—verdastra. 

K. Natsumura trattando a temperatura ambiente in soluzione acquosa il 
sale sodico della o-ossichinolina con una soluzione acquosa di iodio e ioduro 
_potassico riusciva ad ottenere una mescolanza di due prodotti; uno mono- 
iodurato: l’anaiodo—o-ossichinolina in prismi incolori, dall’alcool etilico, fon- 
dente a 127-128°, e uno diiodurato: ?’a—m-diiodo-o-ossichinolina in aghi 
gialli, dall’acido acetico glaciale che fondono a 210° dopo aver emessi va- 
pori violetti a 195°. Per quanto variasse le condizioni sperimentali: tempe- 
ratura e concentrazione, il Natsumura non é mai riuscito ad ottenere il solo 
derivato monoiodurato dalla o-ossichinolina. 

Nelle condizioni descritte nella parte sperimentale “ facendo agire una 
soluzione alcoolica di iodio su una soluzione alcoolica di o-ossichinolina, te- 
nuta all’ebollizione, siamo riusciti ad ottenere aggiungendo a due molecole 
di o-ossichinolina, una molecola di iodio, due derivati monoiodurati: uno 
fondente a 124°-126° se idrato, e a 114°-116° se anidro, in aghi di colore 
verde intenso (dall’alcool), solubile in acqua-alcool (1:1), acetone, benzolo, 
cloroformio e poco in etere ed uno fondente a 174°-175° con decomposi- 
zione, in aghi sottili giallo bruni (dal benzolo), solubile in cloroformio e poco 
in alcool e etere, che per analogia con i derivati monosostituiti degli alo- 
geni e i sali degli idracidi alogenici della o-ossichinolina, riteniamo siano 


(1) A. HeBEBRAND, « Ber.», 21, 2977 (1888). 

(2) A. Claus e H. Howirz, «J. pr. Chem.» (2), 44, 433 (1892). 

(3) A. CLaus, Ger. Pat. 1662; D.R.P. 78.880 (1894); « Centralbl. », 64, I, 575 (1895). 
(4) F. Passex, D. R. P.. 411.050 Kl. 12 (1925); «Centralbl.», 96, I, 2412 (1925). 
(5) K. Narsumura, « Journ. of the Amer. Chem. Soc. », 49, 810 (1927). 

(6) La Nota completa sara pubblicata nella « Gazzetta Chimica Italiana». 


i 
Sh 


rispettivamente l’a~iodo o-ossichinolina (VIII) e Viodidrato della o-ossichi- 
nolina (1X) formatisi secondo lequazione: 


ae \ CIN Vea 


af fonts wf] fap 

LSA Ware, y 

ve ne Le ¥ Le pie a 
(VID) (IX) : 


Facendo invece reagire una molecola di o—ossichinolina con una mo- 
lecola di iodio, sempre in soluzione alcoolica ed all’ebollizione, ottenevamo, 
esclusivamente, un derivato diiodurato, fondente a 185°, in aghi gialli lieve- 
mente brunastri (dal benzolo, al quale impartiscono una lieve colorazione 
verde). 

I prodotti iodurati ottenuti danno con una goccia di una soluzione alcoo- 
lica e diluitissima di cloruro ferrico una bella ed intensa colorazione azzurra 
verdastra. 

L’a-iodo-o-ossichinolina, particolarmente studiata, ha dato: 

il derivato N-iodometilato, in aghi bruni a splendore metallico (dal- 
Yalcool) fondenti a 136°-137°, 

il cloridrato, in sottili aghi gialli (dall’alcool) fondenti a 206°-208°, 
con decomposizione, 

il picrato in aghi giallo- oro molto sottili (dall’alcool), fondenti a 
162°-163°, 

il solfato in cristalli minutissimi di colore verde cupo (dall’alcool), 
fondenti a 208°-209°. 

il sale complesso di rame in lamine di color giallo chiaro (dal benzolo), 

il sale complesso di nichel, in lamine giallo verdognole (dal benzolo). 


Fisiologia. — Contributo allo studio delle localizxaziont cere- 
bellari col metodo delle degenerazioni transneuroniche“?. Nota di 
G. Moruzzi, presentata dal Corrisp. M. Camis. 


Im una Nota precedente) ho dimostrato che alterazioni cellulari, in 
tutto simili a quelle descritte da Sherrington col nome di degenerazioni 
transneuroniche e da me confermate in cellule delle radici anteriori, si pos- 
sono accertare anche nelle cellule di Purkinje del cervelletto di cane dopo 
interruzione delle vie: spino-cerebellari. 

Se la degenerazione transneuronica ¢ l’espressione di un fatto negativo 
(soppresso afflusso di stimoli), essa pud avere anche un valore positivo in- 
dicandoci dove erano diretti, prevalentemente almeno, gli stimoli che sono 
stati sperimentalmente bloccati; se poi di detti stimoli ¢ ben noto (da pre- 
cedenti studi odologici) il centro d’origine, ecco risultarne la possibilita di 
uno studio delle connessioni funzionali fra i vari centri nervosi. 

Nel caso nostro speciale la sezione mediotoracica delle vie spino cere- 
bellari, ha interrotto l’afHusso di stimoli provenienti dall’area propriocettiva 
muscolo-tendinea degli arti posteriori; uno studio metodico dei vari lobi 
cerebellari ci permettera di individuare la zona di proiezione cerebellare del- 
area in questione e coll’aiuto dei dati dell’odologia e della sinaptologia ci 
sara dato di ricostruire con un certo grado di probabilita le connessioni della 
corteccia colla periferia recettiva. 

Espongo qui sinteticamente i risultati, riserbandomi di pubblicare sta- 
tistiche complete quando avrO un numero di dati maggiori dell’ attuale. Av- 
verto che quando non é altrimenti espressamente indicato, ho adottato nel- 
esposizione la nomenclatura di Ingvar: 

1° Nella parte vermiana del lobus anterior (Oberwurm di Hayashi), 
nel lobulus simplex, nel lobulus medianus posterior, ho trovato abbondanti 
degenerazioni (dal 20 al 50 °/, circa del numero totale delle cellule), senza 
una particolare preminenza nell’un lobo e lobulo rispetto all’altro; 

2° Scarsa (al disotto del 20 °/,) la percentuale delle alterazioni nel 
lobulus medius medianus e nello Zwischenstiick di Hayashi (appartenente 
alla parte emisferica del lobus anterior e del lobulus simplex); 

3° Notevole la percentuale di cellule alterate nel crus II°, scarsissima 
quella del crus Ie. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Fisiologia della R. Universita di Parma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 24 agosto 1933. 

(3) Intorno alla esistenza delle degenerazivni transneuroniche. Questi « Rendiconti», 
vol. XVIII, fasc. 5-6, p. 249-253. 


La discussione di questi risultati ¢ troppo intimamente connessa al pro- 
blema delle localizzazioni cerebellari per poter essere trattata in breve: mi 
limito quindi per ora a delinearne le conseguenze principali. 

1. La presenza di abbondanti alterazioni nel lobus anterior, nel lobulus 
simplex, nel lobulus medianus posterior non ci stupisce; @ in queste aree 
paleocerebellari che si trova la zona di proiezione diretta delle vie spino- 
cerebellari (pars somatica di Ariéns Kappers), ed ¢ naturale che le cellule 
del Purkinje che ricevono quivi gli impulsi direttamente da quelle attraverso 
le fibre rampicanti (se si accetta l’ipotesi di Winkler), siano abbondantemente 
degenerate. 

Importante € la relativamente uniforme distribuzione delle degenera- 
zioni nei vari lobi e lobuli paleocerebellari costituenti la pars somatica ; poiche 
nelle mie esperienze solo gli arti posteriori erano interessati, ne consegue 
che non esiste un’area di distribuzione degli impulsi propriocettivi dell’arto 
anteriore separata da quella degli impulsi propriocettivi dell’arto posteriore, 
principio questo che si puo con verosimiglianza estendere anche a gruppi 
muscolari tra loro segmentalmente e funzionalmente pid vicini. 

Questo fatto era gid stato visto in parte con metodi odologici (specie 
il Marchi) e si era parlato di un ricoprirsi (« overlapping ») delle varie aree 
propriocettive somatiche, ma aveva trovato delle limitazioni in quasi tutti 
gli autori nel senso di una terminazione preferenziale in certi lobi piuttosto 
che in altri; cosi per Horsley e McNalty “ le fibre provenienti dal midojlo 
cervicale terminano prevalentemente nel lobus anterior, per Ingvar @) le fibre 
ad origine pil craniale terminano specialmente davanti, quelle ad origine 
piu caudale specialmente dietro al sulcus primarius ecc. Probabilmente agli 
effetti delle connessioni funzionali vie associative livellano l’inomogeneita 
delle connessioni anatomiche dirette; questo almeno bisogna ammettere per 
spiegare la relativa uniformita della distribuzione delle degenerazioni transneu- 
roniche, e quindi degli stimoli propriocettivi, nel paleo cerebellum. 

Comunque il dato di fatto resta e mi sembra che si accordi bene colla 
possibilita recentemente (1931) avanzata da Van Rijnberk), che la pars so- 
Matica cioe, sia il centro dei « prinzipalbewegungen » di Munk; é naturale 
infatti che per questi movimenti, che si manifestano in atti fisiologici istin- 
tivi oO quasi, quali la corsa, il nuoto ecc., e che involgono contemporanea- 
mente gran parte delle masse muscolari scheletriche, non si abbia una ter- 
minazione localizzata e circoscritta degli stimoli propriocettivi. 

In complesso da questo punto di vista le degenerazioni transneuroniche 
confermano e completano nozioni che erano gia note per opera dell’odologia. 


(1) S. McNattry and V. Horstey, On the cervical spinobulbar and spinocerebellar 
tracts. « Brain», XXXII, pp. 237-255, 1909. 
(2) S. INGvar, Zur Phylo und Ontogenese des Kleinhirns. « Folia Neurobiol. », XI, 


pp. 205-495, 1918. 
(3) G. van RijnperK, Das Kleinhirn, « Erg. Physiol.», XXXI, pp. 592-843, 1931. 
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2. Riguardo al lobulus medius medianus, allo Zwischenstiick di Hayashi, 
al crus IIe, la presenza in essi di degenerazioni rappresenta un fatto nuovo. 

V’é completa concordanza infatti degli autori nel negare la termina- 
zione in questi lobuli, e particolarmente in quelli appartenenti agli emisferi, 
di vie spino-cerebellari; d’altra parte noi siamo qui nel neocerebellum, nel- 
area di proiezione classica delle vie pallio-ponto—cerebellari, come non me- 
ravigliarsi di una siffatta connessione con un sistema cos! tipicamente paleo- 
filetico, qual’é lo spino cerebellare ¢ 

In realta la netta divisione che la filogenesi traccia tra le varie parti 
del neurasse ed in specie del cervelletto e che ha dominato nei primi anni 
di questo secolo ¢ andata attenuandosi in questi ultimi tempi specialmente 
per opera di Winkler“); vie associative sono state descritte dal Makoto 
Saito ©) fra paleocerebellum e neocerebellum, l’odologia pero essendo sempre 
impotente a dimostrarcene il significato funzionale. 

Ora la presenza di degenerazioni transneuroniche nel neo cerebellum 
ci obbliga a postulare l’esistenza di neuroni di associazione che uniscono 
la zona di proiezione diretta delle vie spino cerebellari (pars somatica) con 
altre zone di proiezione indiretta; essi sono probabilmente rappresentati 
dalle cellule del Golgi, specie del 1° tipo, che ho trovato pit volte alterate 
nel paleocerebellum. 

3. Il crus II fortemente alterato e il crus 1° illeso, e questo in animali 
in cui solo le vie propriocettive degli arti posteriori erano state bloccate, 
ecco un’ulteriore conferma, ottenuta per via completamente diversa da quelle 
usate dagli autori precedenti, dei rapporti ormai ben dimostrati del crus 1° 
cogli arti anteriori e del crus IJ° cogli arti posteriori. 

Il fatto poi della pressoche completa normalita del crus 1° € una prova 
che ad esso arrivano scarsi o punti stimoli dagli arti posteriori e che quindi 
esiste una connessione funzionale localizzata del neo-cerebellum colle aree 
recettorie muscolo—tendinee delle varie parti del corpo. 

Questo fatto, che é in perfetto contrasto colla distribuzione diffusa degli 
impulsi spino-cerebellari al paleocerebellum, s’accorda assai bene con quanti 
(van Rijnberk) considerano il neo-cerebellum quale centro del cinetotono 
pei movimenti intenzionali, fini e localizzati. 


(1) C. Winger, A case of olivo-pontine cerebellar atrophy and our conceptions of Neo- 
and Palaeocerebellum. «Schweiz. Arch. Neur.», XIII, pp. 685-702, 1923. 

(2) Satro, Maxoro, Experimentelle Untersuchungen iiber die inneren Verbindungen der 
Kleinhirnrinde. « Arb. neur. Inst. Wien», XIII, pp. 74-106, 1922. 


Fisiologia (Chimica fisiologica). — Sul fattore antineuritico 
(B‘) e sul concetto di « quoziente beri-berico » (Q;). Nota™ di 
G. AMANTEA, presentata dal Corrisp. S. BaGLiont. 


Nella presente Nota, e in altre che seguiranno, ci proponiamo di ri- 
tornare a un argomento, da noi stessi gid trattato anche altrove, riferendo 
ricerche personali, che, iniziate fin dal 1922), sono state proseguite senza 
interruzione, e colla collaborazione pure di allievi, fino ad oggi “, 

I] ritorno resta appunto giustificato dalla possibilita, che ora abbiamo, 
di utilizzare i dati forniti da una pit larga esperienza, nonché di esporre, 
ordinare e discutere i fatti con criteri pit sicuri, estendendoli, col corredo 
- quando occorresse - di ampia documentazione. 

Conviene ricordare, che nostro programma iniziale era stato quello di 
eseguire una minuta analisi del beri-beri sperimentale del colombo, con 
metodo rigoroso e senza trascurare i dati gia bene acquisiti circa il pro- 
blema generale della nutrizione, mirando a formarci fondate convinzioni al 
riguardo. 

Per metterci in condizioni di uniformita di tecnica, da noi considerata ne- 
cessita essenziale in questo genere di ricerche, abbiamo sperimentato sempre 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 25 settembre 1933. 

(3) G. Amantea, Ricerche sperimentali sul cosidetto beri—beri dei colombi. « Rivista di 
Biologia», vol. IV, fasc. VI, 1922. 

(4) G. Amanrea, Sul valore fisiologico del fattore B. «1 Problemi della Nutrizione », 
anno I, 1924; Ip., Ulteriore contributo alla conoscenza dell’azione del fattore B. « Boll. d. 
Soc. ital. di Biol. sper.», vol. I, fasc. 3, 1926; Ip., Beri—beri sperimentale e funzioni sessuali 
nel colombo. Ibidem, vol. I, fasc. 4, 1926; Ib., Avitaminosi e inanizione. Ibidem, vol. I, 
fasc. 5, 1926; Ip., Sull’azione del fattore B nei suoi rapporti coll’inanizione. Ibidem, vol. I. 
fasc. 2, 1927; G. ZanGul, Sul quoziente beri-berico e sulla riserva in fattore B nei colombi 
normali. Ibidem, vol. II, fasc. 2. 1927; G. AManrEa, Sull’assenza di fenoment convulsivi nel 
beri-beri sperimentale del colombo. Ibidem, vol. Il, fasc. 7, 1928; G. AMANTEA e V. Fa- 
MIANI, Sulla possibilita di ottenere fenomeni beri—berici durevoli da privazione del fattore B nel 
colombo. « Rendic. d. R. Accad. Naz. dei Lincei». vol. XIV, ser. 6%, 2° sem., fasc. 5-6, 
1931; V. FamIAnt, Sul quoziente beri-berico (Q») nell’alimentazione con riso brillato e grano 
autoclavato. Ibidem, vol. XIV, ser. 67, 2° sem., fasc. 5-6, 1931; G. AMANTEa e V. FaMIaNt, 
Ancora sulla possibilita di ottenere fenomeni beri—berici durevoli da privazione del fattore B. 
Ibidem, vol. XVI, ser. 6*, 2° sem., fasc. 7-8, 1932; G. AMANTEA, Sull’azione e sul dosaggio 
del fattore antineuritico. « Atti d. Soc. ital. per il Progresso delle Scienze ». Riunione di 
Roma, 1932; A. BaGLioni, Sul comportamento e destino del fattore antineuritico (B*) nel 
colombo, «Boll. d. Soc. ital. d. Biol. sper. », vol. VIII, fasc., 1933; Ip., Il beri-beri speri- 
mentale in rapporto colla qualita dell’ alimento elaborato, « Il problema Alimentare », anno III, 
fasc. I, 1933. 
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sull’animale di scelta, il colombo, e abbiamo somministrato agli animali, 
sempre per imbeccamento, lo stesso vitto privo di fattore B* (riso brillato 
e lavato), proporzionandone la quantita in modo da non danneggiare con incon- 
erui eccessi; tenendo esatto conto sia della dose giornaliera somministrata 
che della parte eventualmente rigettata col vomito ; seguendo le variazioni del 
peso corporeo, della temperatura cloacale, della temperatura ambiente, e in- 
fine sorvegliando la comparsa e l’evoluzione dei veri e propri fenomeni beri- 
berici, come pure di qualsiasi altro possibile disturbo, connesso o non col 
medesimi. 

Rilevammo subito tutta ’importanza, che avrebbe avuto la esclusione 
del fattore individuale in esperienze comparative, e proponemmo di adottare 
a tale scopo il criterio, da noi poi sempre seguito, di curare e salvare oli 
animali, non appena accertati i primi fenomeni beri—berici netti, e di impie- 
gare gli stessi per nuove osservazioni. Siccome ci era risultata anche assai 
comoda e pratica la divisione dell’intero periodo di esperimento in tre fasi: 
la prima, dal principio al vomito; la seconda, da questo ai primi sintomi beri— 
berici, e la terza dai medesimi alla morte, sostenemmo precisamente i] van- 
taggio di assumere |’inizio della terza fase come limite conveniente terminale 
delle esperienze implicanti comparazioni. 

Fino dalle osservazioni preliminari di orientamento abbiamo inoltre con- 
siderato indispensabile, e a pit riprese poi raccomandato di usare i] massimo 
scrupolo nell’equa valutazione dei risultati, sforzandosi a ben separare quello 
che in realti dipende dalla causa fondamentale beri—berica (deficienza del fat- 
tore Bt), da quello che invece va riferito a cause diverse subordinate, 0 co- 
munque complicanti e in gara colla principale, quali specialmente le autoin- 
tossicazioni di origine digestiva (frequenti nella terza fase, e decorrenti con 
fenomeni a tipo depressivo), e la stessa iponutrizione, che si verifica durante 
la seconda e terza fase, come conseguenza del vomito o del rifiuto del cibo. 

Seguendo i criteri sopraccennati, e imponendoci un metodo il pit pos- 
sibile uniiorme e scrupoloso, crediamo di non avere fatto altro, che scegliere 
e adottare le condizioni, richieste dall’ indole stessa delle indagini da eseguire. 
Molti altri sperimentatori, che poco si sono preoccupati dei vari dettagli sem- 
plici di tecnica, sui quali ancora insistiamo, o li hanno trascurati, sono caduti e 
continuano a cadere nel grave errore di istituire incoscientemente confronti 
spesso inadeguati, formulando conclusioni, che vanno per lo meno accolte 
colla massima riserva. 

Nel caso nostro invece, eseguendo le ricerche con tecnica sempre eguale,; 
istituendo confronti razionali e giustificati, coll’esclusione anche del fattore 
individuale tutte le volte che fosse necessario; sorvegliando colla massima 
attenzione ciascun animale, e cercando sempre di sceverare i fenomeni pri- 
mari, direttamente connessi colla causa fondamentale, da quelli eventuali 
complicanti, si ¢ potuto raggiungere, con soddisfazione e con fiducia nei risul- 
tati, il proposito iniziale. 


Senza mai rinunziare a questo indirizzo personale di rigore, e sulla 
guida esclusiva dei fatti a mano a mano accertati, ci é stato possibile pa- 
zientemente rivedere e confermare diversi dati importanti, gid sostenuti da 
precedenti ricercatori, taluni altri rettificandone, e nuovi altri infine aggiun- 
gendone. 

Sicche per tutto un gruppo di quistioni, relative al beri-beri sperimen- 
tale del colombo, siamo in grado oggi di riaffermare la fondata convinzione, 
che oramai ci deriva dalle prime come dalle ulteriori esperienze, e ben vo- 
lentieri cogliamo l’occasione, che qui ci si offre, per formulare in modo 
ordinato, preciso, e corrispondente alle nostre attuali vedute al riguardo, i 
principali punti, che ci preme di fissare: cosi, non solo richiameremo ancora 
la attenzione sui problemi, che pil ci hanno interessato, ma dovremo altresi 
seenalare implicitamente tutti i dati, che consideriamo indispensabili a com- 
prendere, in qual modo i risultati ci hanno per via logica guidato verso 
il concetto di « quoziente beri-berico », cui appunto ci proponiamo di dare 
un particolare sviluppo in Note successive. 

Ed ecco quanto precisamente desideriamo fare rimarcare, consideran- 
dolo bene riveduto o bene accertato dalle nostre ricerche, allo stato attuale: 

I. - Il fattore antineuritico (B), studiato sul colombo, risulta senza 
dubbio indispensabile, esogeno, e destinato a partecipare ai processi metabolict 
- sicuramente a quelli catabolici, probabilmente anche a quelli anabolici -, 
subendo una quotidiana necessaria usura, o riduzione, 0 comunque scompa- 
rendo come sostanza ad azione (diretta o indiretta) antiberiberica. 

[I]. — In quanto é fattore indispensabile, l’animale deve sempre disporne 
in misura sufficiente; in quanto & esogeno, |’animale, che non pud elabo- 
rarlo, deve sempre provvedersene assumendolo con gli alimenti; in quanto 
va incontro a inevitabile usura durante il metabolismo quotidiano, l’animale 
cogli alimenti deve sempre assumerlo in dose appropriata, perchée possano 
rimanere assicurate normali condizioni di equilibrio. Ma, durante la vita e 
alimentazione libera, il colombo cogli alimenti misti ordinari ne assume, non 
solo quanto basta a coprirne l’usura giornaliera, si bene anche quanto serve 
4 costituirne e mantenerne una riserva, che resta limitata da condizioni in- 
terne da precisare, cosicché non pud oltrepassare un determinato limite mas- 
simo, fisso per ciascun animale, e solo lievemente variabile da un animale 
all’altro: essa vale a offrire temporanea protezione contro gli effetti di even- 
tuali diete disadatte (troppo povere o affatto prive del fattore Br). 

Ill. - Se le condizioni di deficienza alimentare si protraggono oltre il 
limite tollerabile, allora pure Vusura della quota di riserva protettiva di 
fattore B' si riduce progressivamente fino a un dato grado minimo (grado 
dello squilibrio), e animale resta esposto ai noti disturbi beri-berici, che, se 
non si interviéne in tempo con adatti e sufficienti mezzi curativi specifici, 
in ogni caso sono seguiti da morte. 


(1) G. AmanTEA, loc. cit. 
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IV. — Di regola, dall’inizio dello squilibrio, se Vanimale ¢ libero di 
assumere l’alimento deficiente a volonta, si difende rifiutandolo; se invece 
Valimento stesso gli si somministra per imbeccamento, si difende rigettan- 
done col vomito una parte pit o meno rilevante. 

V. — Precisamente in questo secondo caso, quando cioé si dinno’ agli 
animali per imbeccamento quantita giornaliere sufficienti e uniformi dell’ali- 
mento deficiente, per es. 30 gr. di riso brillato e lavato, come nella condi- 
zione da noi adottata, |’esperienza presenta il decorso caratteristico, che 
dividiamo in tre fasi: la prima — dallinizio al vomito - coincide col pe- 
tiodo, in cui é ancora possibile l’elaborazione completa dell’alimento, e pud 
dirsi pure fase della resistenza; 1a seconda — dal vomito ai primi disturbi 
beri-berici —, coincide coll’incipiente e crescente squilibrio interno vitami- 
nico (pel f. B'), & caratterizzata dal vomito, e percid pud dirsi anche fase 
della difesa; la terza — dai primi disturbi alla morte - coincide collo squi- 
librio grave, e pud dirsi fase terminale o della morte. 

VI. — La liquidazione della quota di riserva protettiva di fattore B* du- 
rante lalimentazione deficiente dél colombo non avviene per eliminazione e 
perdita della sostanza attraverso l’emuntorio renale o intestinale: i risultati 
di esperienze risolutive al riguardo ci autorizzano ad escluderlo ©. Conviene 
piuttosto ammettere una necessaria partecipaxione del fattore Bt a processi del 
metabolismo intermediario - che restano da identificare —, per cui esso scompare 
come sostanza antineuritica: verso questa possibilita ci avevano gia orientato 
le nostre prime ricerche 4), e sempre pil de csaineale ci hanno mantenuto. 
orientati tutte le successive. 

VII. - Abbiamo inoltre dimostrato e sostenuto, che l’usura o 1 impegno 
del fattore B* non avviene solo quando lanimale metabolizza i matertali assunti. 
come alimenti, ma anche quando metabolizza quelli nutritivi dei propri depositi , 
che @ costretto ad attaccare durante la seconda e terza fase (perché del cibo 
col vomito rigetta di solito una parte, che gli sarebbe necessaria), o durante 
- il digiuno completo, cui sia sottoposto. 

VIII. — Per cid che concerne il rapporto colla natura chimica delle 
sostanze metabolizzate, abbiamo motivi per asserire, che il fenomeno si verifica 
tanto nel metabolismo di glicidi, che in quello di protidi e anche di lipidi, ma 
in grado diverso: infatti, a parita di condizioni, l’entita dell’usura ci ¢€ risul- 
tata decrescente, passando dai glicidi ai protidi, e pi da questi ai lipidi ‘). 

IX. - Rimane da accertare il preciso e reale motivo, per cui l’inevi- 
tabile e continuo impegno del fattore B* durante i processi metabolici di- 
viene causa del crescente squilibrio, che culmina nel quadro beri-berico, Un 


(1) G: AMANTEA, loc. cit. 
(2) A. BaGLiont, loc. cit. 
(3) G. AMANTEA, loc. cit. 
(4) G. AMANTEA, loc. cit. 
(5) A. BaGuiont, loc. cit. 


fatto comunque noi ammettiamo e va intanto fissato, quello ciot, che della 
causa fondamentale lesiva risente innanzi tullo e in modo specifico il sistema 
nervoso. 

X. - Risentono senza dubbio in modo specifico particolarmente /e fibre 
neryee; ma non vanno trascurate nelle indagini ulteriori anche le cellule, e 
va sempre tenuto presente, accanto al sistema nervoso cerebro-spinale, pure 
il simpatico e parasimpatico. 

XI. - Nel quadro dei sintomi da deficienza del fattore Bt bisogna sempre 
tenere ben distinti quelli primari 0 direttamente connessi cogli effetti della causa 
lesiva fondamentale, da quelli secondari o solo indirettamente connessi cot me- 
desimi. Per cid consideriamo primari tutti quelli, che si possono interpretare 
come conseguenza immediata delle lesioni nervee specifiche, e secondari tutti 
eli altri. 

XIL. - I sintomi primari di regola si presentano come parest o paralisi 
motorie o sensoriali, con la possibile associazione anche di turbe secretorie. 
Quelli secondari possono assumere forme molteplici e svariate; e tali infatti 
sono per noi, ad es., il vomilo, i fenomeni depressivi da autointossicaxione di- 
gestiva, la stessa diminuzione del peso corporeo ecc. 

XIII. - Questultima, propria della 2* e 3* fase, esprime solo l’iponu- 
trizione, dovuta al vomito o rifiuto dell’alimento, o comunque alla sua in- 
sufficiente elaborazione, e non é da riferire ad azione diretta del fattore B* sul 
decorso del metabolismo: lo attesta il caso non raro, da noi segnalato, di 
colombi, che possono arrivare ai disturbi beri-berici senza diminuire di 
peso“). In ogni modo l’iponutrizione diviene a sua volta e da sola spesso 
causa evidente di molti fatti, che erroneamente si sogliono riferire alla causa 
principale beri—berica, come ad es. & avvenuto per le discusse alterazioni delle 
funzioni sessuali ©). 

XIV. — Risulta escluso dalle nostre osservazioni, che nel beri—beri spe- 
rimentale del colombo possano aversi veri e propri fenomeni convulsivi, 
quale diretta conseguenza della mancata o deficiente azione del fattore Bt). 

XV. — Le lesioni nervee da deficienza del fattore Bt, curabili e rever- 
sibili all’inizio, divengono resistenti ai mezzi curativi, quando la condizione 
lesiva specifica persiste o si prolunga oltre un dato limite: per ciO un’adatta 
tecnica permette di ottenere a volonta disturbi beri—berici durevoli, la cui 
guarigione esige poi il tempo notoriamente necessario per la rigenerazione 
di fibre nervee degenerate “. 

XVL — La durata della sindrome complessiva — dal principio dell’esperienza 
alla morte - dipende sopratutto dall’entitd della riserva iniziale di fattore B' 
disponibile, ma anche dalla possibile presenza di tracce di fattore B' nel- 


(1) G. AmanTEA, loc. cit. 
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Valimento, per deficiente che sia, dalla quantita giornaliera di alimento effet- 
tivamente elaborato, e dalle frequenti complicazioni tossiche digestive, nonche 
dal loro grado: se la riserva iniziale di f. Bt & pit alta, ovvero se di esso 
tracce sono presenti nell’alimento deficiente, 0 se maggiore € la quantita 
quotidiana di alimento effettivamente elaborato, o se infine le complicazioni 
tossiche mancano, la durata della sindrome & pil lunga, e viceversa. Alle 
medesime cause, escludendo i fenomeni di intossicazione digestiva, rimane 
subordinata pure la durata della prima e della seconda fase “). 

XVII. — Le molteplici possibilita di variazioni, che da cid derivano, 
gia da sole dimostrano quanto fallace debba necessariamente essere il comune 
metodo comparativo, col quale si istituiscono confronti fra animali diversi, 
limitandosi a tenere presente appunto la semplice durata della sindrome com- 
pleta; ma ad esse bisogna aggiungere ancora tutto quel che puo spettare a 
differenze individuali, che non restano cosi considerate. Secondo noi, limzio 
della terza fase, netlamente segnato dalla comparsa di sintomi primari, i quali, 
mentre coincidono col principio dello squilibrio grave, valgono pure a permetlere 
una sicura diagnosi, pud bene essere assunto come giustificato limite di chiusura 
per esperienze, che implichino comparazioni, col grande vantaggio di poter curare 
e salvare l’animale, e ulilizzarlo per nuove osservazioni, eliminando le cause di 
errore, connesse con differenze individuali ©). 

XVIII. - Ma per raggiungere ancora una maggiore esattezza nei con- 
fronti, oltre ad impiegare sempre la medesima qualita di alimento deficiente, 
é necessario assicurarsi l'uniformita, oltre che del suddetto punto di arrivo, anche 
di quello di partenza, cioé occorre essere sicuri di partire sempre da condixioni 
di eguale riserva iniziale di fattore B®), E poicht, come si ¢ detto, tale riserva 
non pud oltrepassare un determinato limite massimo, costante per ciascun 
animale —a paritd di altre condizioni - e solo leggermente variabile da ani- 
male ad animale, praticamente conviene preferire questo limite massimo, pit sicuro. 
Si ottiene lo scopo, preparando prima di ciascuna esperienza |’animale con 
generose somministrazioni di lievito di birra attivo, in aggiunta al normale 
alimento ordinario: ci risulta adatta la dose di 2 gr. al giorno, pei quattro 
giorni, che immediatamente precedono l’esperienza. 

XIX. - Da confronti pil volte ripetuti — sempre sugli stessi animali 
adulti normali, sempre partendo dalle suddette condizioni di carica o riserva 
massima di fattore Bt, e sempre somministrando il medesimo riso brillato 
e lavato - ci é risultato, che i primi disturli beri-berici di regola cost non 
si manifestano mai prima, che l'animale abbia consumato, del riso e dei materiali 
nutritivi disponibili dei propri depositi, almeno una quantita complessiva corrispon- 


(1) G. Amanrea, loc. cit. 
(2) G. AMANTEA, loc. cit. 
(3) G. Amantea, loc. cit. 


dente in media al 70°, del peso corporeo inixiale, e cid indipendentemente dalla 
dose quotidiana di riso somministrato “), 

XX. - Indicando con P il peso iniziale dell’animale, e con C il con- 
sumo complessivo (rappresentato dal peso del riso effettivamente elaborato 
- con esclusione cioé della parte vomitata -, sommato al peso corporeo 


G : : 
perduto), si ha nel rapporto—> un valore, che abbiamo designato come quo- 


PB 
xtente beri-berico 0 quoxiente pel fattore B', indicandolo con Qs, e che pre- 
cisamente nelle condizioni anzidette, calcolato al principio esatto della terza 
fase, non e di regola mai inferiore a 0,70 almeno®), Tutto si pud dunque 
cosi esprimere: 


C _ riso elaborato + peso perduto _ 


a os a 


peso iniziale 


Secondo i dati oramai numerosi, da noi raccolti, il valore di Qs, pur 
potendo variare fra 0,70 e I circa per colombi diversi, presenta oscillazioni 
relativamente molto limitate — a parita di condizioni sperimentali — per uno stesso 
animale, da potersi assumere come indice sufficientemente esatio in tutli i casi 
di ricerche quantitative sul fattore B*, che esigano adeguati confronti). 

Questi sono i principali fatti, che risultano confermati, rettificati o 
da noi rilevati durante le pazienti ricerche di oltre un decennio, e che ci 
interessava di fissare nella presente Nota, come altrettanti punti fermi, cui 
riferirsi in altre, che seguiranno. Ma molto ci siamo preoccupati di ordinarne 
Pesposizione in maniera, che ne derivasse anche chiaro e preciso il concetto 
di quello che noi intendiamo per « quoziente beri-berico », perché su questo 
appunto ci proponiamo di ritornare prossimamente. 


(1) G. AMANTEA, loc. cit. 
(2) G. AMANTEA, loc. cit. 
(3) G. AMANTEA, loc. cit. 
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Fisiologia (Chimica fisiologica). — Su un metodo dt muicro- 
dosaggio del bromo nel sangue ed in organi. Nota® di A. SaL- 
VATORI, presentata dal Corrisp. S. BAGLIoNI. 


Nel 1929 Vadim Roman, sotto la direzione di Pincussen %), ha ela- 
borato un metodo di dosaggio sistematico di piccole quantita di alogeni, 
Fluoro escluso, nell’ordine Iodo, Bromo, Cloro. In seguito ad alcuni lavori 
di Zondek “), che pervenne a conclusioni brillanti, tali da fare assurgere il 
tasso di Bromo nel sangue, a vero e proprio criterio diagnostico in casi di 
psicosi maniaco-depressiva, il metodo é stato oggetto di larga applicazione 
e discussione, nonché di rielaborazione da parte degli autori, in modo da 
renderlo adatto alla determinazione del solo Bromo. 

Poiché in questo Istituto sono in corso lavori sull’azione biologica di 
questo alogeno, e pure a noi sarebbe stato di grande utilita, poter dosare 
piccole quantita di Bromo, abbiamo voluto metterlo in esecuzione. 

Il principio del metodo é il seguente: il Bromo contenuto nel sangue 
o negli organi, viene trasformato in Bromuro di Potassio per fusione con 
potassa caustica solida. Dal Bromuro di Potassio il Bromo viene spostato 
per mezzo dell’acqua ossigenata concentrata (Peridrolo Merck) in ambiente 
fortemente acido per acido nitrico diluito 1:3. 

Il Bromo messo cosi in liberta, viene estratto con cloroformio, e l’ec- 
cesso di ossidante eliminato per lavaggio con soluzione di Cloruro di Sodio 
al 6°/, raffreddata fino al massimo di — 3°C. Il Bromo in soluzione clo- 
roformica si fa reagire con ioduro di potassio e lo iodio cosi liberatosi si 


titola con iposolfito sodico 


= amend cm} di iposolfito corrisponde a 79.9 


di Bromo. 

Il punto pit delicato di questo metodo ¢ evidentemente il lavaggio, cioe 
la completa eliminazione dell’ eccesso di peridrolo, giacché questo, al pari del 
Bromo, sposta lo iodio dallo ioduro di potassio, anche se presente in tracce 
minime. 

Gli autori del metodo non danno indicazioni precise sul modo di ese- 
guire questa operazione, ma poiché dicono, che l’estrazione del Bromo deve 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica fisiologica della R. Universita di Roma. 
(2) Pervenuta all’Accademia i] 25 settembre 1933. 

(3) V. Roman, «Bioch, Zeit», 207, p. 416 (1929). 

(4) H. ZonpeKk u, A. Bier, «Klin. Woch.», 11, pp. 633, 759, 760 (1932). 


essere fatta agitando fortemente il cloroformio nell’estrattore a tre vie, noi 
abbiamo eseguito il lavaggio agitando con la stessa intensita. 

In questa maniera, la massa cloroformica si viene a suddividere di 
nuovo in minutissime particelle, venendo cosi ad offrire al liquido di lavaggio 
una grande superficie, ed & ovvio che ripetendo il lavaggio pil volte, si deve 
arrivare, per successiva diluizione, all’eliminazione completa dell’eccesso di 
ossidante. Cosi operando, la raccolta del cloroformio é certamente pit Jenta, 
e cid & uno svantaggio, perché col passare del tempo, il liquido si riscalda, 
mentre si deve mantenere entro limiti di temperatura ben determinati. Noi 
ci siamo premuniti da questo inconveniente, scolando il cloroformio in re- 
cipiente mantenuto a — 3, — 4, e introducendo il medesimo e il liquido 
di lavaggio nell’estrattore a tre vie, portato preventivamente a — 3, — 4. 
Si pose inoltre Ja massima cura nel tenere |’estrattore in modo da non co- 
municare al liquido il calore delle mani. 

Ottenuto in questa maniera il completo allontanamento dell’ossidante 
in eccesso, la nostra attenzione si é rivolta ad ottenere che le ultime por- 
zioni di ossidante potessero essere svelate con sicurezza, € a questo scopo 
abbiamo eseguito il lavaggio con quantita di soluzione di cloruro di sodio 6 °/o, 
sempre pili piccole, mano mano che ci avvicinavamo al termine del lavaggio, 
in modo da compensare con la diminuzione di liquido, la diminuzione del- 
Vossidante, e mantenere quindi alta Ja sensibilita della reazione tra iodio e 
salda d’amido. 

In tutte le nostre esperienze, che sommano ad un numero relativamente 
grande, abbiamo seguito diligentemente la tecnica ora descritta, operando su 
soluzioni di bromuro di potassio purissimo, tali che 5 cc. avrebbero dovuto 
dare per spostamento da 10 a 50 y di Bromo. 

Entro tali limiti di concentrazione, contrariamente a quanto affermano 
gli autori del metodo, non abbiamo potuto eseguire il dosamento, perche 
il peridrolo non effettuava lo spostamento del Bromo da soluzioni di Bro- 
muro di Potassio cosi diluite. Questo fatto, confermato da tutte le nostre 
esperienze, avrebbe dovuto indurci ad abbandonare il metodo, senza passare 
alla sua applicazione al sangue e agli organi. Senonche, riflettendo, che le 
reazioni di spostamento dell’acqua ossigenata sono molto influenzate dal- 
Pazione dei catalizzatori, abbiamo pensato, che quello spostamento, che non 
poteva ottenersi con soluzioni di solo Bromuro di Potassio, potesse invece 
aver luogo con la soluzione ricavata dal sangue, che conteneva anche pic- 
cole quantita di altri sali, specialmente di ferro, noti catalizzatori, questi, della 
reazione di ossidazione dell’acqua ossigenata. j 

Ma anche in questo caso, dopo molte esperienze condotte con lo stesso 
rigore delle precedenti, ci siamo dovuti convincere che lo spostamento, base 
chimica del metodo, non avveniva. 

Questo nostro risultato, cosi nettamente contrario ai dati comunicati 
da L, Pincussen, viene per contro confermato da una delle pit. grandi au- 


eit} 3) ee 


torita nel campo della chimica analitica, il Treadwell il quale, nel suo 
aureo trattato, afferma che l’acqua ossigenata ed altri ossidanti, non spostano 
il Bromo da soluzioni diluite di bromuri. Oltre a cid, nel corso del nostro 
lavoro, abbiamo avuto occasione di leggere aspre critiche al metodo, ¢ lo 
stesso Pincussen ©) riferisce che da pil parti gli giungono lagnanze, che 1 
risultati da lui comunicati non sono riproducibili, e che il metodo « non va » 
(nicht geht). 

Anche altri autori ©) che si sono occupati del metodo proposto da Pin- 
cussen, dopo diligente esame, sono arrivati alla nostra stessa conclusione. 

D’altra parte dei saggi inviatia Pincussen per l’analisi, hanno dato dei 
risultati errati, come pud rilevarsi dalle seguenti cifre: 


Bromo avuto Ty 252-7 Il -392°7 I 140 y- “st 10 cc. 


Bromo trovato gI0 Y O27 906 y » 100 cc. 


Come si vede, i valori trovati sono molto maggiori di quelli avuti, e 
cid pud indicare che Vossidante in eccesso non & stato completamente eli- 
minato. Dippit i valori ottenuti da Pincussen sono sensibilmente gli stessi, 
e cid induce a pensare che l’errore non é causale, ma sistematico. 

Un altro saggio inviato a Zondek ha pure dato risultato errato. Cio- 
nonostante gli autori continuano ad affermare che il metodo ¢ esatto. 

La discussione che al riguardo si svolge, e le divergenze di opinioni 
e risultati, ci hanno indotto a comunicare la conclusione delle nostre espe- 
rienze personali, ma non possiamo esimerci dal dichiarare che la discussione 
stessa, a nostro parere, non fara alcun passo, finché gli autori del metodo 
non daranno l’esatta dimostrazione, che cid che essi dosano come Bromo, 
sia veramente Bromo. 


(1) F. P. Treapwett, Trattato di chimica analitica. Quarta Edizione Italiana, vol. I, 
Pp. 343. 

(2) L. Pincussen, «Klin. Woch.», 11, p. 1550 (1933). 

(3) F. L. Haun, «Klin. Woch.», 12, p. 390 (1933); H. FLEIScHHACKER u. G. SCHEI- 
DERER. «Klin. Woch.», rz, p. 1550 (1932); S. H. Berrram, « Bioch, Zeit.», 261 p. 201 
(1933): 

(4) A. Brer e V, Roman, «Klin. Woch.», 12, p. 391 (1933). 
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Fisiologia (Chimica fisiologica). — Sul valore alimentare dei 
semi di « Vicia faba L. >». Nota® di V. Zacamt, presentata dal 
Corrisp. S. BaGLiont. 


Recentemente G. Ligori %) ha condotto, sotto la nostra guida, una serie 
di ricerche con la quale si ¢ proposto di studiare l’effettivo valore alimentare 
dei semi di « Vicia faba L.». Dopo avere accertato che questi non sono atti 
e sufhicienti ad assicurare da soli tutte le sostanze e tutti i fattori indispen- 
sabili per la normale nutrizione, ha cercato di stabilire e precisare la natura, 
nonché il grado o entita delle deficienze alimentari di tali semi, e di con- 
frontarle con quelle gia da noi “5: riscontrate per altri semi pure di legu- 
minose (Cicer arietinum L., Lathyrus sativus L., Ervum lens L.). 

Le esperienze relative, condotte su ratti in via di accrescimento, ali- 
mentati, a cominciare dal periodo dello slattamento e per 4-5 mesi succes- 
sivi, esclusivamente con fave, 0 con queste integrate, pei vari gruppi di 
animali, da correttivi diversi — come é dettagliatamente riferito nel citato 
lavoro di Ligori, al quale rimandiamo per ogni particolare -, hanno per- 
messo all’A. di venire alla conclusione, che i semi in parola sono da con- 
siderarsi come un alimento incompleto per una doppia deficienza: salina e 
vitaminica (pei fattori liposolubili A e D); che entrambe queste forme di 
deficienza sono di grado piuttosto accentuato, e che ¢ da escludere una defi- 
cienza proteica. 

Con tali conclusioni si accordano i rilievi fatti da M. Ligori e V. Ca- 
tania ‘7, studiando le alterazioni dell’apparato dentario su alcuni dei medesimi 
animali, alimentati da G. Ligori con sole fave, ovvero con queste pil i vari 
correttivi suaccennati. 

Poiché vari motivi impedirono a G. Ligori di prolungare le osserva- 
zioni oltre il quinto mese di esperimento, e poiché la nostra precedente 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica fisiologica della R. Universita di Roma, 

(2) Pervenuta all’ Accademia il 25 settembre 1933. 

(3) G. Licort, Sul valore alimentare dei semi di « Vicia faba L.». « Riv. Pat. Sper. ». 
1932, 9, 329. iy 

(4) V. Zacami, Sul valore alimentare dei semi di « Cicer arietinum L.». «Il Problema 
alimentare », 1931, 1, 150; «Rendic. R. Acc. Naz. Lincei», 1933, 18. 

(5) V. Zacami, Sul valore alimentare dei semi di « Lathyrus sativus L.». «ll Problema 
alimentare », 1932, 2, 73. so 

(6) ZaGAMI e CuraToLo, Sul valore alimentare dei semi di « Ervum lens L.», «Il Pro- 
blema alimentare », 1933, 3, ii. 

(7) M. Licort e V. Caranta, Alterazioni dell’apparato dentario nell’alimentazione con 
semi di « Vicia faba L.». « Ann, Clin. Odont. », 1933, 10, 561. 
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esperienza con gli altri semi ci aveva insegnato, che il giudizio definitivo 
e completo sull’effettivo valore nutritivo di un dato alimento esige che le 
esperienze relative siano assai prolungate e possibilmente estese anche alla 
prole o alle generazioni successive degli animali studiati, abbiamo stimato 
utile proseguire noi stessi in questo senso le indagini, su buona parte degli 
stessi animali e sui rispettivi figli, sempre ugualmente alimentati, fino ad un 
periodo complessivo di un anno. Abbiamo potuto cosi completare lo studio 
da G. Ligori iniziato, prendendo in considerazione anche il contenuto in fat- 
tore E, o vitamina della fecondita, di patticolare interesse per noi che molto 
ce ne siamo altrove occupati‘ ») e il cui studio esige appunto esperienze 
sufficientemente lunghe. 

Nella presente Nota intendiamo brevemente riferire precisamente le ulte- 
riori osservazioni fatte, le quali hanno la sola pretesa di integrare, sulla base 
dei nuovi fatti, quelle preliminari precedenti di G. Ligori. | 

Era risultato che ratti alimentati esclusivamente con fave sommate a 
caseina, ovvero ad olio di fegato di merluzzo, o a miscuglio salino presen- 
tavano, dopo quattro mesi di esperimento, rispetto ai controlli ad alimen- 
tazione mista, differenze pik o meno marcate, ma sempre apprezzabili, del 
peso corporeo, alterazioni pi o meno evidenti dell’apparato scheletrico e 
genitale, modificazioni dello stato del sangue, alterazioni di funzioni varie. 
Questi stessi animali, dopo tale periodo, e quando gia ben manifeste erano 
le alterazioni accennate, rimessi ad alimentazione costituita da fave, con ag- 
giunta di miscuglio salino (4 °/,.) e olio di fegato di merluzzo (2°) oe 
totalmente corrette per le deficienze accertate, e seguiti per un periodo di 
altri otto mesi, hanno ripreso pil o meno speditamente il loro armonico 
sviluppo, raggiungendo pil o meno presto, a seconda che piu o meno ac- 
centuata ne era la differenza, il peso degli animali di controllo ad alimen- 
tazione mista. Tutti i fenomeni abnormi sono scomparsi, € completo benes- 
sere € quindi risultato per tutto il periodo di osservazione. 

La mole corporea massima raggiunta da questi animali é stata in defi- 
nitiva identica a quella raggiunta dagli animali messi alla stessa dieta di fave, 
completamente corretta (con sali minerali e fattori vitaminici A e D) fin dal 
principio dell’osservazione, € tale si € poi sempre mantenuta. La funzione 
riproduttiva, che ¢ stata sempre normale nei secondi, si & perfettamente re- 
golarizzata pure nei primi, cosicché ogni femmina ha portato a termine 
regolarmente, nello spazio di un anno, in media sei gravidanze, con un nu- 
mero totale medio di 48 neonati. I piccoli si sono presentati sempre normali 
alla nascita per cid che riguarda peso e dimensioni, ma non sempre pero 


(1) V. Zacamt, Contributi sperimentali alla conoscenza del fattore E. « Arch. Fisiol. », 
1933, 32, 301. 

(2) V. Zacamt e M. Sinpont, Sulle alterazioni istologiche determinate da deficienza del 
fattore E, «Riv. Pat. Sper.», 1932, 9, 823 1933, 10, 25. 
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poterono essere bene allevati, essendo fallito spesso Vallattamento, specie nei 
mesi invernali, come abbiamo avuto occasione di fare rilevare (2, 

Alcune nidiate di rattini, nate ed allevate da madri tenute sempre fin 
dallo slattamento a dieta esclusiva di fave integrate da miscuglio salino e olio 
di fegato di merluzzo, e lasciate esse medesime alla stessa dieta delle madri 
anche dopo lo slattamento, ci offrirono la possibilita di seguire l’andamento 
della seconda generazione, sempre ugualmente alimentata, 

Questi ultimi rattini non presentarono differenze  sensibili rispetto ai 
controlli normali per cid che concerne sviluppo della mole corporea, ma- 
turita sessuale, funzione riproduttiva ecc. Raggiunsero infatti normalmente 
il completo sviluppo corporeo; le gravidanze ebbero inizio a giusto periodo 
di vita e si susseguirono poi regolarmente nel tempo; solamente I’allatta- 
mento della prole stato al solito assai precario. i 

In conclusione queste ulteriori nostre osservazioni confermano quelle 
precedenti di Ligori, le quali avevano indotto gid a considerare i semi di 
« Vicia faba L. » come un alimento incompleto o deficiente, per i ratti in 
via di accrescimento, per una doppia deficienza: salina e vitamina (pei fattori 
liposolubili A e D), Puna e Paltra di grado o entita notevole; e le quali 
avevano parimenti indotto ad escludere la possibilita di una eventuale defi- 
cienza — quantitativa o qualitativa — proteica. Deboli o larvati effetti, non 
apprezzabili nelle condizioni di G. Ligori, sarebbero potuti risultare negli 
animali, da noi alimentati come sopra, durante il lungo periodo di un anno 
e sopratutto nella prole mantenuta essa pure ad uguale dieta, qualora fosse 
esistita una reale deficienza, sia pure limitatamente risentita. 

I nostri risultati ci permettono inoltre di affermare che nei semi in 
parola il complesso vitaminico B deve essere ben rappresentato e proporzio- 
nato, a volere almeno giudicare della sua presenza dalla curva di accresci- 
mento dei ratti, avvenuta perfetta negli animali succitati pur senza aggiunta 
di alcun correttivo, che avesse apportato il complesso medesimo; e ci au- 
torizzano infine ad ammettere, che anche il fattore E, la cosidetta vitamina 
della fecondita, deve essere negli stessi semi ben rappresentato e proporzio- 
nato, da potere assicurare la normale riproduzione degli animali ininterrot- 
tamente per lunghi periodi sperimentali e anche attraverso generazioni suc- 
cessive, senza aggiunta di alcuna altra sorgente di tale fattore. 


(1) V. ZaGami, Osservazioni sul rapporto tra alimentazione e allattamento. « Rendic. R. 


INGCreN AZ LIME) 1.933, 275 073. <a 
(2) V. ZaGami, Sui rapporti tra alimentazione e allattamento. In corso di pubblicazione. 
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MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica. — Deduzioni differenziali dalla  definizione di 
vellort reciproci: derivaxioni successive. Nota II del Corrisp. 
U. Cisorti. 


10. — DERIVAZIONI SUCCESSIVE @), — Si noti che, mentre w & funzione 
; de. : ee. 
dir Pe adg jp © in P, funzione della direzione di dP, per cui se supponiamo 
dv 
anche —. 


qP funzione di P, otterremo una funzione del posto e della direzione. 


dv ’ 
Allora, considerando -;> nella sua dipendenza da P, poniamo: 


dP 


a =m (Py: 


Applicando la (5) a un altro spostamento SP, si avra: 


dm dm 8P 
Se On Os 
avendo posto, al solito, ds == |8P|; ma é, tenendo presente (4), 


om Of a0. hae 8 (dv dP dv 8 /aP 
Soi aed: (3 x a ds (32) ds 1 ds x (Gr) 


\ 


(1) Pervenuta all’Accademia i] 14 settembre 1933. 
(2) Vedi la Nota I in questi «Rend.», serie 6°, vol. XVIII, fasc. 7-8, p. 255. 
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per cul 
ds (dv d (dv dP dv oT, eP Yar 
Ge se (ap) =|-ar (ar) x pirenanree (Gel far 
Applichiamo questa relazidne al vettore vy = P — O, dove O € un punto 
comungue prescelto. Si ha“): 


dy _a(P—Oyr Pde 
dp SM sisagp sist gprs a) mts 


dalla quale, per qualunque 6P, e quindi 8s, 


(15) +=(4) =D 


In conseguenza la (14) si pud scrivere pit. semplicemente: 
0 (a0) | 897 ae S< dP | 8P_ 
SP GP) | bs. Vids wien sr 


O-Peo\s ae 05) Ge) eB 
SP \dP}) SsPdP ’ Ss \ deel thas 


e scrivendo; 


si ottiene: 


(16) 


au ( dv “E) dP 


RDP | Sede Sap toe 


Questa si chiamera derivata di v secondo le direzioni di dP e 8P. Si rilevi 
che, in generale, non ¢é lecita Pinversione dell’ordine delle derivazioni. Infatti,. 
derivando prima rispetto a 5P e poi rispetto a dP, risulta: 


yo ( de dP \ dP 
aap — (Ges =| ds 
Come si vede quest’ ultima derivata ¢ un vettore diretto come dP, mentre 
Valtra, definita dalla (16), @ un vettore diretto come SP: quindi le due deri- 
vate sono certamente distinte se distinti sono dP e SP. 
Nel caso particolare di $P = dP, si ha: 


(7) du at dv . [ae dP \ dP 
7 dPup = ab: wade aol 


(1) Cfr. loco primo citato, n. 3. 


aes seems 
Analogamente, se si considera uno scalare m funzione di P e si prende 


dis ae 
in esame ~ 7, si ottiene [n. 4] un vettore diretto come dP e quindi funzione 


. : ; dm 
di dP. Ma se oltre che la dipendenza da dP si considera pS funzione 
di P, si puo applicare ad essa, in questa sua dipendenza, la derivazione defi- 


nita dalla (4); si ottiene lo scalare 


sv bv 35P 
Spe 5s ee 


Ma 6, tenendo presente la (5) e la (15), 


ou 5 am\ 8 / am “dP pea tere 
Oe Paes ( 


dP Sn Wg fob 1) Mane Note dey ie? 
per cui 
& dm Gime © nem aP one 
SP dP 8PdP Ssds ds “> 8s’ 


abbiamo dunque per Ja derivata di m secondo dP e 8P lo scalare definito 
dalla relazione seguente: 


d2m dm dP 5P 
e RP Acdsee ae 


Scende da questa la relazione 


d2m d?m 


S8PdP  dPdP |’ 


cioé vale linvertibilita dell’ ordine delle derivazioni. 
Si noti che, essendo 


oe ee = Versedbe xivers OP =x cos 0’, 
ds 35 


indicando 6 l’angolo delle due direzioni dP e SP, la (18) puo scriversi: 


. d2m Za dm 
(18°) SPP dsds 
| 


cos 0 


ng RaNe 


In particolare, se 6P = dP, si ottiene: 


ani d2m 


(19) p> ~ ds 


E manifesto che, servendoci delle (4) e (5) alternativamente, si pos- 
sono definire le derivate di ordine qualunque, tanto di un vettore che di 
uno scalare, assumendo come definizione che le derivate di un ordine pre- 
scelto si deducono, mediante derivazione semplice, delle derivate dell’ordine 
immediatamente precedente. Si constata cosi che le derivate di ordine dispari 
di un vettore sono scalari, mentre le derivate di ordine pari sono vettori. Vice- 
versa: le derivate di ordine dispari di uno scalare sono vettori e quelle di or- 
dine pari sono scalari. 


II. — APPLICAZIONE: DERIVATA DEL GRADIENTE DI UNO SCALARE. — 
Sia @ uno scalare funzione di P; applichiamo la derivazione (4) al vettore 
wv = grad; avendosi: 


si Ottiene : 
dv do dP ad? © 
Dg B eegat ie a 


si ha dungue la formula notevole 


dgradp  d?o 
eo ap de 


Fisica (Fisica Matematica). — Riflessione e rifrazione delle 
onde elettromagneliche armoniche di forma qualsivoglia ad una su- 
perficie piana. Nota“ del Socio G. A. Macat. 


Espongo, nella prima parte di questa Nota, con alcune secondarie 
variazioni ed aggiunte, le deduzioni di una mia recente comunicazione al 
R. Istituto Lombardo @): la principale delle quali é che, con onde elettro- 
magnetiche armoniche, e la superficie piana, separante due mezzi omogenei, 
isotropi, coibenti, neutri, nel caso generale, diversamente dal caso noto delle 
onde armoniche piane ordinarie, le equazioni indefinite e le condizioni al 
piano separante i due mezzi, fornite dalla ordinaria teoria del campo elet- 
tromagnetico, non appariscono sufficienti a determinare univocamente le 
onde riflesse e rifratte corrispondenti a date onde incidenti. Al qual punto 
si presenta il problema d’indagare le ulteriori condizioni atte a ottenere una 
analisi, che, nei limiti della convenuta schematizzazione del fenomeno, ne 
riproduca le sostanziali circostanze. E oggetto della seconda parte di questa 
stessa Nota € una soluzione, che mi sembra raccomandabile, di questo im- 
portante quesito. 

Richiamo, prima di entrare in argomento, il risultato della mia Nota, 
inserita in questi « Rendiconti», col titolo Sulla propagazione di onde di 
forma qualsivoglia nei mezzi isotropi G), che, supposte onde parallele, armo- 
niche, la forma 


¥(P,1) = ¥,(P) cosa (7 —1) + ¥, (P) sina( = —1), 


dove rappresentano P il punto generico del campo, ¢ il tempo, « e a co- 
stanti, m la misura della normale compresa tra l’onda generica, passante per 
P, e un’onda base (1 = 0), appartiene a W, che soddisfa 


o2? 
arse Be. 
con 
divk= 0% 


(1) Pervenuta all’Accademia il 13 ottobre 1933. 

(2) Sul problema della riflessione e della rifrazione di onde elettromagneliche di forma 
qualsivoglia ad una superficie piana. « Rendic. del R. Ist. Lomb. », serie V, vol. XXIX, 1933, 

(3) Serie V, yol. XXIX, 1930. 


res 


come sono i vettori elettromagnetici E e H, in campo omogeneo, isotropo, 
coibente, neutro. 

E richiamo ancora come, in fine alla stessa Nota, accennassi al problema 
della riflessione e rifrazione, come tale da permettere la determinazione delle 
funzioni ¥,(P), %(P), nelle onde riflesse e rifratte, corrispondenti ad 
assegnate onde incidenti. Per modo che la presente Nota pud considerarsi, 
sotto un certo aspetto, come una ripresa e un complemento di quella. 


§ 1. Introducendo nelle equazioni di Maxwell, relative ad un mezzo 
omogeneo, isotropo, coibente, 
ok oH 
(1) e> = crotH, uw =—crotk, 


la posizione 


E=H#, cosa( = — ) + B, sin a( —1) 
a a 


H =H, cos a(* — ) ab HL, sina" —1), 


a 


dove E,,E,.,H,,H. rappresentano vettori, funzioni del punto P, e gli 
altri simboli hanno il precedente significato, con 


G) f= 


si ottengono le equazion! 


2ee eal es, ae ie 
Fe E, =— rot H, | : 7 \ , Es =— J roth — |/ nb, 
4 


c ges C a 
H, —— -— rot E, aia (as g E, > H, = — E, mer ‘ 2 
a | ree Pe +\ sees 


dove m indica un vettore avente per erandezza l’unita e l’orientazione della 
normale in P alla superficie della successione passante per esso, volta nel 
senso in cui cresce n. 


§ 2. Si verifica con (2) la formola 


div F = (ais F,+ —t >< F;] cos a (= — ) 
a 
; a — 3 n 
+ (tivE,— =n << F,| sin a (= — } , 
a a 


(1) V. § 5 della citata Nota dei Lincei. 


is Sy Reed 
dove F rappresenta E o H, e si deduce dalle (4) 


divF, +n X F, = » diy F, =n Xx Fy=o, 


(F=E,H). 
Quindi, per (2), 
(5) dvE=o , divH=o. 


Con che E e H, in quanto hanno la forma (2), e soddisfanno le (1), 
soddisfanno anche le (5), complementari delle (1), e proprie del campo neutro. 

In altre parole, la forma (2), subordinatamente alle (4), é, senz’altro, 
propria di onde elettromagnetiche che si propagano in un campo isotropo, 
omogeneo, coibente, neutro. : 


§ 3- Coll’ipotesi » costante si hanno onde piane. Le (4) sono allora 
soddisfatte da E,,E,,H:,H, costanti, e con questo si hanno le onde ar- 
moniche piane ordinariamente considerate. 

Le (4) si riducono a 


/ 


E,=—| n\t, B=—|/"nan, 
(6) oi re 
H= | inane, H= Yin AB. 


E da queste espressioni si deducono tutte Je note proprieta “): cioe, 
dalle (6), risalendo alle (2), o immediatamente o con semplici calcoli, 


jah onan <x Hi=c0%, 
le onde trasversali, 
iS He==.0 5 


in ogni punto, i vettori E e H ad angolo retto, 


ee a hore 


§ 4. Sia ora il campo costituito da due mezzi omogenei, coibenti, 
isotropi, neutri, aventi per comune confine una superficie piana, e del resto 
ilimitati. 

Ammettiamo, conformemente all’ordinario concetto, onde incidenti (7) 
e corrispondenti onde riflesse (r), appartenenti allo stesso mezzo, e onde 


(1) Cfr. G. A. Macet, Teoria fenomenologica del campo elettromagnetico, § 143. 


rifratte (s), appartenenti al secondo mezzo, concepends, all’occorrenza, a scopo 
geometrico, idealmente prolungato ciascuno dei due mezzi dalla parte op- 
posta del piano divisore. 

Inteso dal piano divisore rappresentato il piano xy, Je condizioni “ 


|= EO B= E, ek =eE, 
(7) ~=0 


forniscono, applicando le (2) alle tre specie di onde, in primo luogo @): 


(i) (") (s) 

(8) R= 02 AQ) ee — go f = a ays — aM) t= a) ates Os) tL, 
a a a 

donde 


a) = @) = al, 
la stessa frequenza per le tre specie di onde, e 


n) a’ 


=o: am = nO a 


n®) a-? 


oN 


dalle quali si deduce la corrispondenza tra le superficie base appartenenti 
alle tre specie di onde, come inviluppo di sfere aventi il centro sul piano 
divisore, e le leggi di Cartesio. 

Riducendosi la superficie base delle onde incidenti ad un punto — caso 
cospicuo delle onde emananti da un centro — risulta competere, come super- 
ficie base corrispondente, alle onde riflesse, il punto simmetrico rispetto al 
piano divisore, e alle onde rifratte, la falda, posta dalla parte del primo 
mezzo, di un iperboloide a due falde di rotazione, o la meta, posta nel 
primo mezzo, di un ellisoide di rotazione, a seconda che indice di rifra- 
zione € maggiore o minore dell’unita: il centro essendo, in ambedue i casi, 
il piede della perpendicolare abbassato dal centro delle onde incidenti sul 
piano, e l’asse formato con questa perpendicolare (). 


(1) G. A. Maael, op. cit., § 95, § 99 e § 101. 

(2) Si prescinde dalla pur ammissibile aggiunta di m ad uno o a due membri, che 
non muta sostanzialmente le presenti conclusioni. 

(3) Cosi, in questa ipotesi, che, per semplicita sussegue immediatamente a quella 
delle onde incidenti piane, gia compariscono onde non sferiche, né limiti di esse; é cioe, 
pel teorema del Somigliana, di cui nella ricordata mia Nota dei Lincei (R. Accademia delle 
Scienze di Torino, vol. LIV, 1919), tali che la quantita che si propaga non pud possedere 
lo stesso valore in tutti i punti della superficie d’onda. 


pee do 
§ 5. Dalla (7) si ricava poi, tenuto conto delle (8), 


BOE eS BO ED AL ED SEO, 
- (EO ar a) = cs 
ae ety Hy? BO l3- 0 AS, HO, = HO», 
Ce a) 7 


Neco egoap 


§ 6. E ben noto come, per mezzo di queste equazioni, si determinano, 
nel caso delle ordinarie onde armoniche piane, le incognite. Le quali, per 
le ricordate proprieta (§ 3), si riducono, per ciascuno dai due valori di y, 
a quattro 

ne) (r) (s) () 
tise Saat ay a 2S Bl 


(sottinteso l’indice v). Al tempo stesso che le ultime equazioni di cia- 
scuna riga delle (9), si dimostrano essere conseguenza delle rimanenti. 

Infine le incognite sono fornite da equazioni algebriche lineari, i cui 
secondi membri si annullano coll’annullarsi delle onde incidenti, e con questo 
si annullano le incognite medesime. 


§ 7. Nel caso generale, le (4) si traducono, per ciascuna specie di onde, 
le riflesse e le rifratte, in dodici equazioni scalari, alle derivate parziali, del 
primo ordine, dove fungono da incognite le componenti, secondo 1 supposti 
assi cartesiani dei vettori E,,E.,H,,H.. Le (9) rappresentano dodici 
equazioni tra i valori, per x = 0, di queste incognite, che sono in numero 
di ventiquattro. Ne viene che, coll’ipotesi EO = 0, H = 0, cioé dell’as- 
senza di onde incidenti al piano divisore, le (9) sono bensi soddisfatte dal 
valore nullo di tutte le incognite: e la soluzione rappresentata dal valor 
nullo di tutte le incognite: in tutto il campo, cioé dall’assenza, in tutto il 
campo, di onde riflesse e rifratte, soddisfa le equazioni indefinite (4) e le 
condizioni superficiali (9). Ma quella non & Vunica soluzione delle (9): 
le quali, all’infuori dell’accennato specialissimo caso delle onde armoniche 
piane ordinarie (§ 6), appariscono insufficienti, per se stesse, a fornire, mediante 
i valori delle incognite sull’indicato piano, l’univoca soluzione del problema. 

Occorre appena rilevare che la ragione della suddetta eccezione sta 
nella circostanza che, nel caso stesso, le (4) diventano equazioni algebriche, 
dove fungono da incognite le costanti E, , E.,H,,H. , e che queste equa- 


(1) Non pit di questo: perché non contenendo le equazioni, d’ogni componente, la 
derivata secondo la coordinata omologa, il sistema non ¢ «normale », rispetto alla varia- 
bile x: eal piano y= 0 non si pud, senz’altro, assegnare la parte di « piano portante », in 


relazione col teorema di Cauchy. 
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zioni si traducono in equazioni scalari, dalle quali é possibile eliminare le 
componenti delle H,,H,, o delle E,, E,, col risultato di ottenere tante 
equazioni quante sono le incognite conservate (§ 6). Invece, nel caso gene- 
rale, leliminazione, pur immediata, delle H, , H., 0 delle E, , E, , si accom- 
pagna coll’elevazione al secondo ordine delle equazioni differenziali: cosi che, 
ai valori delle incognite conservate, sopra umideale superficie portante, si 
aggiungono quelle delle derivate prime, per formar, come prima, ventiquattro 
elementi atti alla univoca soluzione. 


§ 8. Si presenta cosi il partito di aggiungere condizioni alle quali le 
incognite debbano soddisfare, all’infuori delle (4) e delle (9). Sufficiente 
allo scopo sarebbe stabilire simili condizioni pei valori appartenenti al piano 
divisore, ossia per x == 0. Ma l’esperienza suggerisce di prescrivere, in tutto 
il campo, le condizioni rappresentate dalle (6), di cui, nel § 3, sono se- 
gnalate le conseguenze. 

Le (4) si riducono con questo a 


(10) Tot, 360, ss tor 07, tory =07) irot n=O; 


e occorre verificare che questa particolarizzazione non induce ad alcuna in- 
congruenza colle equazioni generali. 

Osserviamo a tal fine che, ammessa la prima delle (10), la prima delle 
(6) fornisce 


(11) rot(m /\ H:) = 0. 
Ora, per le stesse (6), 


reed pera 
| u M 
D’altra parte, per note formole, 


n\(n\ Hj=nX E,-n—n7E,. 
Ma,. $3; 
1 Xa Oe ne=1. 
Quindi 


ror 2 /\ BL) = — tt Es 
Con che la (11) riproduce la prima delle (10). 


§ 9. Applicando le (6) ai valori appartenenti al piano divisore, cioé 
per % =0, questi valori per le componenti di EM, EO, H™,H®, si de- 
ducono dai valori supposti per le componenti di E®,H® col medesimo 


ee ae 


accennato procedimento che serve per la determinazione delle incognite nel 
caso delle ordinarie onde armoniche piane ({ 6) @). 

Colle indicate condizioni supplementari, il problema é cosi ricondotto 
a integrare le ventiquattro equazioni differenziali scalari, alle derivate par- 
ziali, del primo ordine, in cui si traducono le (10), applicate alle due specie 
di onde, le riflesse e le rifratte, possedendo i valori delle incognite sul piano 
divisore. 

Argomento di ulteriore ricerca, piu strettamente analitica, potra essere 
valersi di questo risultato per |’applicazione, che si suggerisce, del teorema 
di Cauchy ©). 


(1) Non esclusa la conseguenza delle ultime equazioni di ciascuna riga delle (9) 
dalle rimanenti, di cui diamo qui la dimostrazione, che non é nei trattati forse abbastanza 
diffusa, adattandola dal caso comune delle onde piane a quella di onde di forma qualsi- 
voglia. 

Per le leggi di Cartesio, tradotte dalla ricordata costruzione conforme al principio di 
Huygens, (§ 4), valide, nel caso di onde di forma qualsivoglia, per ogni raggio incidente, 
riflesso e rifratto, supposto l’asse delle y parallelo al piano tangente alle onde incidenti, nel 
punto d’incidenza, lo sara pure al piano tangente, nello stesso punto, alle onde riflesse 


e rifratte. In questa ipotesi, si indichino con ge con @ l’angolo formato da m coll’asse 
delle x e da E coll’asse delle y; si avra 


Ex = Ecosgsin@, Ey,y=Ecos@, E,= Esingsin®@, 


© Hx = Hcosgcos8, Ay=Hsin@, HAH,= Hsingcosd 
(8) m—Qi=or. (y) Veusing: = Vey’ sing.. 
Con questo, la seconda della seconda riga delle (9) diventa 
H@® sin 0; + H() sin @r = HG) sin 0s , 
ossia (§ 6) 


= (E® sin 0: + EO) sin 6+) = = EG) sin @s. 
u. v. 


Moltiplicando i due membri della quale per gli omologhi della (y), si ha, tenendo 
conto di (), 


e (E() sin gi sin 07 + E@ sin or sin 6+) =e’ EG) sin gs sin Qs, 


che, per (a), € la terza della prima riga delle (9). 
E analogamente per I’altra coppia di equazioni (9). 
(2) V. la nota al § 7. 


mee es 


Astronomia (Meccanica Celeste). — Ricerche sopra la forma 
dei nuclei delle nebulose extragalattiche e sopra la repulsione cosmica. 
Nota I‘ del Socio G. ARMELLINI. 


1. E noto, dalle osservazioni, che le nebulose extragalattiche sembrano 
allontanarsi da noi con velocita proporzionale alla loro distanza..Di questo 
importante fenomeno sono state date molteplici spiegazioni, le quali possono 
classificarsi in tre grandi categorie e cioe: 

a) Spiegazioni relativistiche, fondate sopra la moderna teoria della 
« Espansione dell’ Universo »; 

b) Spiegazioni ottiche, fondate sopra le modificazioni che subiscono 
i «quanti» di energia nel traversare lo spazio; 

c) Spiegazioni meccaniche, fondate sopra l’ipotesi che la forza F che 
si esercita tra due punti materiali di massa m ed m’, posti alla distanza r, 
sia data dall’espressione: 


: pomw[—L+er 


vale a dire sia composta dell’ordinaria attrazione newtoniana, sommata con 
una forza repulsiva (repulsione cosmica) proporzionale alla distanza. In tal 
caso, se indichiamo con R la distanza a cui !’attrazione eguaglia la repul- 
sione — vale a dire, per cui si ha F =o — la (1) ci da: 


2) es 


Data l’estrema piccolezza del coefficiente ¢, la forza repulsiva sarebbe 
assolutamente insensibile per deboli distanze (p. es. nel moto dei pianeti 
intorno al sole), ma diverrebbe preponderante per le nebulose extragalattiche, 
che hanno distanze reciproche di centinaia di migliaia di anni di luce. 

Supposta vera l’esistenza di questa forza repulsiva, sorge spontaneo il 
pensiero che — date le enormi dimensioni delle nebulose extragalattiche - 
essa possa esercitare qualche influenza sopra la forma delle nebule stesse. 
Ed anzi recentemente il nee @) ha tentato — sebbene infruttuosamente — 


di spiegare per questa via la up. a spirale delle braccia, che spesso av- 
volgono tali nebule 


(1) Pervenuta all’Accademia I’11 ottobre 1933. 


(2) Cfr. Vocr, Zur Dynamik der Spiralnebel in « Astr. Nachr.», Bd. CCXXXXIII, 
Man5 O32. 


cha aes 


Queste considerazioni mi hanno indotto a compiere uno studio sopra 
i nuclei delle nebule extragalattiche - nuclei che hanno generalmente Ja forma 
di un ellissoide di rotazione molto schiacciato - tenendo conto non solo del- 
Pattrazione newtoniana (come nella teoria classica delle figure di equilibrio), 
ma anche della repulsione cosmica. 

E sono giunto a risultati che non mi sembrano privi d’interesse e che 
mi propongo di riassumere nella presente Nota. 


2. A tale scopo, per maggiore generalita, consideriamo un ellissoide a 
tre assi, di equazione: 


G3) ae Sak 


ruotante con velocita angolare w intorno all’asse c. Supponiamo che esso 
sia omogeneo, di densita 9, ed indichiamo con P un punto qualsiasi, di 
coordinate x,y,z posto sopra la superficie dell’ellissoide stesso. 
I] potenziale H in P sara evidentemente composto di tre parti e cioe: 
I) Il potenziale Q della forza centrifuga, espresso, come é notissimo, 
dall’equazione : 
(4) Ee 


II) Il potenziale attrattivo, o potenziale newtoniano V, il quale, come 
insegna ]a meccanica e dato dalla formula: 


ee oe ere: 
(5) Oe ee ape Gn Ba 


avendo posto, per brevita, 


“§ of du 
(6) mah V(a? + u) (b? +) (c2? +1) : 


III) Il potenziale W della forza repulsiva. Per calcolarlo, consideriamo 
un elemento #7; della massa dell’ellissoide ed indichiamo con a l’angolo che 
la congiungente m; con P, forma con l’asse x, e con & , , G, le coordinate 
CL Mie 

Allora la componente, secondo l’asse x, della repulsione che m; esercita 
su P, supposto di massa unitaria, sara eguale ad emi; 7; cos a = emi (x — &). 
In conseguenza la componente X, secondo l’asse delle x, della repulsione 
cosmica totale, esercitata da tutto lellissoide sul punto P, sara: 


(7) X =e Sm: (x — &)). 


Ma, poiché l’ellissoide € omogeneo, il suo baricentro cade nel centro 
di figura e cioé nell’origine delle coordinate e si ha quindi l’equazione: 


Smee! geo 
(8) Smee 


onde la (7) si riduce a: 


(9) =ex > m=exM = ; 4 expabex 


dove M indica la massa totale dell’ellissoide stesso. 
Calcolando analogamente Y e Z, otteniamo 


(10) w= [ (Kas + Ydy+ Zdz) = ** pabe (x? + y? + 27). 
3 


Sommando quindi la (4) con la (5) e con la (10) otteniamo come 
espressione del potenziale totale H, sopra la superficie dell’ellissoide : 


Il H=U4x2} 2 425 npabe+2 Ce ae 
Sess 2a? \ 


+ y? |S +S xpabe + 2fmpabe aa ‘aan 


+ 2? |= mpabc + 2fmpabe ~— te at 


y 


Ora, se E é un ellissoide di equilibrio, H dovra essere costante sopra 
la sua superficie: onde, paragonando la (3) con la (11), otteniamo le due 
equazioni: 


(12) a 3@? + 4expabe + r2fmeabe <= |= 


2: | 307 + 4empabe + r2fmpabe =| 


aU 
ana { = ynpabo Je+3f5 3f—= AE =|. 


(13) a 


L’esame di queste equazioni mostra facilmente che, anche nel caso ora 
considerato, esistono ellissoidi di equilibrio rotondi ed a tre assi, analoghi agli 
ellissoidi di Mac Laurin e di Jacobi, della teoria classica. 7 

3. Per limitarci ora allo studio dei nuclei delle nebulose extragalattiche, 
consideriamo l’ellissoide rotondo e poniamo quindi a = b. La (12) diviene 
allora identicamente soddisfatta, mentre la (13) ci da dopo alcune riduzioni: 


Xe tg A— 3A 
(14) a = (A) = Cae ees —. f? 2 


uae 


pcm Cb erie 
dove abbiamo posto per breviti: 


(15) oe 


(16) ba PED 33 2 ak 
Sho. Gtae Aes 


4. Discuteremo eventualmente in altra Nota la (14) e le sue applica- 
zioni: ora vogliamo limitarci ad un caso speciale particolarmente importante. 

Immaginiamo che il fluido sia in quiete e poniamo quindi wo =o. 
La (14) ha allora la soluzione evidente A =o che, per la (15), corrisponde 
alla sfera. 

Per esaminare se esista qualche altra soluzione, scriviamo la (14) stessa 
sotto la forma: 


2 2 
(17) y@=is F(a) =0 
avendo posto: 
3A + hk? dS 
8 = Ale Ce — Qe SDL 
(18) F(A) = arcte-a aes 


In vicinanza dell’origine, svolgendo F (A) in serie di potenze, otteniamo: 
seat 4 alate Ae Aas 
(19) F(A) =— ce —k A’ + termini superiori 
3 
Ja quale mostra che F(A) ha nell’origine uno zero di quinto ordine ed 
inoltre — se si ha aon — assume valori positivi per A positiva e sufh- 


cientemente prossima a zero. 
D’altra parte la (18) mostra che F(A) tende verso — co quando A 


tende verso + co: ne segue quindi che, se ese Ja F(A) ha un nu- 


mero dispari di radici reali positive, diverse da zero. 
Dico perd che ne ha una soltanto ed, a questo scopo, basta far vedere 


che la derivata a ha una sola radice reale positiva diversa da zero. 
Infatti derivando la (18), si ottiene con alcune riduzioni 
dF at 
SS et ee Ve a 8 k ee —_ k2 
OOS as CET OICER Ot bie sigs) 
4 


la quale, se si ha k2<<—, ha evidentemente una sola radice reale positiva 
T5 


: 4 
diversa da zero, mentre non ne ha nessuna se k? lee 


aiden oe 


Riepilogando, se si ha eae lequazione (A) = 0, oltre alla ra- 


dice 4 = 0 corrispondente alla configurazione sferica (stabile), ammette una, 
ed una sola, radice reale positiva diversa da zero A = A, la quale corrisponde 
ad un ellissoide rotondo schiacciato (instabile). 

Possiamo dunque concludere che, nelPipotesi della repulsione cosmica ¢ se 


si ha h@<, un fluido in quiete pud assumere la forma di unellissoide ro- 
15 


tondo schiacciato. 


5. Con alcuni calcoli, su cui forse ritorneremo per le eventuali appli- 
cazioni, si dimostra che se il coefficiente repulsivo € tende verso zero - e 


; R 7/3 
quindi se R tende verso co — la radice A, tende verso ae oe mentre 


ye 
il semiasse equatoriale a tende verso R \V=- Si dimostra pure che, in 
questo caso, la forza attrattiva ]ungo l’equatore dell’ellissoide, pur conser- 
vandosi sempre maggiore della repulsione, tende ad eguagliarla, onde la gra- 
vita tende a zero lungo |’equatore stesso. 

Ora in realta - supponendo sempre che la repulsione esista realmente - 
il coefficiente ¢ &€ certamente assai piccolo. L’ellissoide, di cui parliamo, ¢ 
dunque certamente assai schiacciato, ha un diametro estremamente grande 
e gravita debolissima all’equatore, onde la materia puOd uscirvi assai facil- 
mente. Ovviamente se il fluido, anziché essere in quiete, € soggetto ad un 
moto di rotazione anche tenue intorno all’asse di figura — come l’osserva- 
zione ha mostrato per molte nebule — Vellissoide risulta ancora pit schiac- 
ciato, mentre luscita di materia dalle regioni equatoriali si rende ancora 
piu facile. Come si vede, il modello a cui giungiamo presenta notevole ana- 
logia coni nuclei delle nebulose extragalattiche; ma qui sorgono varie que- 
stioni meccaniche e cosmogoniche che dovremo esaminare in altra occasione. 


6. Per terminare con un esempio, supponiamo che si abbia k? = o.1. 
Allora, come é& facile vedere, unica radice reale positiva 4, della (18) é 
assai prossima ad 1.0. 

In conseguanza, per la (15), se il fluido é in equilibrio (w = 0), esso 
puo assumere sia la forma stabile di una sfera, sia quella instabile di un 
ellissoide rotondo schiacciato col semiasse equatoriale a = c)/2, vale a dire 
circa una volta e mezzo maggiore del semiasse polare. 


sesiick Fee 


Fisica. — Ricerche di fotoresistenza metallica in corrente d’ acqua. 
Nota“ del Socio Q. Majorana. 


Come ho gia accennato in una Nota precedente ©), al fine di poter di- 
stinguere un eventuale effetto termico, da un puro effetto fotoelettrico di 
nuova natura, ho esaminato Vinfluenza di una corrente d’acqua sulla lamina 
metallica colpita dalla luce, capace di provocare l’azione fotoresistente da me 
osservata. 

Evidentemente con tale artificio, si deve provocare una depressione nel- 
Yampiezza delle fluttuazioni termiche, prodotte dall’energia termica assorbita 
dalla lamina; e l’effetto termico (cioe la variazione di resistenza sotto |’azione 
termica) deve diminuire. Ho eseguito tali esperimenti servendomi per ora 
solo di vetri platinati, giacche Lacqua, specialmente se in moto, deteriora 
facilmente i depositi degli altri metalli. Il dispositivo migliore da me realiz- 
zato & indicato alquanto ingrandito nella figura. Una scatola di ebanite E é, 
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sul davanti, chiusa da una lastra di quarzo Q. Mediante tubi di cauccil e 
attraverso gli attacchi T,,T,, puo farsi entrare e circolare nell’ interno 
della scatola una corrente d’acqua della conduttura stradale. Essa passa vio- 
lentemente sulla lamina di vetro platinato L che, fissata sul fondo della sca- 
tola, rimane discosta con la sua faccia metallica soltanto 1/10 di mm. dalla 
Jamina di quarzo Q. La lamina o vetro platinato ha la solita lunghezza 
di circa 5 cm. e tale sua dimensione ¢ sita perpendicolarmente al piano del 
disegno; la sua larghezza, ingrandita nella figura, € di circa 6 mm.; 1 suoi 

(1) Pervenuta all’Accademia il 4 ottobre 1933. 

(2) V. questi « Rendiconti», XVI, pp. 179, 549. In questa Nota faccio anche implicito 


riferimento a tutte le altre presentate da me recentemente, sullo stesso argomento. 
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estremi sono connessi con elettrodi, traversanti le pareti di ebanite e non indi- 
cati in figura. L’acqua che scorre su L pud essere animata da una differenza 
di pressione fra T, e T,, che pud regolarsi fra zero e tre atmosfere circa “. 
Da determinazioni di portate in vari casi, e dal valore della sezione libera di 
efflusso (tra vetro platinato e quarzo; essa € di circa cmq. 0.1 K 4), posso 
risalire alla velocita media dell’acqua nell’intercapedine che determina tale se- 
zione. Essa risulta al massimo di circa 16 m./sec. 

Dird ora dei risultati ottenuti con tale dispositivo, sperimentando di 
solito con lampada ad incandescenza. Sostituito alla lamina libera nell’aria 
del congegno a cellula fotoelettrica, il dispositivo ora descritto si ascolta, 
per una determinata frequenza (p. es. 600) di interruzione del raggio, un 
suono al telefono di una certa intensita, 0, corrispondentemente, si osserva 
al galvanometro una certa deviazione; e cid, quando ancora non si é fatta 
penetrare l’acqua nel dispositivo. La semplice introduzione dell’acqua abbatte 
notevolmente suono o deviazione (circa a meta). Ma, costringendo l’acqua 
a muoversi, anche alla massima velocita, non si ha al telefono alcuna ulte- 
riore variazione di intensita; e cio, tanto che si sperimenti colla lampada a 
mercurio che con quella ad incandescenza. Al galvanometro si ha risultato 
analogo; talvolta anzi, il mettere in moto lacqua, fa leggermente aumentare 
la deviazione. Ho riconosciuto che tale fatto pud essere dovuto probabilmente 
alla diminuzione di resistenza elettrica media della lamina (questa sotto l’azione 
della luce si scalda di parecchi gradi, insieme col vetro di supporto e l’acqua 
stagnante) per l’effetto dell’acqua in moto che ne abbassa la temperatura. Con 
cid, la corrente elettrica continua, circolante nella lamina aumenta e con- 
seguentemente le sue fluttuazioni assolute, dovute all’effetto che $i studia, 
aumentano pure. Vi puo essere ancora un’altra causa: |’acqua in moto asporta 
rapidamente le piccole bollicine d’aria che, sotto lazione della luce si for- 
mano nella sua massa, diminuendone la trasparenza. Prescindo, peraltro, da 
tali circostanze, di entit’ assai debole, e desidero far rilevare come non ab- 
biano gran credito certe obbiezioni che si possono fare ad esperienze del 
genere. Esse derivano principalmente dal volere applicare sommariamente 
al dispositivo da me impiegato, le risultanze delle legge di Poiseuille, che, 
per vero dire, si riferisce a condotte d’acqua di sezione costante e circolare. 
Secondo tale estensione, si pud pensare che la velocita, dell’acqua alla super- 
ficie metallica di platino, colpita dalla luce, sia praticamente nulla, e che 
quindi nessuna, o se mai una piccola differenza nel regime termico pulsante 
della lamina, debba intercedere fra i due casi dell’acqua in quiete od in moto. 
Se realmente si trattasse di una tubazione cilindrica con sezione circolare, 
anziché rettangolare @), la legge di Poiseuille darebbe per la velocita mas- 


(1) La pressione massima di 3 atm. & stata ottenuta con l’aggiunta di una pompa 
centrifuga alla tubazione stradale. 


(2) Nel caso nostro la tubazione é a sezione assai variabile, prima e dopo la lamina; 
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sima della vena centrale il valore Umax = 2Vo, essendo vo la velocita media. 
Cio corrisponderebbe, come é noto, ad una distribuzione delle velocita dei 
filetti liquidi crescente dalle pareti della tubazione verso l’asse di questa. Sulle 
pareti naturalmente, la velocita sarebbe nulla. Praticamente, potrebbe ritenersi 
anche che tale velocita sia trascurabile per uno strato addossato alle pareti, 
di spessore relativamente notevole; talché la lamina potrebbe pensarsi come 
quasi isolata termicamente ed incapace di risentire sensibile conseguenza, nel 
suo regime termico, dal moto della restante quantita d’acqua. Ora, realmente, 
come hanno fatto vedere alcuni ingegneri americani, dei cui risultati si é¢ 
servito il prof. Zeeman“, nelle sue ricerche sul trascinamento della luce da 
parte dell’acqua in moto, quella formula va sostituita con laltra Umsx = 1.19 Uo. 
Cio significa che la velocita di efflusso nella sezione cilindrica decresce, dal 
centro verso la periferia, con rapidita notevolmente minore di quanto vor- 
rebbe la legge di Poiseuille. La ragione di questo scarto risiede nel fatto che, 
a velocita forti, corrisponde il regime turbolento: i vortici che si formano 
tendono a diminuire la differenza di velocita tra due strati longitudinali adia- 
centi, inquantoché ciascuna particella d’acqua ha, in ogni istante, grande pro- 
babilita di trasferirsi da uno strato ad altro contiguo. Come conseguenza di 
cid, deriva che lo strato di liquido aderente alle pareti del tubo di efflusso, 
che pud considerarsi praticamente ferma, ¢*pit sottile di quello che vorrebbe 
la legge di Poiseuille (cioeé, grosso modo, ridotto a meta). Ma tale osserva- 
zione non potrebbe ridurre che di relativamente poco le obbiezioni suaccen- 
nate. Consideriamo piuttosto, come ben diverse sieno realmente le condizioni 
di efflusso dell’acqua nelle mie esperienze. In esse si tratta, anziché di una 
vena liquida cilindrica, di un vero e proprio velo piano dello spessore di 
0.1 mm. e largo 4 cm. La sua lunghezza, nel senso dell’efHusso, ¢ di 
circa 6 mm., ed in certi modelli del mio apparecchio, ancora meno. Inoltre, 
la vena liquida subisce due bruschi ed ampi cambiamenti di sezione, prima 
e dopo la lamina metallica su cui scorre. Come conseguenza di tali circo- 
stanze, la legge quadratica di Poiseuille non & certamente applicabile. Nel 
caso ideale di regime non turbolento a sezione rettangolare schiacciata, si 
deve venire a sostituire a tale legge altra, che probabilmente ¢ piu vicina 
a quella lineare. La velocita di efflusso della fibra media sarebbe cosi pit 
prossima a quella accanto alle pareti. Ma, anche tali condizioni della vena 
di efflusso sono ben diverse da quelle delle mie esperienze. Infatti, la grande 
velocita di efflusso (sino a 16 m./sec.) e la contrazione brusca della vena 
sulla lamina metallica fanno ritenere che pit’ che mai il regime debba essere 
turbolento. Concludo da tutto cid che ben piccolo deve essere, di fronte allo 
spessore di tutto il velo liquido, (0.1 mm.), lo strato di questo aderente alla 


e tale sezione, nella localita della lamina é rettangolare con uno dei lati piccolissimo di 
fronte all’altro. 
(1) «Arch. Néer.», t. X, p. 132, 1927. 
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lamina, che possa considerarsi praticamente fermo. Esso difhicilmente puo 
esser valutato a pit: di 1/50 della meta dello spessore liquido in moto; e 
cioé dell’ordine del micron. 

Cid posto, prendiamo ad esaminare come avvenga la sottrazione, da 
parte dell’acqua, del calore ricevuto dalla lamina, per larrivo dell’energia 
raggiante. Come ho gia fatto vedere nella Nota citata, tale calore si pro- 
paga, almeno in buona parte, nell’interno della massa vitrea di sostegno 
della lamina metallica, sotto forma di un’onda rapidamente smorzata. Se Ja 
lamina ¢ immersa nell’acqua, |’intensita di partenza dalla lamina di tale onda 
si affievolisce perche si forma una seconda onda verso I|’acqua Ja cui lun- 
ghezza, se l’acquaé ferma e non vi sono moti calorifici convettivi, puo rite- 
nersi dello stesso ordine di grandezza di quella residua nel vetro. Infatti, tale 
lunghezza d’onda é data da: 
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dove k,o,¢ sono la conducibilita calorifica, la densita ed il calore specifico 
del mezzo (nel caso attuale p e c sono eguali all’ unita). Ammettendo che per 
Pacqua k = 0.0015 e considerando la frequenza n = 600 (media di quelle 
ottenibili col disco a 24 fori) siiha 1] = 56m. Per il vetro, la lunghezza 
d’onda risulta di 40. Si vede dunque che la lunghezza d’onda calorifica 
attraverso il velo d’acqua é una buona parte dello spessore di questo (circa 
la meta). Se ora si riflette che il calore ceduto periodicamente dalla lamina 
all’acqua, si deve distribuire in uno spessore dell’ordine di una mezza lun- 
ghezza d’onda, si vede come tale spessore di 28 w sia ben superiore al sottile 
strato liquido (gia valutato dell’ordine del w), che si puo supporre aderente 
alle pareti e quasi immobile, nel caso dell’acqua in moto. Necessariamente 
dunque, il movimento dell’acqua deve cambiare il regime termico della la- 
mina, favorendone il raffreddamento. 

Se dunque l’effetto osservato fosse di natura prevalentemente calorifica, 
alla variabile velocita dell’acqua, dovrebbe corrispondere, per la frequenza 
accennata, diversa intensita dell’effetto stesso; il che é nettamente contradetto 
dalla esperienza. Si puo dire infatti che non vi ha praticamente differenza 
nell’intensita che si ascolta al telefono, o nell’ampiezza di deviazione del 
galvanometro, mettendo in moto od arrestando |’acqua che scorre sulla la- 
mina. Mi sembra che tale constatazione sia decisiva, nel senso di dover 
ammettere che la luce provoca direttamente un’azione sulla lamina metallica, 
che non pud chiamarsi, per lo meno esclusivamente, di natura termica. Ne, 
a rendere dubbia tale conclusione pud invocarsi un eventuale rallentamento 
della propagazione calorifica, prodotto da eventuale piccolezza del coefficiente 
di trasmissione tra metallo ed acqua. Dato infatti l’intimo contatto tra queste 
due sostanze e la grande conducibilita del metallo, si deve ritenere quel 
coeficiente certamente superiore a quello tra due strati contigui di acqua. 
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E, infine, tenuto conto della estrema tenuitd dello strato metallico di fronte 
a quello del velo d’acqua, si deve ancora ammettere che per la frequenza 
media considerata (m = 600), lo spessore del metallo sia cosa assai piccola 
e addirittura trascurabile in confronto alla lunghezza d’onda calorifica nel 
metallo stesso. Si deve dunque pensare, che in ogni istante, tutta la massa 
metallica della lamina abbia la stessa temperatura; questa deve essere anche 
quella dello strato d’acqua immediatamente aderente. 

Mi sembra che tutte queste considerazioni portano a concludere che la 
luce provoca nella lamina metallica un’azione diretta, di nuova natura, ben 
distinta da una vera e propria azione termica. Certamente, quest’ultima esiste 
in misura cospicua, quando la lamina non sia immersa nell’acqua, ed esiste- 
rebbe forse in modo pit notevole, se si fosse potuto sperimentare con la- 
mine di uguale spessore, ma isolate nell’aria (cioé soltanto fissate a due 
elettrodi estremi), o meglio nel vuoto. Ma le molteplici esperienze eseguite, 
fanno vedere che |’acqua abbatte gid quasi completamente |’azione in parola, 
se € ferma, e tanto meglio se @ dotata di grande velocita. 

Probabilmente, il piccolo effetto constatato con |’Al, mediante la ]am- 
pada ad incandescenza nell’aria (la lampada a mercurio non da quasi nessun 
effetto), corrisponde a pressoché esclusivo effetto termico. Questo effetto spa- 
rirebbe del tutto, se si potesse sperimentare anche per questo metallo in 
corrente d’acqua. Non ho sufficienti elementi per discutere sotto questo 
aspetto, l’effetto negativo del Na; sembrerebbe che per tal metallo, preparato 
nel modo gia visto, anche l’effetto puramente termico sia praticamente nullo; 
ma tale conclusione € per ora prematura. 

Quanto si é ora detto, si riferisce allo studio dell’intensita dell’effetto 
(mediante il telefono od il galvanometro), usando lamine di vetro platinato, 
con o senza la presenza dell’acqua (ferma od in moto). Va ancora detto 
qualcosa, sulla misura, in tali variabili condizioni, dello spostamento di fase o. 
Le ultime determinazioni da me fatte mi portano ad ammettere per 9, va- 
lori sensibilmente inferiori nel caso della lamina in acqua; e cioe 40° 0 35°; 
in confronto di 45° e qualche volta sensibilmente di pit, nel caso di Jamina 
libera. E da notare che, per le frequenze medie ed alte (cioé da 600 circa 
in su), non mi é stato possibile rilevare sensibile differenza nel valore di 9, 
mettendo in moto od arrestando l’acqua. Non posso dire se altrettanto debba 
essere anche per le basse frequenze (al disotto di 300), dappoiché, in tale 
caso, le misure sono incerte e difficili. 

Come ho gia accennato nella Nota citata“ le esperienze in acqua ferma 
od in moto mi avevano da tempo permesso di eseguire misure di fotoresi- 
stenza metallica di carattere statico; cio¢ con luce di intensita costante, e non 
pulsante. Il dispositivo che ho descritto in questa Nota si presta alla ripe- 
tizione di tali esperienze. Ed i risultati gia precedentemente annunziati ri- 
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sultano sostanzialmente confermati. Nulla ho percid da aggiungere alle con- 
clusioni relative alle misure gia allora eseguite. Al pit posso dire che sarebbe 
interessante sperimentare con velocita di efflusso molto superiori di quelle gia 
raggiunte da me, al fine di controllare la definitiva attendibilita dei valori 
limiti della grandezza AR/R. Ma é facile comprendere le diffcolta di una 
simile ricerca. D’altronde, ¢ da osservarsi che se nel caso delle esperienze 
statiche puo avere influenza la velocita sino a 16 m./sec. e oltre, si € visto 
nel caso delle esperienze a luce variabile o pulsante, come specialmente per 
le alte frequenze, non vi ha praticamente differenza fra i risultati ottenuti 
con acqua ferma ed acqua in moto. Sotto questo riguardo le ricerche con 
velocita di efusso maggiore, non hanno interesse. 

Dal complesso di quanto si & esposto, si pud con ragione ricavare una 
presunzione di piu, circa l’esistenza, almeno parziale, della caratteristica fo- 
toelettrica del fenomeno di fotoresistenza metallica. 


Biologia. — Divisione mitotica di cellule nervose im colture 
in vitro. Nota® del Socio G. Levi e HertHa Meyer. 


Un frammento di un organo espiantato in vitro muta sostanzialmente 
i propri caratteri, perché i suoi elementi costitutivi diventano ameboidi ed 
abbandonano la trama dell’organo, dirigendosi rapidamente verso il mezzo 
artificiale nel quale l’espianto ¢ immerso. Contemporaneamente, sia gli ele- 
menti che rimangono nell’organo che quelli emigrati, si moltiplicano rapi- 
damente, anche quando l’organo aveva un grado di maturita tale, che i 
processi di proliferazione si erano attenuati e spenti. 

Gli organi del sistema nervoso si comportano in modo diverso; in 
essi si manifesta una differenziazione ed una rigenerazione dei prolungamenti 
delle cellule nervose; la migrazione di queste é limitata e si ritiene non si 
moltiplichino; soltanto nelle cellule epiteliali indifferenziate del sistema ner- 
voso embrionale furono riscontrate mitosi; e, nelle colture dei gangli, anche 
nelle cellule mesenchimali. 

Negli studi antichi e recenti sul tessuto nervoso in vitro non si fa pa- 
rola di moltiplicazione di neuroblasti, ne di cellule nervose pil mature, con 
una sola eccezione. Martinovic (1932) riferisce di aver visto mitosi in cel- 
lule nervose emigrate da espianti di corteccia cerebrale di gattino di pochi 
giorni. Le mitosi si manifestano gia 12-16 ore dopoché il tessuto fu espian- 
tato e continuano per 2-3 settimane. Di solito la divisione si manifestava 
in cellule aderenti al vetrino unite in gruppi di 3-5. In cellule isolate le 
mitosi furono sorprese soltanto dopo la metafase, cosicché PA. non puod 


(1) Presentata nella seduta del 5 novembre 1933. 
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escludere che all’ inizio del processo le cellule fossero in contatto con altre. 
L’A. riproduce una figura schematica di cellula in anafase con 2 neuriti.ai 
poli, rettilinei, rigidi; sembra che il processo fosse lento, lo strozzamento 
equatoriale si iniziO soltanto 35 minuti dopo il distacco dei cromosoni. 

Tale reperto non puo a meno di sorprendere chi abbia qualche cono- 
scenza dell’argomento. Uno di noi ha da molti anni esaminato un gran 
numero di colture di tessuto nervoso e non ha mai potuto sorprendere di- 
visioni mitotiche in elementi nervosi. 

Pero osservazioni eseguite di recente hanno eliminato questi nostri 
preconcetti. 

In colture di rombencefalo e di cervelletto di embrione di pollo dal 
7° al 12° giorno, allestite con una tecnica alquanto diversa dall’abituale, 
abbiamo veduto in vivo numerosissime mitosi in cellule nervose emigrate 
dalPespianto. Gli stadii di sviluppo nei quali furono viste pil numerose le 
cellule nervose in mitosi sono dati da embrioni dall’8° al 12° giorno; anche 
in espianti di rombencefalo di embrioni al 14° giorno e di pulcini neonati 
abbiamo ottenuto qualche risultato positivo; pero su quest’ultimo materiale 
la nostra esperienza & pil limitata. Le colture erano trapiantate ogni due 
giorni in plasma e succo di embrioni fresco; ad ogni passaggio si produ- 
ceva una rilevante retrazione del coagulo di plasma, in seguito alla quale 
una corona di cellule si separava dall’espianto rimanendo congiunta ad essa 
da fibre tese. Questa, che fu chiamata migrazione passiva degli elementi 
nervosi, fu vista molti anni or sono da uno di noi, fu pit tardi meglio 
studiata da Olivo. In un secondo tempo molte cellule nervose emigrano 
attivamente in quest’interstizio ed infine si spingono nel plasma, senza pero 
mai arrivare a grande distanza dall’espianto. 

La divisione mitotica avviene soltanto in cellule situate in immediata 
vicinanza dell’espianto; non di rado sono soyvrapposte ad una membrana 
epiteliale ed in tal caso é difficile di analizzare nei particolari lo svolgi- 
mento del processo mitotico. Perd abbiamo avuto la ventura di seguire 
tutte le fasi del processo anche in cellule isolate contenute nel plasma, oppure 
aderenti al vetrino ed immerse nel velo liquido, il quale occupa I’ intervallo 
fra il margine del plasma retratto e l’espianto; esse possono essere libere 
oppure unite da qualche prolungamento a cellule vicine, 

La mitosi decorre in modo tipico e spesso pili velocemente che nei 
fibroblasti e nei mioblasti; in un caso fra Ja separazione dei gruppi di cro- 
mosomi e la divisione completa intercedevano soltanto 4 minuti; lo stroz- 
zamento equatoriale si compie in pochi secondi. Il decorso tanto piu rapido 
del processo in confronto a quanto ha visto Martinovi¢ dipende forse dalla 
diversit’ del materiale. Le cellule assumono costantemente la caratteristica 
forma sferica e l’aspetto opaco ben noto, come in tutte le mitosi in vitro: ma 
mentre i mioblasti ed i fibroblasti rimangono in qualche caso appiattiti anche 
durante il processo di divisione, cio non si verifica mai per le cellule nervose. 
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Durante la fine dell’anafase e la telofase vi ¢ una differenza molto spic- 
cata fra processo mitotico delle cellule nervose e quello di altri element; 
che in nessun caso sono emesse le gemme ameboidi tanto costanti nelle 
mitosi dei fibroblasti e degli elementi muscolari (Burrows, Levi, Bucciante). 
La cellula mantiene durante la metafase e |’anafase forma regolarmente sferica, 
alla fine dell’anafase diviene elissoidale; e, dopoché ¢ avvenuto lo strozzamento 
equatoriale, anche le due cellule figlie rimangono per qualche tempo sferiche. 

Veniamo a dire di come si modifichi il carattere pit nettamente spe- 
cifico delle cellule nervose e che meglio di ogni altro vale a distinguerle 
durante la mitosi da altri elementi; la presenza di lunghi e sottili prolun- 
gamenti, i quali differiscono dalle propaggini dei fibroblasti, perché essi 
hanno i caratteri ben noti di fibre nervose. Sarebbe stato importante di pa- 
tagonare, dal punto di vista dei caratteri dei prolungamenti, le due cellule 
figlie colla cellula madre, prima dell’ inizio del processo mitotico, ma ciO 
finora non fu possibile, perché, com’é noto, & sempre difficilissimo di sor- 
prendere nelle colture viventi il processo mitotico all’inizio della profase. 

A profase inoltrata le cellule hanno forma sferica ed il ben noto aspetto 
opaco a refrangente; di solito persistono 2-3 sottili e lunghi prolungamenti 
coi caratteri di fibre nervose. 

Comunque, anche se Ja cellula in mitosi aveva retratto i prolungamenti 
nervosi e percio era difficilmente riconoscibile da cellule non nervose, subito 
dopo lo strozzamento equatoriale molteplici prolungamenti sono riemessi ed 
essi crescono con sorprendente rapidita. 

Quando essi persistevano durante tutto il processo, la loro distribuzione 
nelle due cellule figlie non avveniva secondo norme costanti; talora da una 
delle due cellule figlie partono 2-3 prolungamenti, mentre |’altra ne é priva 
o ne possiede uno solo. 

Subito dopo lo strozzamento equatoriale si producono nelle due cellule 
figlie rilevantissime trasformazioni. I due pirenofori mantengono per un certo 
periodo forma sferica, ciononostante manifestano attivita ameboide, emettono 
membranelle ialine molto trasparenti, identiche a quelle che furono descritte 
da Olivo nei neuroblasti in migrazione. Ed infatti il pit sovente le due 
cellule si allontanano luna dallaltra e fra di essi rimane teso un peduncolo, 
il quale, quanto pit: le due cellule si discostano, si assottiglia, assumendo 
i caratteri di una fibra nervosa. Nello stesso tempo emettono nuovi prolun- 
gamenti, che crescono rapidamente in lunghezza; e cosi pure i prolunga- 
menti preesistenti emettono sottili rami collaterali; questi talora persistono, 
ma spesso sono di esistenza fugace. Anche Ja fibra che collega le due cel- 
lule si modifica. Nell’osservazione illustrata a fig. 1 un ramo_ collaterale 
della fibra anastomotica si € unito in un primo tempo colle sue ramifica- 
zioni a cellule dell’espianto (F), pil tardi altri suoi rami si sono anasto- 
mizzati colla cellula a? derivata dalla divisione; pil tardi ancora le connessioni 
della fibra reuniente sono divenute pli complesse. 


<n 


72,350 


Fig. 1. - Trasformazioni osservate in una cellula nervosa vivente in mitosi e nelle 
due cellule figlie che ne derivano, durante un periodo di circa 8 ore; da una coltura di 
rombencefalo (embrione al principio del 9° giorno @’incubazione); la coltura fu mantenuta 
durante tutta l’osservazione sotto il microscopio alla temperatura di 38°. A-B metafase e 
telofase; C-P, trasformazioni successive nelle due cellule figlie; in D la fibra che unisce 
le due cellule figlie & cresciuta in lunghezza ed i due rami collaterali, i quali nascevano 
dalle due cellule si sono spostati; uno di questi scompare, l’altro nasce dalla fibra anasto- 
motica. Uno spostamento analogo si produce per la fibra d (vedi E) il quale in origine 
si dipartiva da a’. 

In D-H le due cellule figlie emettono membranelle ialine (ne fu disegnato soltanto 
il contorno); in I la cellula a? si appiattisce ed assume forma irregolare; in K si nota un 
appiattimento analogo anche per a’. 

In L-M le due cellule si sono ravvicinate; la fibra anastomotica, per le connessioni 
che si sono stabilite fra di essa e le cellule nervose dell’espianto, ¢ a stento riconoscibile. 
Per le ulteriori trasformazioni vedi il testo, 
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Dopo un periodo di tempo variabile (da pochi minuti a 2 ore dopo 
la divisione) le due cellule figlie si appiattiscono, diventano trasparenti ed 
il loro contorno si fa irregolare. Ciononostante l’attivita ameboide dei pro- 
lungamenti continua; essi emettono collaterali ¢ crescono considerevolmente 
in lunghezza. In un caso in cui le cellule provenienti da divisione mitotica 
furono seguite quasi ininterrottamente per un periodo di circa 19 ore, ri- 
sulto che un prolungamento nei caratteri di una fibra era cresciuto in lun- 
ghezza di quasi il doppio. 

In qualche caso ci accadde di osservare che le due cellule figlie dopo 
essersi, come di solito, discostate, si ravvicinano, ed allora la fibra che le 
univa, collegata, come abbiamo detto, ad altre cellule mediante rami ana- 
stomotici formatisi secondariamente, s’incurva formando una lunga e sottile 
ansa. Oppure la fibra reuniente si accorcia e s’ispessisce di nuovo, fino al 
punto che il ponte anastomotico quasi scompare. Senza diffonderci in ulte- 
riori particolari, ci limitiamo a porre in rilievo il fatto pil. essenziale: che 
nel periodo immediatamente successivo alla mitosi si manifesta nelle cellule 
provenienti dalla divisione una vivacissima attivita ameboide, per cui esse 
emigrano ed emettono prolungamenti, in parte di esistenza fugace; ma 
alcuni di essi persistono e crescono in lunghezza. Le connessioni che questi 
prolungamenti assumono con cellule e fibre nervose vicine possono essere 
transitorie o permanenti. Quando si verifica questa seconda eventualita, ¢ 
evidente che la divisione mitotica contribuisce a rendere pit complesse le 
reti nervose che si formano nella zona di migrazione delle colture di 
tessulti. 

Il fatto dimostrato da Martinovié e da noi, vale a scuotere il principio, 
che finora si riteneva solidamente fondato, che le cellule nervose dell’orga- 
nismo non hanno in nessun caso la proprieta di dividersi? E noto che du- 
rante lo sviluppo embrionale l’aumento numerico dei neuroni non ayviene 
sicuramente per moltiplicazione dei neuroblasti, bensi a spese della riserva 
degli elementi indifferenti, i quali persistono per un periodo limitato dello 
sviluppo. Sappiamo inoltre che questa riserva di elementi indifferenti capaci 
di dividersi si esaurisce precocemente, dimodoché gia durante il periodo 
fetale il numero dei neuroni non si accresce (Morpurgo e Tirelli). 

Ed & pure riconosciuto che Ja capacita di dividersi da parte degli ele- 
menti nervosi non si ridesta neppure in condizioni abnormi; Sanarelli, Mon- 
dino, Cohen ed altri hanno creduto di vedere division1 mitotiche in cellule 
nervose consecutive a ferite del cervello; io stesso molti anni or sono (1896) 
descrissi delle mitosi in elementi che interpretai come nervosi. Pero, data 
la difficolta di riconoscere coi metodi tecnici seguiti da quegli Autori le 
cellule nervose da quelle di nevroglia, quelle osservazioni non ci diedero 
la prova sicura che le cellule nervose mature siano in grado di moltipli- 
carsi. Perd questa possibilita fu ammessa da qualche Autore recente, ed in 
particolar modo Agduhr ha addotto molti argomenti degni di considerazione 


in favore della supposizione che anche nel sistema nervoso maturo si pro- 
duca una moltiplicazione dei neuroni. 

Per il momento sarebbe certo prematuro il pronunciarsi in merito. Nelle 
colture in vitro si manifestano stimoli tanto diversi da quelli che si espli- 
cano nell’organismo embrionale e maturo, che sarebbe certamente poco pru- 
dente il volere dedurre da queste osservazioni che anche nell’organismo, come 
nelle colture, i neuroni si moltiplicano. E perd certamente importante la 
dimostrazione da noi data, che la capacita di dividersi per mitosi nei neuroni 
non si ¢ del tutto spenta per effetto della differenziazione, come fino ad 
oggi si riteneva. 


MEMORIE E NOTE. PRESENPATE DA USCCr 


Matematica. — Sul problema di Mayer“, Nota di B. Manta, 
presentata® dal Corrisp. L. Tonettt. 


E noto che il metodo diretto del Calcolo delle Variazioni fondato sullo 
studio della semicontinuita degli integrali e sull’operazione di passaggio al 
limite nelle successioni minimizzanti non é stato ancora esteso in generale 
ai problemi condizionati con.equazioni di condizione in termini differenziali; 
Si puo pero dimostrare che, almeno in alcuni casi, dalle condizioni suffi- 
cienti per Ja semicontinuita degli integrali e per l’esistenza della soluzione 
nei problemi relativi agli estremi liberi , si possono dedurre delle condizioni 
sufficienti per Ja semicontinuita e per l’esistenza della soluzione nel problema 
di Mayer. 

Ci proponiamo di dimostrare questo sopra un caso particolare, ma dalle 
considerazioni che faremo risultera la possibilita di ottenere delle condizioni 
sufficienti anche in altri casi con lo stesso metodo. 

1. Occorre premettere il seguente 


TEOREMA — Sia g(x,y, x’ ,y' ,u) una funzione finita e continua per 
(x,y) appartenente a un campo A contenente tutli i suoi punti di accumula- 
xione a distanza finita, per x’, y' numeri qualunque non entrambi nulli e u 
variabile in un intervallo 1 dell’asse reale; la funzione p(x,y,x' ,)',u) sia 


Tal a - 7 ey aa vn 
non crescente in u e per ognt u dell’intervallo I Vintegrale Je Cees ie ee a9 ce 
Gg 


sia una funzione semicontinua inferiormente della curva C. 


(1) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore 
di Pisa. 


(2) Nella seduta del 5 novembre 1933. 


OS aS a 
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Sia K la classe di tutte le curve continue e rettificabili del campo A 
Ce rar Oy 9 = 1G Ons 


(dove s rappresenta la lunghexza dell’arco ed L ¢ la lunghexza della curva C, 
non necessariamente la stessa per tutte le curve della classe), per le quali Pequa- 
xione differenziale 


(x) Ww = 9(x6),96),2"6), 7G), 4) 


ammette delle soluxioni u(s) assolutamente continue in tutto lintervallo (0 , L) 
con u(s) sempre contenuto in I. 

Allora, considerata una curva Cy di K e detta Uc, (s) una delle soluzioni 
or ora indicate della (1) ad essa corrispondente, la soluzione (se esiste) u(s) 
della (1) corrispondente alla generica curva C di K, e tale che sia uc(0) = 
= tc, (0) ¢, come funzionale della curva C , semicontinua inferiormente sulla C,. 

Dobbiamo dimostrare che, assegnato ad arbitrio un numero positivo ¢, 
si pud determinare un numero p> 0, tale che, per ogni curva C di K 
appartenente ordinatamente all’intorno (¢) di C, e per la quale l’equazione (1) 
ammietta una soluzione assolutamente continua uc(s) in (0, L) con uc (0) = 
= tc, (0), fissata comunque una corrispondenza 2) fra i punti della C e 
della C, in modo che la distanza fra due punti corrispondenti qualsiasi ri- 
sulti sempre =p, si abbia, per ogni coppia di punti corrispondenti di C e 
di oGs, 


uc > uc, — €. 


Per semplicita di scrittura indicheremo con u e wo i valori di uc e uc, 
rispettivamente ; indicheremo poi con x,y,.x’,¥’, le coordinate e le loro 
derivate rispetto alla lunghezza dell’arco di un punto corrente sulla C, e 
CON Xo, Yo,X,»V, gli elementi corrispondenti sulla Cy. 

Dividiamo C, in un certo numero n di archi y,,Y2,°*: Yn, abba- 
stanza piccoli affinché, essendo m; il massimo di 1 (s) su yi, si abbia 


& [9,053,595 m) de> [Ce r900 435 1H) — 
ig ee C, 


Vi 


Determiniamo quindi ep >>o in modo che, per ogni arco di curva con- 
tinua e rettificabile y, appartenente ordinatamente all’intorno (9) di yi, si 
abbia 

' € 
Joc’ 1m) ds > | (Xo 5 Yor Xp > Yo » mi) ds — > ; 
Y Yi 


(1) Per la definizione delle corrispondenze Q (che sono delle corrispondenze ordinate) 
si veda L. Toneti1, Fondamenti di calcolo delle variaziont, I, p. 72. 
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Allora, per ogni curva C di K la quale appartenga ordinatamente al- 
Pintorno (9) di Co, fissata comunque una corrispondenza Q fra i punti di C 
ei punti di C,, in modo che la distanza fra due punti corrispondenti qual- 
siasi sia sempre =p, se u(s) risulta sempre non maggiore di 1, calcolata 
nel punto corrispondente di C,, si ha 


(2) [9 Geay.2' 9" sudds > | @ Goo o02 Ios ta) ds —e. 
‘ é 


Cc 


Il numero (g) pud essere scelto in modo che la (2) sia soddisfatta per 
ogni arco parziale di C,, vale a dire che se C’ e Co sono due archi qua- 
lunque della C e della C, corrispondentisi secondo la corrispondenza gia 
fissata, e se su tutto C’ la w & non maggiore della 1. calcolata nel punto 
corrispondente di C), risulti 


(2%) [e Casey x Net) ds > | © 0, Yor 2 Yortte) ds—e- 
Cc oe 
Infatti sia 
(3) Op Ops ee gla es = 


una successione di numeri positivi decrescenti e tendenti a zero, e suppo- 
niamo che per ogni g della successione (3) esistano degli archi di C, non 
soddisfacenti alla condizione espressa dalla (2*). La successione degli insiemt 
di questi archi ammette almeno un arco di accumulazione Yo, e di qua de- 
duciamo facilmente un assurdo che dimostra quanto abbiamo affermato. 

Supposto da prima che yo si riduca a un punto, detto m il massimo 
di wo (s) su Co, determiniamo p> 0 tale che per ogni arco y appartenente 
all’'intorno (9) di yo sia . 


fe@ye yma 
Y 


Allora per ogni arco y’ di C, appartenente all’intorno (2) di yo e tale 


, , € 
[Cos do 8s Yome) ds< 9? 


26 


v 


Xi 


6) foc. r d= [ex 7 ,md>—L> 
Y 


> | (0590559 to) ds—e, 
y! 


el ia , 
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essendo y un qualunque arco di curva continua e rettificabile appartenente 


ordinatamente all’intorno (2) di y’ ed essendo u(s) definita su y e non 


maggiore di w,(s) calcolata nei punti corrispondenti di y’. Cid contraddice 
la definizione di yo. 


Se Y non si riduce a un punto, determiniamo un e’ >> 0 tale che per 


Ogni arco y appartenente all’intorno (e’) di uno qualunque degli estremi 
ai” Van Sia 


| OLErs 5 mM) ds on ee 
Y 


fissiamo poi un arco y; tutto contenuto nell’interno di y, e tale che i due 
/ 


archi rimanenti di yo appartengano agli intorni (e degli estremi diy, e 


inoltre sia 


€ 


J 2G Yea Nh tle) ds < [© Cos y0 85 19a) as -- 


Vr Yo 


5, I : 
Deteriminiamo poi ORS e, tale che per questo p e per y, sia 


€ 


Cio 


soddisfatta la condizione espressa dalla (2*), sostituendo ivi ¢ con 


posto, sia y’ un arco qualunque di C,, contenente y, nel suo interno, per 


il quale i due archi formanti y’ —y, appartengano agli intorni (= degli 
estremi di yo e inoltre tale che 
, ' ; ' ' € 
fe (Wo Hoo X59 Vos Ho) ds< [ Gos Yoo Noo to) ds og ; : 


, 


x Yo 


Ora, se y € un arco appartenente ordinatamente all’intorno (@) di y’ 
e se, essendo fissata una corrispondenza Q fra i punti di y e di y' in modo 
che la distanza fra due punti corrispondenti sia sempre non maggiore di e, 
u(s) € una funzione del punto corrente su y sempre non maggiore di wp (5) 
calcolata in un punto corrispondente di y’, considerando la parte di y che 
corrisponde a y, e i due archi di y che corrispondono ai due archi for- 
manti y’ —y;, si ha 


Po cesysx’ sy suds — 7% +( [eo (os 3003 135m) ds — F)> 


v Yr 


> | @ Gor Joao Nate) ds —e. 
y’ 
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Cid contraddice alla definizione di Yo. 

Sia dunque p un numero positivo tale che per ¢ =p la condizione 
espressa dalla (2*) sia soddisfatta per ogni arco parziale di C,, © suppo- 
niamo che esista una curva C della classe K, appartenente ordinatamente 
all’intorno (9) di C,, e tale che la soluzione w della (1), relativa ad essa 
con «(0) = uo (0) (ammesso che tale soluzione esista) verifichi la disu- 
guaglianza 


(4) u(P) =u (Po) —< 


per almeno una coppia di punti corrispondenti di C e di C,, intendendosi 
Ja corrispondenza nel senso gia indicato. 

In queste ipotesi, esiste una coppia di punti corrispondenti P , Po di C 
e di Co, precedenti rispettivamente P e Po su queste due curve e tali che 
u(P) = u(P.), mentre per ogni altra coppia di punti corrispondenti di 


PPe pee si ha u< uo. Ma allora 


eco sy) ds > | © (Xo > Vos Xo V9 Ho) GS—E, 
PP Py Po 
e percio 
u(P) >. (Po) —eé 
contro la (4). 
Cosi é dimostrato il teorema. 


2. Diamo ora delle condizioni sufficienti per l’esistenza della soluzione 
nel problema di Mayer. 


Trorema. - I] campo A sia limitato e chiuso ; 

le funzioni M (x,y), N (x, y) sieno finite e continue in Ae M (x,y) dx+ 
+ N(x, y)dy sia il differenziale esatto di una funzione ® (x, y) continua in 
tutto il campo A (frontiera compresa) ; 

v(x, y,x’,y',u) sia una funxione finita e continua per (x , y) appar- 
tenente al campo A, x’, y’ numeri qualunque non entrambi nulli e u=a, e, 
inoltre, sia sempre posttiva e non crescente in u; 

per ogni u =a fissato, 


[ oGey.%’ 9" sw) ds 


“ 


G 


sia una funzione semicontinua inferiormente ; 
allora, nella classe K delle curve continue e rettificabili C del campo A 
congiungenti due punti fist P, e P,, per le quali l'equazione 


(5) a == M(x, fe Ne) ey ee 


aS 


ammetie una soluxione u(s) assolutamente continua in tutto (0, L), con u (0) 
uguale a un valore fissato uy e u(s)=a, ¢ supposto che K contenga almeno 
una curva, esiste il minimo assoluto di u(L). 


Sia m il minimo di § (x,y, x’, y’, «) per (x, y)inAex’? + y2=7, 
e A sia il massimo modulo di 


® (x,y) —OG:,y.) = [Max + NO), 


P,P 


essendo P un punto qualunque di A. Allora, per ogni curva di K ¢é 


(6) u(s)=—A+ ms + to 
e quindi 


u(L)=—A+mL4+ 4. 


Ne segue che per L tendente a + co anche u(L) tende a + 00. 
E poi sempre 


nL) =| Ode +Nd) tu, 


Pek 


£2 


e percio il limite inferiore i di u(L) in K é finito, e, se indichiamo con 
W,, Vinsieme delle curve di K per le quali : : 


5 I 
u(L)=i+—, 
n 
la successione 


WW wacecers WW tase 


ammette almeno una curva di accumulazione continua e rettificabile: sia C,. 

Definiamo quindi la funzione )(x,y,x’,y’,«) per u>>a ponendo 
b(x,y,x,y',u) = v(x,y,x', y ,a), e consideriamo |’equazione differen- 
ziale (5) relativa alla curva Co. 

Almeno in un intorno sufhicientemente piccolo a destra di s = 0, que- 
sta equazione ammette una soluzione u(s) assolutamente continua con 
u (0) = uo“, e, considerato il massimo intorno a destra di s = 0, nel cui 
interno esiste questa soluzione, per la (6), la u(s) risulta ivi limitata infe- 
riormente, e poiche ogni arco di C, é di accumulazione per degli archi di 
curve di K e su queste ¢ sempre u =a, per Ja semicontinuita inferiore del 
funzionale wc(s) dimostrata nel numero precedente, si ha inoltre che la so- 
luzione w (s) relativa a C,, indicata sopra, ¢ pure sempre =a. Ne segue 


(1) Vedi C. CaratuEopory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, Zweite Auflage, 1927, 
D072. 
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che la sua derivata rispetto ad s é limitata in modulo, e quindi (s) esiste 
in tutto il massimo intorno destro di s =o che abbiamo definito sopra, ed 
é in esso sempre uw (s) =. 

Di pil, detta L, la lunghezza di C., questo intorno deve coincidere 
con (0,1), perché altrimenti la soluzione w (s) con u(0) = to, relativa 
a C,, si potrebbe definire in un intorno destro di s == 0 ancora maggiore, 
contro Vipotesi che quello considerato fosse il massimo. 

Dunque l’equazione differenzidle (5) relativa alla curva C,, ammette 
una soluzione u(s) assolutamente continua in (0,L.) con u (0) ==Ha, oe 
quindi C, appartiene a K. Se ne conclude, per la semicontinuita inferiore 
del funzionale uc(s), che C, da Vestremo cercato. 


Osservazione I. — Il teorema ora dimostrato ¢ analogo al VII Teo- 
rema di esistenza per gli integrali in forma parametrica dato dal Tonelli nel 
secondo volume dei Suoi Fondamenti di Calcolo delle Variazioni e coincide 
con esso se nel secondo membro della (5) manca la w. 

Nello stesso modo si ottengono gli analoghi degli altri teoremi dati 
dal Tonelli, sia per gli integrali in forma parametrica sia per quelli in forma 
ordinaria. 

Qui ci limiteremo a enunciare nel n. 3 un’estensione del teorema ora 
ottenuto a un campo A illimitato. 


Osservazione II. — L’ipotesi fatta che le curve C della classe K del 
teorema’ precedente abbiano i punti terminali P, ,P, fissi puo essere sosti- 
tuita da una qualunque condizione che stacchi dalla totalita delle curve con- 
tinue e rettificabili C del campo A una classe completa. 


,, Si ala iheseguente 


Teorema. — Se sono soddisfatte tutte le condizioni del teorema precedente,. 
meno la condizione che il campo A sia limitato; 
se esistono due numeri positivi R e wp, tali che, in ogni punto del 
campo A esterno al cerchio di raggio R avente il centro nell origine delle coor- 
dinate, e per ogni coppia x',y' tale che x*+y'*=1eu=a, la funzione 
b(x,v,x,y,u) soddisfi alla disuguaglianza ; 


UL 


\x? + 2 2 


v(x, y,% ya) => 


nella classe K indicata nell’enunciato del teorema precedente esiste il minimo 
assoluto di u(L). 


(1) La. dimostrazione € interamente analoga a quella data da L. Tone tt, loc. cit., 
vol. Il, pp. 68-69. 


4. Esempt. - 1) I teoremi analoghi a quelli dei nn. 1, 2, 3, relativi 
alla semicontinuita superiore e all’esistenza del massimo assoluto, sono appli- 
cabili all’equazione 


wu’ = 2¢y —2R (fu) )x? + y? (u=a>0) 


che si presenta nel classico problema della curva di massima velocita finale ©, 
2) I teoremi precedenti sono applicabili all’equazione 


wl = xm x! + yh yl + (1 + x? + y?— us) x+y? (uw =a=0), 


con “~=>o0O. 


Matematica. — Proprieta dei numeri e dei polinomu di Ber- 
noulli e di Eulero generalizzati. Nota di Maria Crprario, pre- 
sentata dal Socio G. Fusint. 


In una Nota precedente) si sono definiti i numeri Bo (oe on 
Vv — — — _— 5 . oe 

Co DS, BO, Be? CS? DE” Ex”. ei. polinomii BS” (x), EW) (oy 
= = me oh: Gate SSE phe 
BS” (x), ES~” (x) come coefficienti di serie di potenze della forma =, an» 
e si sono date molte identita tra serie. Nella presente Nota servendoci di 
tali identita, ricaveremo le formule principali per tali numeri e polinomii, 
lasciando al Jettore di ritrovare collo stesso metodo tutte le altre formule 
che si trovano nei varii autori, che si sono occupati dell’argomento. Fac- 
ciamo qualche riserva solo per alcune formule dovute a René Lagrange “), 
che non pare si possano ricavare col metodo qui seguito, almeno in modo 


semplice. 


(1) Vedi B. Manta, Esistenza dell’estremo assoluto in un classico problema di Mayer. 
« Annali della R. Scuola Normale Superiore», vol. II, 1933, f. 4. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 9 agosto 1933. 

(3) M. Crsrarto, Su alcune generalizzazioni dei numeri e dei polinomt di Bernoulli e 
di Eulero, in questi stessi « Rendiconti». Rimandiamo a tale Nota circa il metodo e le 
notazioni usate nel presente lavoro; v. pure ivi la bibliografia sull’argomento. 

(4) R. Lacrance, Mémoire sur les suites de polynomes, « Acta Math.», t. 51, 1928, 
p. 201-309; egli applica un suo particolare algoritmo delle successioni allo studio di certe 
successioni di polinomii pit generali di quelli studiati nella presente Nota. Ci riferiamo 
nel testo p. es. alle formule (33) di p. 238, (59), (60), (61) di p. 274, (67), (68), (69), 
(70) di p. 276. Non pare che tali formule possano ottenersi in modo semplice neppure coi 
metodi dell’algebra delle successioni di A. MamBriaNI, Saggio di una nuova trattazione dei 
numeri e dei polinomii di Bernoulli e di Eulero, « Mem. della R. Acc, d’ Italia», vol. II, 


1932, mat., n. 4. 


(2) 


@) B(Poik +o ce, =2 3(\ ai @--0-05 


Sviluppando in serie di potenze di ¢ il primo e secondo membro delle 
(E) ,(F),(G), (H) e delle (1)-(33) della Nota precedente ed eguagliando 


; as, Seen es Hea : 
nei due membri i coefficienti di —| si trovano le formule seguenti “): 
n! 


(ee a) Dah a (Boies 


(FP) Ex? (@) = Sao ek fES (0) -<), 


DT 


e dalle (G) ,(H) si ottengono le stesse formule per v intiero negativo. 


1’) BO = X ("Je cit By BOS (@, ope) 


T= 0 


Bes (OAs hens Oy ea) = (7 )Bre., eA rayBis (Gyiiry pcg Ney as 


r=o 


(3') Bw — >} : wo oO? Ome @," Bo B,, Bilas Bs, fe 
Sr liSactisea sea Sat 


\ 


dove la somma é estesa a tutti i sistemi di numeri s, ,5.,+-*,5,, imteri, 
positivi o nulli, tali che s; +5, +++: +5, =n, 


(4) > ( ‘ By Banc 2 (>0). 


Le stesse formule valgono quando al posto di BS” si scriva uno dei 


numeri CS”, D~” EM, oppure si muti v in —v; dalla (3") segue che tutti 
questi numeri sono polinomii omogenei di grado m simmetrici nelle @; a 
coefhicienti razionali. 


r=0 


ea) nw, BY,” (ip wiser Cay = Sean, 


(6’) (— 1)? BS » (' ) (@, + Se ae wy) BY: 


r=0 


Cy ee? Ge eee a, Se ee + Z(T)race, 
r=o 


=) 


(1) Ogni formula é distinta colla stessa lettera o numero munito di apice, con cui 
e distinta I’ identita tra serie da cui deriva. 


ede 


~~ 


> 


OD MO = Br @ te tay 


r= 


( 10’) Pale = Hay oy, DI ay DI (@,;) 20,4): 
(x1’) 2” Ba? = > ("\ove. + +++ + oy) DY, ; 


, Vv : n 
(21) DP = BN )arr(w, + + + yy BO, 5 


r=0 


(13') Z(t + (= 1)'] o) EV, = 2 ET? (a, +++ oy —2)5 


. n LUN SF v v v—1 


as) anes be toy Os 


r=0 


(6) CMP ASM n+ tay Ee,. 


Le (11’) ,(12’) , (15’), (16’) valgono anche per v intiero negativo, se 
si pone —(@,; + @ + +--+ + @,) al posto di w, +o, +--- toe, al 
secondo membro. 


F d BS? (x yi 
(17’) oP 5 (2) _ 9 BO, (x); 


” dr BO x) ; 
7") SM nwo. @—rt Be, @); 


7”) ie Dia 2 a) Be) 


8) BEG) = BL) BBE Cos ++ sem): 


n=O 


: " a n n . 
(19) BS CG) = EP )BP esa, ae , Wy ) Be? ooh s ; pee! Oyitta) » 


! 
(20') BY? (x) =z = Be, 


ant | B., 
SS ees Sy eat 


Sy Sg Sy 5 
es - Bsy Ox QQ, +: * Wy av stan 


(dove la somma é estesa a tutti i sistemi di numeri interi positivi o nulli 
Sy, 52¢°* Sy, tali che 5, +5. + -*- +5, +5,4,—= 3 segue di qui che 


le BY? (x) sono polinomii omogenei di grado n nella x e nelle w,,«, +++ @y). 


ie 
(21') BY t™ (¢ + ys @1 +++ Oy4a) = 
= (78° (X53 @, +++ @y) Be? A (955g dy se OE 
(22') BO? (x) = BY? («x — @;; — @1, @2 +++ @y); 
da cui segue facilmente la formula notevole: 


(22”) BO (co, Las be +++ @y — 25, +++ @y) = (— 1) By” (x fea, + -- @y)5 


n 


(23') > (")p @ ar y= + 9. 


Formule analoghe alle (17’)-(23’) valgono per ES (x); le formule 
(17')-(21') valgono anche per v intero negativo (la (19') comunque siano 
gli indici v e A). 


% (v) n—v?1 
, (v) a AS ea + ey 
(4 ) y. (*) F Dy i AG ‘i 2 > 
nt (vy) cae 
, (v) ” n\E; Otero ee 
5) ks a a 2r (: 2 : 


(le (24’) e (25’) valgono anche per v intero negativo, se si pone al secondo 


membro x + : 


Gyo arenes = 


nT 


(26) > ee eee stehe wy) = m BO (x5 AL ooo oy); 


r=o 


(27’) »> (— a) i ae 0, +++ 0) = EP (s5 Sa, +++ oy] 

(m dispari) ; 
(28') Ag... BL? (x) = m(@— 1) +++ (HW —p + 1) BYE? (x3 ep 41 +++ @y)5 
(29’) Weep ba = Ee (CES Ops “eg Wy ) 5 


(30") Ag”... By? @) = 0 (= 3) (ne) 


G31’) VQ ...0, EO? (x) = x" 3 G32’) BOP”) = NG erga Catt 


(+)! a7 


3 xf) (pie Ee AG sce or +y : r (33’) EC? aS Vice xn, 


wea 


Il caso pil notevole é quello in cui w, =o, =--- =o, =1 ; allora, 
comunque sia l’intero relativo v ¢ 9,(1) = [(t)]” e analogamente per le 
altre funzioni 4, »,. In questo caso si pud dare una ulteriore generaliz- 
zazione supponendo che v sia un numero qualsiasi, reale o complesso. Con 
gli stessi metodi si possono studiare anche i numeri e i polinomii di Ber- 
noulli aggiunti, presi in considerazione da R. Lagrange “, 


Matematica. — Sur un théoréme de M. Fermi. Nota di 
P. Dienes, presentata® dal Socio T. Levi-Crvira. 


1. M. Fermi) a démontre que pour chaque courbe d’un espace de 
Riemann il y a une infinite de transformations de coordonnées 


(1) yom fe (xt yee, x") = fe (a) 


telles que dans les nouvelles variables tous les symboles de Christoffel a trois 
indices sont zero 4 chaque point de C, ou du moins le long d’un arc fini 
de C. M. Eisenhart“ a étendu ce résultat a des espaces non Riemanniens 
ou les parametres de connexion Je satisfont a ]a condition 


(2) De = V3y 


Comme les Ge sont transformés par les formules 


re eye | oxn axe 5 92 xd 
= pe 2 + ed 
G) By axd ayy oyB © en ayy ays Z 


, 


dans une transformation (1) la symétrie (2) ne peut étre ni perdue ni crée. 
1 oak : O, . 
Par conséquent, si a4 un point P, Pie ae Dee ny a pas de transfor- 


mation (1) rendant tous les Le zeTO, 


(1) R. Lacranes, loc. cit., p. 237 € sg., € p. 275 © sg: 

(2) Nella seduta del 5 novembre 1933. 

(3) E. Fermi, Sopra i fenomeni che avvengono in vicinanza di una linea oraria « Rend. 
dei Lincei», vol. 31°, pp. 21-23, 51-52. Pour une démonstration détaillée et pour l’inter- 
prétation géométrique voire T. Levi Civira, Sur ‘l’écart géodésique, «Math. Ann.», 97, 
pp. 291-320, et T. Levi Crvrra, Lezioni di calcolo differenxtale-assoluto, Roma, Stock, 1925. 
pp. 190-1913; voire encore Pia Nau, Sopra le coordinate geodetiche, « Rend. dei Lincei », 
vol. 7, 1928, pp. 195-198. 

(4) L. P. Etsennarr, Non-Riemannian Geometry. New York, 1927, pp. 64-68. 


ol = 


2. Imaginons maintenant les dx* comme les coordonnées locales du 
point x* + dx®* au voisinage de x*. Dans une transformation (1) ces coor- 
données locales sont transformées par les équations linéaires 


eS oye 6 
(4) dy wii ax8 dx y 


Rien ne nous empéche cependant de considérer le groupe général de tran- 
sformations locales 


(5) dy* = Ag dxé | 


ot les fonctions AAs, (x) ne sont assujeties qu’a la seule condition que le 


determinant (As) =|=o. Une telle transformation s’introduit naturellement 
dans la théorie des sous—espaces non-holonome“, et nous avons proposé 
de les appeler transformations géométriques de coordonnées en distinction des 
transformations purement mathematiques du type (1). 

Si nous exigeons que dans une telle transformation le parallelisme soit 
conservé, nous obtenons 


COT) 2S A AGES A 
(6) PD, =A, A, (A; Dy + On AS) 
ou le systeme réciproque Ne est déterminé par 
es) ApAy=8, ou par AG x =o: 


Y 


a 


Nous dirons que le systeme des fonctions v,_ 


trique (absolu) si 
(8) vy’ = A®* Ae ANY? 
Y Y ut} 


est un tenseur géomé- 


et nous remarquons qu’en posant le long d’une courbe xY (#) 


Du “avs Dien sau © , 
a yb xv pS @ 6B 
OSA SMTP SRA TA od ES HiT Thee Loe 
nous avons 
Dv’ Dv? 
10 = ye 
0 Dt Palas 
Pn a ree ee ek 
cest 4 dire Dr ost Un tenseur géometrique tandis que 
R¢ 2 Ves a The a The 
By8 9x3 ogy Ds Deas Ds5 


ne lest pas. 


(1) P. Denes, On the fundamental formulae of the geometry of tensor submanifolds. 
« Journal de Math. », 1932, série 9, vol. 11°, pp. 255-282. 


ET sera 


pe ne ie eee 
E RS ee - 
a2 a c 


Se Yi 


3- Pour étendre le théortme de M. Fermi au cas général nous remar- 
quons tout d’abord que d’aprés (6) la transformation géoméetrique 


SEE NO een EAN, 
A, = 35 D.% 


fait évanouir tous les Poy ¢ Porigine des coordonnées générales ©), Comme 
chaque point peut étre pris pour cette origine, pour chaque point P il y 
a une transformation géeométrique telle qu’a ce point I” oy =0,¢,8,7 = 


=1,2,-+-,m). Les coordonnées ainsi obtenues peuvent ¢tre appelées 
coordonnées locales géodésique. 


Pour une courbe C donnée par ° 
(11) xt = fa(1) 


prenons cette courbe pour une ligne paramétrique c’est 4 dire introduisons 
des nouvelles coordonntes mathématiques y* telles que ¢ soit égal A une 
des variables y*. Ou obtient une transformation pareille en posant 


(12) x= f(D + gt, 9") 


ag a ; a a3 
oy! »X = 2,+++,i, sont continues, *(0,---0) =0, et 


DEO eae ee: 
t p) oy? ee d oy 5 


ou les deérivées 


d 


(13) eC eee SOS OS =e 
afr og” be 
ate a ?\ dyn }, 


ce qui est toujours possible du moins pour un arc fini si l'une des déri- 


d a . t : 
vées a n’est pas partout nulle. Dans les nouvelles variables les équations 


dt 
de“ sont Wr = 0; 


Si Dey (t, y¥) sont les paramétres de connexion dans les nouvelles va- 


. ; x ; 75 
riables, determinons m vecteurs contravariants A, le long de C par transport 


paralléle, c’est 4 dire comme les paraméetres de direction de C sont 1,0,+-+,0, 
par les equations 


a) 
(14) aa (t) Ag) =0, 


(1) J. A. ScHouTEN, Die direkte Analysis zur neueren Relativitdtstheorie. « Verh. Kon. 
Akad. Wet. », Amsterdam, Bd. 12 (1918), Nr. 6, p. 95, et J. A. Scuouren, Der Ricci-Kalkiil, 
Springer, Berlin (1924), p. 80. 


\ oa : 1 hee? 
ur O= Depo 0). La transformation géometrique 


(15) AG.) =A,O-—4, OTL OF +5 

ot les trois points indiquent des termes quadratiques etc. en y* arbitraire- 
ment donnés, fait disparaitre tous les le le long de C. En effet, le long 
de C, (6) se réduit a 


A% (i) A") [AS (OT? + (21 AR) el 


et, sin =k, l’expression en crochets est zéro en vertue de (15), et, sin =I, 
elle se réduit au premier membre de (14) car 


d 


pao a Ap (t,0+++,0). 


Ce qui démontre que dans un espace général a connexionli néaire il y a une 
infinité de coordonnées locales géodésiques tout le long d’une courbe quelconque C, 
ou du moins le long d'un arc fini de C. 


Matematica. — Sur l'unicité et la limitation des mlégrales 
des équations aux deérivées partielles du premier ordre. Nota“ di 
T. Wazewskl, presentata dal Socio T. Levi—Civira. 


Nous montrerons comment un theoréme de A. Haar @) sur lunicité et 
une remarque de M. Hadamard (3) sur l’appréciation des integrales des ¢qua- 
tions aux dérivees partielles du premier ordre peuvent étre rattachés aux 
théorémes analogues relatifs 4 /équation différentielle ordinaire. Plusieurs 
generalisations de M. Rosenblatt“ (obtenues par la méthode de Haar) ré- 
sultent immediatement de nos considérations lorsqu’on envisage de différents 
spécimens particuliers de l’equation ordinaire (11). Voici d’abord un lemme 
élémentaire qui sera fondamental dans la suite. 

Lemme. — Soit T l’ensemble des points (x,y; ,-++ , yn) pour lesquels 
on a 


OnSiX, Gaile) Lay Sey se at ey ie (7 ieee ert eee 


(1) Pervenuta all’Accademia il 18 ottobre 1933. 

(2) «Comptes Rendus», 2, VII, 1928 et « Acta Lit. ac Scient. Univ. Szeged», 1928, 
(ioe, JONG, foe WOR 

G6) aGa Ro 2 Villero28: 

(4) Trois Notes dans les « Comptes Rendus»: 20, X, 1930; 8, VI, 1931; 17, X, 
1932 et aussi «Bull. d. 1. Soc. Math. de Gréce», T. XII (1931), p. 3 et «Rendic. d. R. 
Accad. N. dei Lincei», novembre 1932, p. 429. 


— 373 — — 
‘ 
ou 


(1) et 0", Cy de 5a = 


et soit @ une fonction posstdant dans T des dérivées partielles continues 
du premier ordre. Désignons par M (w#) le maximum de la fonction @ con- 
siderce: sur la section?S(u) de YT par le*plan-x == w. 

Ceci étant, la dérivée a droite M4 (x) de M (x) a la forme 


ag (P) 


Ly 
OV, 


(2) My (@) = 2#© _» 


v/t 


ot. P appartient 4 S (x). Une propriété identique subsiste pour la dérivée 
a gauche M_ (x). 

DEMONSTRATION. — Considérons d’abord le cas ot T se reéduit a un 
parallélépipede en posant Ly =o , cy, =—r1 , dy = +1. Supposons que 
0o<x <a. Les points P de la section S(x.) pour lesquels ona 9 (P) = 
= M(x.) forment un ensemble fermé et borne U (x.). La dérivée 9) con- 
sidérée sur U(x.) prend la valeur maxima en un point P,. Il suthra de 
prouver que M4 (x) = o. (P.). Pour les P appartenant a U(x.) on a 


(3) e(P)=M(%) , 9¢(P)<¢,(Po). 


Posons 
M (x) —M (~) 


Kaeo 


We) 

et posons 
(4) « =lim inf,_.u(x) , § =lim sup,—., u(x) (pour x >Xx9). 

Ona 

M (x) — M (0) 2 9 (% Is +++ Me) — Por Woo 9d) 

dou 
(5) a =¢' (P.). 

Considérons une suite de nombres x, >> x, tendant vers x, pour laquelle 
(6) lim u (xy) = B. 


ll existe évidemment dans T un point Py, = (x), y¥, +++, 9¥) pour 
lequel @ (P,) = M (x,). Nous pouvons supposer (ce qui est vrai pour une 
suite partielle) que P, tend vers un point Q. Les fonctions M et @ étant 


sa iy ara 


continues nous aurons 9(Q) = M(x.) ce qui prouve que Q appartient a 
U(x.) et que par conséquent (cf. 3) 


(7) 9, (Q)<¢, (Po). 
De la définition de M (x) il vient que 


M (Xo) =  (%o >” ee oF xn) 


(Py) —M (%) _ 


Xy — Xo rm 


et par suite 
1) = 


Dos 5 en I Pag) + 
ones menos ing Si NY, 


Xy— Xo 

ou Q, tend vers Q. Nous aurons a la limite (cf. (6) et (7)) B <9" (Po) 
dot en raison de (4) et (5) M’, (x0) = 9 (Po) ce qui termine la démon- 
stration car M (x.) = 9 (Po). ie démonstration pour M’_(x.) se raméne a 


la précédente lorsqu’on pose x = — X. 
Adressons—nous au cas général et posons 
(8) %= Gy Wy Say (GMs oe” 5 Ma) 


= ie +d, + ny (dy —c¢, —2L, &)]. 


L’ensemble T se transformera ainsi en le parallélépipede T* considéré 
plus haut O<=€<a ; 1<y,=1) et la section S(x) de T passera en 
la section S*(x) de T*. Considérons la fonction 


UE. % °°" Me) = OE, Ar, thee , An) « 


En désignant par M*(x) le maximum de sur S*(x) nous aurons 
M* (x) =M(x) , OSx<a). Soit o<& <a. D’aprés le cas particu- 
lier if existe sur S*(&) un point Il, = (€,4, +--+ ,4°) tel que 


M(G)= (Io) 5 M &) =, (Ie). 


Le point II, se transforme par (8) en un point Pp = (x0, y°,, ++ oh 
(ol xo = &) qui appartient 4 S (xo). Nous aurons 


(9) M (x0) = 9 (Po) 
, ° Pa) ac 9 (Po) od yp 297 — ci —d; 
MONEY ee) is eee OG Oe SO 
+ Go) ox Dames oy; di— ci; —2L; x, 


I] reste 4 prouver que 


eS) ap(Ps):) ce2 0am Sime ain i@n (Bay 
Oy; adi — c: — 21: xX Oy; 


i “Se “= ry ro et - 
agit tees 
Menons, a cet effet, par P, une droite paralléle a axe yi. Elle cou- 
pera T le long du segment 


a Lace pecc tia Tita, y= (j-:9). 


La fonction B (y:) = 9 (%, +++ 59, 9 Vio Yo..,2°°:»¥,) considérée dans 
cet intervalle (qui n’est pas nul cfr. 1) a un maximum au point Wer(cit. 9)): 


os) 
° c P ' har Fete : 
Ona <6 Cy.) es) - Si y? coincide avec l’extrémité gauche de cet in- 


tervalle on aura 6! (°) <o et Pégalité (10) a lieu car elle prend alors la 
forme — 8’ (y7) =| 8’ (y?) |. Si y° se trouve A Pextrémité droite de cet in- 
tervalle on a B’ (y) 20 et (10) se réduit alors 4 + 6’ (99) =| 8" (9°) |. 
Légalité (10) est enfin juste lorsque y? se trouve 4 l’intérieur de cet inter- 
valle car on a alors B’(y°)=o. 


THEOREME I. - La fonction o figurant dans l’équation 
(11) KK (x, | Z|) 
) Ko (5/41) 


soit continue dans la bande (ouverte 4 gauche) o< x<Ca,z 0. Suppo- 
sons que l’équation (11) admette une intégrale unique y(x) pour laquelle 
y (0) = y’ ©) =o et supposons que cette intégrale soit identiquement nulle 
dans l’intervalle o< x< a. Considérons l’équation 


oz or 
Hfle nee eae, <) 


oy OVn 


ied) 
oN 


(12) 


ied) 


x 


et supposons que, dans le domaine de l’existence de f, on ait 
> 9 


(13) Eso Nae 0 Ix 5s Un) — 
SFI 590955 Ge) | Ble e— eel + 0x 5|Z—Z. 


Soient , et Y, deux intégrales de (12) qui sont identiques sur S (0) 
(cf. les notations du lemme) et possedent dans T des dérivées partielles 
continues du premier ordre. Ceci étant y, et , sont identiques dans T. 
DEMONSTRATION. - Posons 9 = b, —),; et construisons la fonction M (x) 
(cf. lemme). On a évidemment sur S (0) les identitts p=0 , g =o, 
@, =o Pot, Paprés (2), M (0) = M', (0) =o. En raison de (13) et du 


lemme nous aurons 


, 
(14) M4. (x) So(x,|M(x)|)- 
1x tees 
(1) Les intégrales non négatives de léquation * = o6(x,%) présentent évidem- 


ment des solutions de (11). 


De 1a il résulte ©) que M (x) <0 (lorsque O= x <a) et que, pat 
conséquent ¢<o dans T. En remplacant p par — @ nous concluons pa- 
reillement que @ =o dans T, c. q. f. d. 

Tukorime 2. - Supposons que la fonction o(x,|z|) soit continue 
dans la bande (fermée 4 gauche) o<x<a. Soit h2o. Désignons par 
(x) lintégrale supérieure, issue du pointx = 0 , % = k, de equation (11) 
et supposons que (x) existe dans Vintervalle o= x <a. Supposons que, 
dans le domaine d’existence de f, on ait 


[fxs yr» DEP Sie eae se 4 wis D lel oe a: 


Soit enfin @ une intégrale de (12) intégrale possédant dans T des dé- 
rivées partielles continues du premier ordre et vérifiant sur S (0) Pinéga- 
lite |p| <ck. 

Ceci étant on a |p| <@(x) dans T. 

En effet: par un raisonnement, relatif 4g, analogue au précédent, nous 
obtenons Vinégalité (14) (maintenant pour o=x<a) d’ou il resulte &) 
que + M(x) <(x) (dans Vintervalle 0 =x < a) et que, par consequent 
|9|<(x) dans T. D’une fagon analogue nous démontrons le 

Tutorime 3. — Gardons pour f l’hypothése du thcoréme 1 et pour o 
celle du théoréme 2. On aura pour deux intégrales @ et ~ de (12), pos- 
sedant dans T des dérivées partielles continues du premier ordre, linégalité 
|@ — ¥) <@ (x) qui subsiste dans T pourvu que | ¢— ~i|<k sur S(0). 

Remaraue. Les théorémes précédents subsistent pour Jes intégrales pos- 
sédant dans T la différentielle de Stolz, car (14) est encore vrai lorsque, 
cette fois, M+ (x) désigne le nombre dérivé supérieur a droit ou inférieur 
a gauche. 


(1) E. Kamne: Uber eindeutige Bestimmtheit der Integrale von Differentialgleichungen, 
« Sitzber. d. Heidelberger Akad. », 1930, 17 Abh., p. 8. 

(2) Le présent théoréme subsiste lorsque cette inégalité a lieu pour les points X,++:,gn 
correspondant a Vintégrale y= 9. 

(3) E. Kame, loc. cit., p. 6. 


set a ag haa 


Matematica (Geometria). — Intorno alle superficie algebriche 
su cul esistono curve di genere x e gradon==2n7—2. Nota di 
L. CAMPEDELLI, presentata “ dal Socio G. CasTELNUOVO. 


1. In questa Nota mi propongo di estendere e precisare per i casi cor- 
rispondenti ai pid piccoli valori del genere 7, noti teoremi riguardanti le 
superficie che posseggono o un sistema lineare di curve di genere me di 
grado n > 2m — 2, ovvero un sistema per cui n = 27—2. 

Nel 1900 i professori GuIpo CasTELNUOVo e FEDERIGO ENRIQUES in una 
loro Memoria degli « Annali di Matematica», hanno dimostrato che «se 
sopra una superficie algebrica F esiste un sistema lineare |C| di curve di 
genere m e grado n, con 


n>2m—2, 


la F é riferibile ad una rigata » @): questo pero nell’ ipotesi che il sistema |C], 
di dimensione r= 0, abbia il genere m>>0. D/altra parte fino dal 1870 
il NoETHER aveva scoperto che « sopra una superficie l’esistenza di (almeno) 
un fascio lineare di curve razionali, porta la razionalita della superficie » 3); 
cio che estende la proposizione precedente al caso m=0 con r>>0 (n==0). 

Qui con una semplice osservazione mostreremo che il teorema di Ca- 
STELNUOVO-ENRIQUES consente una generalita ancor maggiore, continuando a 
sussistere quando sia m= 0 e r =o, eccettuato il solo caso in cui si abbbia 


contemporaneamente m = — I: esclusione non significativa poiche una curva 
di genere zero e grado n= —I € eccezionale. Cosi il teorema si potra 
enunciare : 


« Se sopra wna superficie F esiste un qualunque sistema lineare di genere ™ 
e grado n, con 
> 2 — 2 


privo di componenti fisse eccezionali, la F ¢é riferibile ad una rigata ». 
L’osservazione che consente di giungere a questo risultato generale é: 
« Sopra una superficie algebrica, dalPesistenza di una curva razionale (irri- 
ducibile) di grado nullo, segue Vestingwersi dell'aggiunzion: ». 


(1) Nella seduta del 5 novembre 1933. 

(2) Cfr. G. CasteLNuovo e F. Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali nella 
teoria delle superficie algebriche, « Annali di Matematica», serie 3°, t. VI, 1901. 

(3) Cfr. M. Noeruer, Ueber Flachen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen, 
« Mathem. Annalen», Bd. ILI, 1870. 


Insieme alla dimostrazione di questa proprieta, esporremo completa- 
mente, per comodo del lettore, quella, semplicissima, che se ne deduce per 
Y intero teorema. 

Infine ci fermeremo a studiare il caso in cui sopra la F si abbia un 
sistema lineare di curve di genere m e grado » = 2%—2. Anche queste 
superficie sono note quando sia m>>1 ché, esclusa la famiglia delle rigate 
e quindi eliminate le curve eccezionali, si pud dire che esse posseggono 
una curva pluricanonica d’ordine nullo, riuscendo caratterizzate dai valori 
zero e uno dei plurigeneri. 

Si tratta qui il caso m= 1, dimostrando che se una superficie F, senza 
curve eccezionali, possiede una curva ellittica C di grado zero, 0 ogni altra curva 
di genere m sopra di essa é di grado n= 2n—2, cosicché la F ricade nel 
tipo precedente; oppure un multiplo di C appartiene ad un fascio di curve ellit- 
tiche con le quali vengono composte tutte le curve pluricanoniche della super- 
ficie. In ogni caso il genere lineare della F e pO =r. 


2. E data una superficie F sulla quale esiste un sistema lineare |C| 
(irriducibile o riducibile), di genere m e grado 1 >>22%— 2, privo di com- 
ponenti fisse eccezionali: si tratta di provare che la F eé riferibile a una 
rigata. Perverremo a questo risultato dimostrando che sulla F Paggiunzione 
si estingue, essendo noto che le superficie su cui l’aggiunzione ha termine 
sono appunto trasformabili in rigate ©. 

Distinguiamo vari casi. 

a) Il sistema |C| sia irriducibile di grado n>>o (m=0). 

Se la dimensione di |C| ¢ r>>0, il sistema |C]| e privo dei suoi ag- 
giunti da un certo ordine in poi, poiche le successive curve aggiunte a |C| 
hanno un numero decrescente d’intersezioni con le C. Se ne deduce che 
la F appartiene alla famiglia delle rigate. Ma la stessa conclusione si estende 
subito anche al caso in cui sia y = 0, perché basta sostituire a C un suo 
multiplo conveniente. Invero il sistema |/C}| ha il genere zm, e il grado m 


dati da: 


Tm = ht 


Dee T 


m, = hen. 


e quindi, per il teorema di Riemann-Roch®), la sua dimensione é: 


(1) La dimostrazione originale di questa proprieta, dovuta a G. Castelnuovo e F. En- 
riques, trovasi semplificata in F. Enriqurs, Sulla classificazione delle superficie algebriche par- 
ticolarmente di genere zero, lezioni raccolte da L. CAMPEDELLI, « Rendiconti del Seminario 
Matematico della R. Universita di Roma», 1933, § 9. 

(2) Cfr. p. es., F. ENriqugs, Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche, raccolte da 
L. CampeDELLI, Padova, «Cedam», 1932, § 48. 


cioes-avendosi 7 > 27 — 2: 


h? 
R > Pa — ee (eG 
Pertanto per  sufficientemente alto, il sistema |bC]| risulta irriduci- 
bile e€ assai ampio, mentre i suoi caratteri soddisfano alla diseguaglianza : 


Nh}— 2% + 2 = 2(n—2n%+4 2)>0. 


b) IL sistema |C| sia irriducibile di grado n=0. 

Per le nostre ipotesi, dovra essere anche m= 0: quindi se la dimen- 
sione di |C| ¢ r>>0, € certo che la F & razionale (teorema di Noether). 
Sia invece r = 0: allora qui trova luogo l’osservazione di cui sopra si é 
detto. 

Se una superficie F contiene una curva razionale irriducibile, C , di grado 
nullo, sulla F si estingue l’aggiunzione. 

Infatti preso sulla F un qualunque sistema lineare |M|, se le M in- 
contrano la C (che ¢ irriducibile) in s punti, le curve del sistema |M’|, 
aggiunto ad |M|, hanno s— 2 intersezioni con la C stessa. Cioé il nu- 
mero delle intersezioni di C con le curve dei sistemi aggiunti ad !M], 
diminuisce di due ogni volta che si passa da un aggiunto al successivo. 
Per modo che se l’aggiunzione a partire da |M| non si estingue, tale nu- 
mero finira col divenire minore di zero per un certo sistema |M®|, di 
cui fara parte la C un certo numero h di volte: 


MO] = |bC + L| 


(dove € lecito supporre che L non contenga pil C). 
Ma Ja conclusione é assurda, essendo 


(C,C)=a—0. 


Infatti il numero (C, M®) delle inmtersezioni della C con M® non puo 
essere negativo poiché il numero dei punti comuni a C ed L é positivo 
o nullo, e si ha: 


(CM PC Cy (CL): 


Cosi il sistema | M| risulta privo dei suoi aggiunti da un certo ordine 
in poi. 

Si noti che non occorre considerare il caso nm = — 1 e m=O, perché 
le curve aventi tali caratteri sono eccezionali, cio che é escluso dalle nostre 
ipotesi. 
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c) Il sistema C sia riducibile. 


Si ponga 
= >6. 


n—(2% —2), 


L’espressione 


che cambiata di segno rappresenta il numero delle intersezioni della C con 
le curve canoniche (virtualmente definite), ha carattere addittivo: ossia, se 
indichiamo con ¢ il genere di @ € con v il suo grado, si ha 


n—2e+2= dD (v—294 2). 


Ma il primo membro di questa uguaglianza ¢ positivo, quindi lo stesso 
deve accadere di uno almeno degh Meng della somma che comparisce 
nel secondo membro. Cioé tra le compomenti di C ne é almeno una per 
cui si ha 


WS 2 OS 


Siamo cosi ricondotti ai casi precedenti. 


3. Passiamo a studiare le superficie F, non rigate, su cui esiste un si- 
stema lineare di curve, |C}, di genere x e grado 


1g DTG Die 


Poiché si & supposto che la F non sia rigata, i suoi plurigeneri P; non 
saranno tutti nulli, le rigate essendo appunto caraterizzate dalle condizioni 
Ps = eye =o '), 

Allora nel caso 7>>1 é@ noto che la F (priva di curve eccezionall) 
possiede una curva canonica o pluricanonica d’ordine zero, cosicché 1 suoi 
plurigeneri sono tutti uguali a zero o ad uno, il suo genere lineare ¢ p*) = 1, 
e sopra di essa ogni sistema lineare di genere 7 ha il grado n = 27 —2©). 

Invero si pud supporre che |C) (o un suo multiplo, se |C| non & 
abbastanza ampio) contenga (totalmente) il sistema delle sezioni piane della F, 
per modo che se esistesse una curya canonica o pluricanonica d’ordine mag- 
giore di zero, questa sarebbe incontrata, dalle C contro Vipotes! 4 = 27% —— 2. 

Fermiamoci invece a considerare il caso ms =1, in cui cioe sulla F 
si ha una curva ellittica C di grado nullo (che ¢ lecito supporre irriduci- 
bile G)): se la nostra superficie non ricade nel tipo precedente, ma sopra 


(1) Cfr. F. Enriques, Sulle superficie algebriche di genere geometrico zero, « Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo», to. XX, 1905. 

(2) Cfr. le citate Lezioni di F. ENrIQUES, § 51. 

(3) L’ipotesi della irriducibilita di C si giustifica con considerazioni del tutto ana- 
loghe a quelle svolte nel n. precedente, in c). 
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di essa esiste una effettiva curva canonica o pluricanonica d’ordine maggiore 
di zero, & facile vedere che la C, contata un certo numero di volte, appar- 
tiene ad un fascio con le curve del quale si compongono tutte le curve pluri- 
canontiche. 

Per ipotesi la F possedendo una curva pluricanonica d’ordine non nullo, 
avra qualcuno dei plurigeneri maggiore dell’unita “): sia P; uno di questi, 
cioe il sistema i-canonico sia almeno semplicemente infinito. Le curve 
i-canoniche possono essere irriducibili, oppure, prescindendo da eventuali 
componenti fisse, essere composte con le curve irriducibili di un fascio 
(lineare 0 no); in ogni caso dunque sulla F si ha almeno un fascio di curve 
irriducibili K (i-canoniche o loro componenti), le quali non hanno inter- 
sezioni con la nostra C. Si tratta di provare che tra le curve K ne é una 
costituita da un multiplo della C. A tale scopo si consideri la curva del 
fascio delle K che passa per un punto di C; questa conterra per intero 
la C, una o pil volte, cioé si avra 


hence. 


dove si puo supporre che della L non faccia pit parte la C. Ma la residua 
curva L deve necessariamente mancare, perché se la K variando con con- 
tinuita in un sistema co! di curve irriducibili, per una particolare posi- 
zione viene a spezzarsi in due componenti, queste debbono essere connesse 
(principio di degenerazione dell’ Enrtques @)): cioe Ja L e la C dovrebbero 
avere almeno un punto in comune, e quindi anche la K e la C avrebbero 
un numero d’intersezioni maggiore di zero. 

Aggiungasi che il genere lineare della nostra superficie ¢ sempre p) = 1. 
Infatti mentre da una parte deve essere p©) = 1G), non puo aversi pO) >1 
perche se ne dedurrebbe l’esistenza di sistemi pluricanonici di grado non 
nullo, che é incompatibile con quella di un fascio di curve ellittiche. 


(1) Cfr. F. Enriques, Sulla classificazione delle superficie algebriche e particolarmente 
sulle superficie di genere lineare p(t)= 1 «Rendiconti della R. Accademia dei Lincei», ser. 5°, 
vol. XXIII, 1914. 

(2) Cfr. F. Exrtques e O. Cuisint, Lezioni sulla teorta geometrica delle equaziont e 
delle funzioni algebriche, vol. Ill, libro V, cap. III, § 35 (Bologna, Zanichelli, 1924). 

(3) Cfr. le’ citate Lezioni di F. Exriques, § 51. © 
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Matematica (Geometria). — Determinazione geometrico—fun- 
zionale di gruppi di punti covarianti, relativi ad una rete di curve 
su di una superficie algebrica, Nota™ di B. SEGRE, presentata dal 
Socio F. SEVERI. 


1. Proseguendo il programma di ricerche propostoci in una Nota pre- 
cedente ©), consideriamo sulla superficie F una rete |N| irriducibile e priva 
di curve fondamentali, il cui gruppo base A (che puo naturalmente anche 
non esistere) consti di J/=o punti P,, multipli ordinari secondo l, 
(per r= 1,2,--+-,1). Se 2 e p sono grado e genere di |N], ed inoltre v 
e v’ indicano un gruppo caratteristico ed un gruppo canonico (effettivo) di 
questa rete, sussistono le relazioni (1,1),(2,1),(3,1) in cui K denota 
una curva canonica (impura) di F. 5 

La curva M jacobiana della rete | N|, passa notoriamente per i punti P, 
colle molteplicita 3/,— 1, ed é fornita dall’equivalenza : 


(1) M=3N+K. 


Un gruppo canonico p’ di tale curva, @ su di essa segato, fuori dei punti 
di A, da un’aggiunta M’ = 3N + 2K passante per i punti P, colle molte— 
plicita 37,— 2. Si ha percio: 


of = (MM) — S (3h — 1) (3h — 2) Pr = 2(K) + 


1 i 1 
JSaB ENP ee 9 IP, +9 (NK) seal by carte, Dales 


T=T1 


e quindi, avuto riguardo alle (1 ,1),(3,1),(4,D,(6,D, 
(2) vw =29+ 9v— 2). 


Dalla (1) segue inoltre, tenuto conto delle (3 ,1),(4,), 


(3) (MK) == (KK?) 3 (NK) ==0 339-4 39 3 ee 


r=! 


(1) Pervenuta all’Accademia il 6 settembre 1933. 

(2) B. Secre, Determinazione geometrico—funzionale di gruppi di punti covarianti, rela- 
tivi a due fasci lineari di curve su di unt superficie algebrica, questo volume dei « Rendi- 
conti», p. 297 (fasc. 7-8); indicheremo brevemente questo lavoro come «Nota I», ri- 
chiamando i numeri e le formule in esso contenute con notazioni del tipo: «n.1,I» 
« formula (1,1) ». 


AG. F283 
2. Sulla jacobiana M, le curve della rete |N} segnano una ¢”, con 


dh? 
(4) b= 2(n + p—n), 


i gruppi y di tal serie lineare esprimendosi manifestamente su F mediante 
Pequivalenza : 


(5) ye 2vt+y. 


L’imagine proieitiva della suddetta g* & una curva piana M, trasformata 
birazionale della M. I gruppi y che corrispondono sulla M agli 7, non son 
altro che le sezioni rettilinee di M; itrasformati y’ dei gruppi canonici 2’ 
di M, son ancora gruppi canonici di M; infine il gruppo di contatto 7, delle 
tangenti in punti semplici alla M, ee appartengono ad un dato fascio di 
rette del suo piano, risulta ’omologo del gruppo y, jacobiano del fascio 
corrispondente di curve N, il quale - giusta il n. 4,1 — é dato dall’equi- 
valenza : 


(6) He ey ey 8 


La classe di M risulta pertanto uguale a: 
(7) h,=[y;] =i +n+t4pt+l. 


Denotiamo con 7 il gruppo dei flessi della M, con 7, il gruppo delle 
sue cuspidi, con & il gruppo dei punti di contatto delle relative bitangenti, 
e con &, il gruppo dei nodi di M considerato ciascuno due volte, come ap- 
partenente ai due rami della M di cui esso é origine. E facile vedere che, 
sulla curva M, questi gruppi si esprimono linearmente in funzione di y, 
q:, pe’ colle ee 


T= 2 hs 
(E2(0;:—7)u +27 —30 3 &=b—7)y+ 2m — 30. 


Dunque, le relazioni (8) che da queste si deducono togliendo le soprali- 
neature, esprimono sulla M in funzione di y,7;,w’ 1 gruppi t,7,,&, & 
omologhi di 7,7,,6,&:. Orbene, il significato dei gruppi t,7,,&, & per 
Ja rete |N| € noto“): essi sono rispettivamente il gruppo delle cuspidi per 
curve N, il gruppo dei punti ove si osculano due curve della rete, il gruppo 
delle coppie di nodi delle curve della rete aventi due nodi (fuori dei punti 
base), infine il gruppo delle coppie di punti ove si toccano due curve della 
rete fra loro bitangenti. In forza delle (8), tenuto conto delle (2), (4), (5), 
(6), (7) ed inoltre delle (2,1), (5,1, (14,J), si puo enunciare che: 


(1) V. F. Sever, Il genere arilmetico ed il genere lineare in relazione alle reti di curve 
tracciate sopra una superficie algebrica. « Atti R. Acc. delle Scienze di Torino», to. 37, 1902, 
DO2 Sees 3) 
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Su di una superficie F coi soliti caratteri wi, pa, legan dalla formula 
di NorTHER @ +i=12pa+9, e della quale |@| e || indichino rispetuva- 
mente la serie di equivalenza canonica e la serie di SEVER, si considert una 
rete irriducibile di grado n-e genere p, priva di curve fondamentali e dotata 
di 1==o punti base ordinari, della quale v,v' e % denotino rispethvamente un 
gruppo caratteristico, un gruppo canonico ed il gruppo base. Nella rete vi sono : 

24 (pa +p) curve dotate di cuspide, ed il gruppo > delle loro cuspidi ¢é 


fornito dall equivalenza 


t=2(@4+)+12V; 


3 (8 pa—itn+b6p—l—2) fasci di curve che si osculano, ed il gruppo 7: 
dei relativi punti di osculazione é dato da 


1 =29-Y$3(V43¥ —2)5 


= [(Gtn+4p+)? —72pa—i—3n—78p—l1-+ 2] curve dotate di due 
punti doppi, ed il gruppo & delle loro coppie di punti doppi si esprime colla 


a(t 4 pap V8) OY 9 2 Ne) 2S ae 


infine 2[— 18pa+2i+(n+p)?—s5n—i17p+ 21+ 6] fasci di curve 
che hanno fra loro doppio contatto, ed il gruppo &, delle relative coppie di punts 
di contatto é pérto dalla 


Gees oe OP a 2 42 2:(n Pay ev) aa O Vie + 8A. 


La curva jacobiana della rete ha genere uguale ad w + 9p—!—9, un 
suo gruppo canonico w’ essendo espresso dalla (2). 

Il contenuto numerativo di questa proposizione, trovasi gia al n. 10 
del Javoro citato di F. Sever. 


3. Il teorema dimostrato al n. precedente, permette senz’altro di for- 
mulare varie definizioni possibili delle serie invarianti fondamentali | |, 
|| o di loro combinazioni lineari; e lo stesso puo dirsi per i teoremi che 
abbiamo stabiliti nella Nota precedente e per quelli che troveremo in una 
Nota successiva. Cosi, p. es., /a serie di equivalenza invariante |2(@ +) | 
si puod — coll’ Enriques (loc. cit. nella Nota I) — definire a partire da una 
rete |N|, mediante l’equivalenza 


2(9+ 4) =7t—I2V, 


ove 1 simboli hanno il valore dichiarato al n. 2: giova perd avvertire che 


il nostro risultato € pit ampio di quello dell’ Enriques, poiché non sup- 


pone — come fa questo A. - che la rete |N| sia priva di punti base e con- 
tenuta in un sistema lineare pid ampio. Parimente, avuto anche riguardo 


alla (3) per la meta della serie suddetta si ha una definizione possibile in base 
all’equivalenza 


1 
@ + b= 3 (MK) + 12v—7,43 2 Gh —1)Pr, 


gia stabilita dal CampeDELtt (loc. cit. nella Nota I) colle medesime restri- 
zioni per la rete |N|, e quindi coll’omissione dell’ultimo termine relativo 
ai punti base. 


Matematica. —. Sulle condizioni di validita della formula abbreviata di 
Taylor. Nota di G. Ascout, pres. dal Corrisp. L. Tonetut. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Caratteristiche qualitative nel problema ristretto dei tre cast 
di un mezzo gravitante. Nota di NaTa.te Ren, pres. dal Corrisp. Levi-Cwita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Astronomia. — Lorbita della doppia visuale 6 31. Nota 
di A. Coracevicn, presentata dal Corrisp. G. ABETTI. 


La doppia 8 31 é stata scoperta da B. H. Dawson nel 1920 all’ Osser- 
vatorio di La Plata. Essa fa parte del sistema 8 1000 (@. G. C. 825) com- 
posto della doppia eae 8 31 edi una stella di 12.0 grandezza distante da 
questa in media 1’’.5. Nel sistema ® 1000 l’arco percorso ¢ di “circa; 120°, 
troppo piccolo per un calcolo di orbita. 

Tutte le osservazioni che si poterono trovare di $31 sono riportate 
qui, insieme agli O-C, in angolo di posizione e distanza, come risultano 
dagli elementi d’orbita trovati. 


(1) Lavoro eseguito nel R. Osservatorio Astrofisico di Arcetri, Firenze. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 6 ottobre 1933. 
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T ABELLA. 
is O-C 
N. Data | Je e 8 3 : 
I 1920* .86 Deo Hi o”.24 3 a — 5°.9 + 0.02 
2 22 .9 Ray 2) 21 | 2 b 4A A — 4 
3 25 .88 290 .6 20) 3 C — 6.7 — 3 
4 26 .90 BAOM 16' 6 c — 5 6 — 5 
5 2.02 95 .O 13 6 c ae Ties e) 
6 28 .60 178 3 16) 3 d + 8.8 - I 
5 28 .92 ONS LRG ise lhe 5 d 1b 3u I 
8 29 .56 2S Ona5 21 | 5 e — 2.4 + I 
9 29 .76 261 .9 24| 4 e — 241 + 3 
10 29 .88 264 .2 20 6 if — 5 8 — 2 
II 30 .09 277 8 19; 4 2 — 2.3 -— 3 
12 30 .54 294 .O0 23 | 4 é — 5.7 fo) 
13 30 .68 304 .8 22 | 5 h — 0.9 pies I 
14 30 .88 31375 Bee & é —o 8 oO 
15 ane Lis 358 .0 18 5 e + 9 3 — Ds 
16 Zor LOmeS 16 6 h EE ery, — 2 
17 BE SS COme2 18 3 e “te Og au 5 


L’osservatore e le fonti sono: 
a) Dawson, «Obs. La Plata», IV, 2. 
6) Innes, «South. Doubl. Stars Catalogue», 
c) VAN DEN Bos, « Annalen Leiden», XIV, 4. 
d) vAN DEN Kos, « Union Obs. Circular», 80. 
e) Votre, «Annalen vy. d. Bosscha-Sterrenwacht Lembang», VI, 1. 
J) van vEN Bos, « Union Obs. Circular», 83. 
g) Finsen, « Union Obs. Circular», 86. 
h) van pen Bos, « Union Obs. Circular», 88. 


Le due stelle sono di grandezza 7.8 e 8.2. Data la piccola distanza an- 
golare questa é di difficile misura, e i vari osservatori non sempre poterono 
notare Ja separazione delle stelle. Van den Bos in « Annalen Leiden », 
XIV, 4, dice che «il periodo di questa splendida binaria &€ meno di 
cinque anni o circa un anno pit’ corto di quello di 8 Equu (cioé 4.70 
anni), e che le osservazioni di Dawson nel 1922 dovrebbero essere nel qua- 
drante opposto» (questa misura era originariamente 217°.2). 

Il metodo indicato da H. N. Russell nel « Monthly Notices of the 
R. A.S.» (June 1933, p. 599) per tracciare l’ellisse apparente & appropriato 


per questa doppia stretta dove un dato, cioe Ja distanza, é incerto. Il sistema 
ha fatto pil di due rivoluzioni dalla scoperta; per poter utilizzare le prime os- 
servazioni si € adottato un periodo di 4.76 anni. La costante delle aree rica- 
vata risulto di 0.0210 secondi d’arco quadrati per anno. Tracciata l’ellisse 
apparente gli elementi vennero ricavati col metodo di Zwiers, quindi ven- 
nero corretti empiricamente il periodo e il nodo. 

Nel desiderio di ridurre ulteriormente gli O-C si esegui una corre- 
zione col metodo dei minimi quadrati. Il metodo riveld una notevole inde- 
terminazione degli elementi 7,@,Q, pero Ja somma dei quadrati dei residui 
negli angoli di posizione risultO diminuita da 610 a 496. Un tentativo di 
migliorare lorbita col metodo di Klinkerfues confermd i risultati ottenuti 
col metodo dei minimi quadrati ma non mielioro l’orbita. IL difetto sta pro- 
babilmente nell’esiguo numero di osservazioni finora eseguite e nella diffi- 
colta di misure precise, in senso assoluto, per una doppia cosi stretta. Ecco 
gli elementi coi quali sono stati ricavati gli O-C dati nella tabella: 


Po 4-60 <anni 


_T = 1932.79 
C0527, 

uw = + 78°.2 
f= = 24 
o=— $8 
ORS er 
i Be one 


Al n. 238 del Catalogo generale di parallassi stellari di Cecchini e 
data la parallasse ipotetica p= + 0.060 + 0.030 ricavata sul tratto d’or- 
bita gid percorsa dal sistema 8 1000. Con questa parallasse la massa del 
sistema $31 risulta 1.18 ©. 

La parallasse ipotetica con gli elementi sopra riportati risulta invece 
paid. 0, 050. 

Adottando la curva massa—luminosita di Eddington, colla correzione di 
Russell alle grandezze assolute (A. J. 38, p. 96, 1928), e notando che la 
correzione bolometrica ¢ nulla essendo le due stelle di tipo Go, si puod con 
un rapido calcolo di iterazione giungere ai seguenti valori per il sistema 


S31: 


fs, = 0 062 
it i= 0.56 © 
iis =O SAO 
Mino" 6) 7 
M, — I 


L’accordo delle parallassi desunte in questi vari modi & notevole. E pure 
degno di nota il valore del periodo, il pit piccolo trovato finora ad ecce- 
zione di quello di Capella, osservata coll’interferometro. 


me 38S = 


Fisica (Fisica matematica). — Sulle deformazioni finite det 
sistemi a trasformazioni reversibili, Nota® di A. SIGNORINI, pre- 
sentata dal Socio T. Levi—CivitTa. 


La presente Nota, insieme ad un’altra che le fara immediatamente se- 
guito, sviluppa una parte della mia comunicazione al 3° Congresso inter- 
nazionale di Meccanica applicata®, con qualche complemento interessante 
che sono riuscito a precisare solo recentemente. 

Dopo qualche osservazione di carattere generale, viene messo in evi- 
denza che pei sistemi a trasformazioni reversibili, quando sia nota la fun- 
zione caratteristica, le tre tensioni principali restano localmente individuate 
dallo strain e dalla temperatura (quantunque l’orientamento degli assi prin- 
cipali di tensione dipenda anche dalla rotazione rigida locale). Al?uopo si 
assegna un’equazione secolare di 3° grado che nel caso dei sistemi isotropi 
— cioé, quando la funzione caratteristica dipenda dallo strain solo pel tramite 
dei tre invarianti principali di deformazione -- si spezza in tre equazioni di 
1° grado equivalenti a note formole dell’Almansi ©), 

Successivamente si dimostra che condizione necessaria e sufficiente 
affinché un sistema a trasformazioni reversibili sia isotropo nella configura- 
zione di riferimento prescelta & che, in ogni sua trasformazione, per ogni 
triedro principale di deformazione immagine sulla configurazione attuale 
sia un triedro principale di tensione. IL semplice procedimento di dimostra- 
zione puo riuscir utile anche nella teoria delle sole deformazioni infinite- 
sime: dove anzi di regola la proprieta in questione viene invertita coll’ag- 
giunta di qualche condizione sovrabbondante. 

Se Ja funzione caratteristica dipende dallo strain solo pel tramite del 
coefficiente di dilatazione cubica (fluidi perfetti) la proprieta di isotropia non 
viene distrutta da alcuna deformazione della configurazione di riferimento: 
altrimenti — come proveremo nella Nota preannunciata — una deformazione 
della configurazione di riferimento non distrugge lV’ isotropia quando e sol- 
tando quando conserva gli angoli (cioe corrisponde ad un’omotetia o altri- 
menti al prodotto di un’omotetia a coefliciente negativo per una trasforma- 
zione per raggi vettori reciproci). 


(1) Pervenuta all’Accademia i] 18 ottobre 1933. 

(2) Sulle deformazioni termoelastiche finite (« Verhandlungen des dritten internationalen 
Kongresses fir Technische Mechanik», Stockholm, Gannar Tisell, 1931) n. 8. 

(3) AtmansI, Sulle deformazioni finite dei solidi elastici isotropi, Nota I (questi « Ren- 
diconti», 1° sem., I91I, pp. 705-714). 


1. - SISTEMA CONTINUO QuaLstasI. — Richiamiamo) la legge di cor- 


rispondenza tra gli elementi lineari dP della configurazione attuale C e gli 
elementi lineari dP, della configurazione di riferimento C, , 


ga) adP, = dP: 


insieme alla nostra definizione dell’omografia di deformazione e, 
(2) Ko -ia == D2, 


e alla decomposizione di « nel prodotto di una deformazione pura per una 
rotazione rigida, 


(3) Oo == Oy Oa. 


a: € la deformazione pura cui si riduce la deformazione pura I + 2¢€ 
[cfr. (2)] quando si sostituiscano i suoi coefficienti principali coi valori asso- 
luti delle rispettive radici quadrate senza toccare le direzioni degli assi prin- 
cipali (direzioni principali di deformazione). Se dP, segna in C, una delle 
direzioni principali di deformazione per P, , ai dP, ed a7 * dP, sono paralleli 
a dP, e [cfr. (1)] immagine di dP, su C (cioé, il corrispondente dP) 
ha la direzione di a, dP, . 


2. Richiamiamo anche ©) l’espressione dello stress mediante « e l’omo- 
erafia lagrangiana di tensione, 


(4) Bay 


Ponendo 


8 certo risulta una dilatazione “). Scelto ad arbitrio il triedro trirettangolo 
di riferimento ¢ = (é,,¢,,é,), i relativi coefficienti di $ verranno indicati 
con dj, = dn,1(1,m = 1, 2,3); mentre per gli omologhi coefficienti di 6, 
verra in seguito ripresa la notazione Yi,» - 

Per effetto di (3) la (4) puo sostituirsi con 


Bie 0 = Oars 


(1) Sulle deformazioni finite dei sistemi continut (questi « Rendiconti », 2° sem. 1930, 
pp. 312-16) n. 1. 
(2) Sulla meccanica dei sistemi continui (questi «Rendiconti», 2° sem. 1930, 


pp. 411-416), n. 4. 
(3) Cfr., ad es., loc. cit. (1), nota alone 4s 


= BI 


i singoli d,,,, ordinatamente coincidono cogli omologhi coefficienti di 8 ri- 
spetto ad ow, @, perche per ogni / ed m risulta 


Ba, Oh Dx ay tin = &, d4) OX ay in == da) x< tin = Of sn . 


In altri termini le due dilatazioni B e 8 non differiscono altro che per 
Yorientamento dei loro assi principali. Pi precisamente 
a) la rotazione «, stabilisce una corrispondenza biunivoca tra le di- 
rezioni unite di 5 e quelle di B; 
b) le tensioni principali (coefficienti principali di 8) ordinatamente 
coincidono coi coefficienti principali di 8, cioe colle radici dell’equazione 
secolare 


(5) ye p) d,. —B 5 pie 8 
Le: 


Converra pure il rilievo seguente. Insieme ad una direzione principale 
di deformazione d, per P,, consideriamo Ja sua immagine d su C: dé 
direzione principale di tensione (cioe, direzione unita di B per P) quando 
e soltanto quando d, é direzione unita di B, (per P,). Invero (cfr. losser- 
vazione finale del n. 1 ed a)) la condizione in esame non differisce da 
quella che d, sia direzione unita di 8: condizione che é verificata (cfr. ancora 
le osservazioni finali del n. 1) quando e soltanto quando d, é direzione 
unita di B,. © 


3. - SISTEMI A TRASFORMAZIONI REVERSIBILI. — Manteniamo “) le nota- 
ziont consuete T ed e,ys(r,5 = 1,2,3) per la temperatura e le sei 
caratteristiche di deformazione, cid che implica 


I 
Yr me Fil cme he ag 
I I 
&= 2 Y3 5) E> ? “ae Ce Si ls 
I 
"glen a OS TR aad 
Manteniamo anche le notazioni E, (r = 1,2, 3) e 8: per i coefficienti 


principali della ¢ ed il coefficiente di dilatazione cubica; in guisa che 


lo = (ioe 28 at ee ee 


(1) Cfr. loc. cit. (1) a p. pree. 


(7) 


hf ees 
D’ora innanzi & supposto che il nostro sistema S sia un sistema a tra- 
2 eal reversibili ); in modo che — indicando con 0 [e, , ys; T] la sua 


* funzione caratteristica - alle equazioni comuni a tutti i sistemi continui 
nee intendersi aggiunte le sei seguenti : 


20 é 
(6) Yer = 5 se tetlgch (fy Sea 1, 82 3) 


ee, : nat hoes 


In base a queste, quando sia assegnata Ja forma effettiva della 0, la 6, 
resta individuata da ¢ e T; conseguentemente anche la 8 resta individuata 
da < e T e si pud concludere [cfr. numero precedente, a) e b)] che le 
tre tensioni principali sono sempre Jocalmente individuate dallo strain e 
dalla temperatura, mentre l’orientamento degli assi principali di tensione di- 
pende anche da a,. 

Quando, insieme alla forma. effettiva della @ ed alla T, sia assegnato 
Jo strain, per applicare la (5) al calcolo delle tensioni principali in una 
determinata particella m di S, conviene portare @ ad essere triedro princi- 
pale di deformazione per m. Rinunziando, per semplicita, a marcare con 
un qualunque contrassegno influenza di un tale riferimento Jocale sulle 
caratteristiche di deformazione e sull’espressione effettiva della 6, la forma 
allora assunta dalla (5) é.evidentemente la seguente: 


fr2 Ege — + A)B , Ji-F2E, oi +28, : 


ee gn eee ee 
yt a> xy, ht LAT 


é0 
jrF2E, S yi F2 -(+2E).-—-G+s)B , 
: 9 =0. 
| (ee ie as FE Ae 
cy: 
eae Oe , \i-3E, 5 jt 428; ‘ 
(1 + 2E) = +3)B BSE Aes 
4. — Sistemi tsoTrop!. — I valori delle caratteristiche di deformazione 


corrispondenti ad una determinata configurazione attuale e la forma effettiva 
della O[e, ,y;; I] generalmente dipendono da C, e da @. Un sistema a tra- 
sformazioni reversibili & isotropo nella configurazione di riferimento prescelta 


(1) Cfr., ad es,, loc. cit. (2) a pag. prec., n. 6. 


= 392 = 


quando la relativa @ non dipende dallo strain altro che pel tramite dei tre 
invarianti principali di deformazione, 


Lee, +e, +e, = E, + Ey +E, 


(8) | Le=a8+5e+882—— 2, -EE +B E+E Ee, 


[¢ == 6; e26j-— 22>) es Y; Sys eee 

\ 4 4 
in guisa che la sua forma effettiva non varia con @. Appresso viene accen- 
nata con @(E,,E,,E,) la forma assunta dalla 1* funzione caratteristica di 
un sistema isotropo quando in essa si sostituisca ciascun I,¢ colla sua 
espressione mediante le E. 

La speciale dipendenza dei secondi membri delle (8) dalle y rende 
evidente che l’ipotesi d’isotropia implica 


20 20 
A —4 mie r M 
oE, CEr}e, Ey , £2=E, .8;=E3 , ¥1=Y2=¥3=° 


Och ee 
oy Vis Vesa © 


Conseguentemente per ogni sistema isotropo le tre tensioni principali 
— cioé, le tre radici della (7) — restano semplicemente espresse da 


(9) Gn  Siesolle 2e Be 


[aa oo eae Si Sree é 
is (CR Ses RC eee 


(10) 


Le formole dell’Almansi non differiscono dalle (10) altro che per 
intervento dei tre allungamenti principali al posto delle E. 

Il 2° gruppo delle (9) equivale alla coincidenza di ogni triedro prin- 
cipale di deformazione con un triedro unito per B,; immagine su C di 
un triedro principale di deformazione € sempre un triedro trirettangolo; 
basta dunque richiamare l’osservazione finale del n. 2 per convincersi che 
se un sistema a trasformazioni reversibili ¢ isotropo, necessariamente (in 
ogni sua trasformazione) per ogni triedro principale di deformazione I’ imma- 
gine sulla configurazione attuale & triedro principale di tensione “). 

Questa condizione - 0, cid,che ¢ perfettamente equivalente, il 2° gruppo 
delle (9) - & anche sufficiente per l’isotropia. Per dimostrarlo conviene 
considerare la 8 di un generico sistema a trasformazioni reversibili come 


(1) Invece, se la quadrica di tensione ¢ rotonda senza che lo stesso si verifichi per 
la quadrica di deformazione, certamente esistono direzioni principali di tensione che non 
sono immagini di direzioni principali di deformazione. 


Be is ia 
funzione, oltre che di T, delle tre E e di tre parametri @ atti ad indivi- 
duare lorientamento degli assi principali di deformazione, 0 (E,,9;; T); e 


stabilire che ammettendo il 2° gruppo delle (9) necessariamente in ogni 
stato di ogni particella di S risulta 


led) 


(11) ~ 9(Er,9:;T) =0 Lagat: 


91 


a! 


Pensiamo ad una generica trasformazione di S dipendente da un pa- 
rametro, A. Scriviamo l’eguaglianza 


d0 = 3 Ale) CS; 3 Al) dys 
(12) Pie a eee 


pensando variabile regolarmente con A anche il triedro trirettangolo di ri- 
ferimento © = (, , 4, , é;). 

Finché non si specializzi n¢ la dipendenza di @ da A, ne il significato 
di A in riguardo alla trasformazione in esame, a 


: di, 
(13) i XSi = 0 (r= 1,2,3) 


potremo solo agglungere 


dé 4 de , oe te ; di, . ; di, 
a — 4, SS da t= ak (i, a et,) = 1 <i Str — tr De € dy 
cioe 
de, d ° ° A y di, Bo At 
Te ay A Et (tT 2 es 


Specializziamo la dipendenza di @ da 4 colla condizione che, per ogni 
valore di 4,@ sia triedro principale di deformazione di una determinata 
patticella m di S. Allora per m — in conseguenza delle (13) e del paralle- 
lismo tra i singoli# ed i corrispondenti e¢ — si avra anche (per ogni A) 


onde il 2° gruppo delle (9) ridurra (12) a 
dd . dE, 
(13) eee De ae 


ove anzi gli Yrr coincideranno coi coefficienti principali di 8, .. 


ape 4 wats 


Aggiungiamo infine la condizione (evidentemente legittima) che, al va- 
riare di A, in m le tre E e g+41,9)42 conservino valori costanti generici, 
mentre A non differisca da g. In questo caso, risultando 


7 eae Cae 


la (13) si riduce ad esprimere che la (11) sussiste per m, cid che equivale 
all’asserto perché la scelta di m é rimasta arbitraria. 


Chimica. — Arseniato di boro e cristalli misti arseniato—fo- 
sfato di boro. Nota di G. R. Levi e D. Guiron, presentata © 
dal Socio G. Brunt. 


Arseniato di boro. — L’arseniato di boro non é stato descritto preceden- 
temente ed & stato da noi ottenuto per la prima volta (v. privativa indu- 
striale N. gor Reg: 1914 del 17 luglio 1933). 

Esso € stato preparato, con il metodo gia noto per il fosfato di boro 
come in 1) é per via secca dallarseniato diammonico ed acido borico 
come in 2): 

1) mescolando alla soluzione concentrata di acido arsenico (circa 80°/) 
la quantita equimolecolare di acido borico H,BO; solido, scaldando su b. m. 
il latte omogeneo, fino a che la massa solidifica, e seccando ulteriormente 
a temperatura pil alta. Il prodotto cosi preparato e seccato a 600° sotto 
vuoto contiene il 93.04 °/, di AsO, (calcolato per BAsO, 92.73 °/.) ed ha 
la densita 3.583 (determinata col metodo del picnometro in toluolo). 

2) riscaldando l’arseniato diammonico (NH,),HAsO, solido con H,;BO, 
solido. La miscela, che deve essere molto intima, viene dapprima scaldata 
su di una piccola fiamma, fino ad eliminazione della maggior parte dell’acqua, 
rimovendo continuamente i grumi che si formano e che si attaccano forte- 
mente al fondo della capsula. Infine si scalda fortemente per scacciare tutta 
?ammoniaca, eventualmente anche sotto vuoto. Il prodotto ottenuto in questo 
modo ¢€ assai pili poroso del precedente. Questo metodo é stato da noi ap- 
plicato convenientemente anche al fosfato di boro, appunto per avere un 
prodotto poroso, ed anche partendo dal fosfato monoammonico. 

Furono fatte prove di solubilita con due prodotti preparati come in 1) 
e seccati rispettivamente a 200° e a 600° nel vuoto e con un prodotto pre- 
parato come in 2) e seccato a 600° pure nel vuoto. Tutti e tre i campioni 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica generale e Chimica-fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 


(2) Nella seduta del 5 novembre 1933. 


Soaks Sp baa 
(2 gr.) si sono sciolti in acqua (150 cm}) su b. m. in tempo relativamente 
breve (meno di 4 ore) senza lasciare residuo. ; 

Il prodotto preparato come in I) € seccato su b. m. trattiene ancora 
molta acqua che perde lentamente a temperature superiori, fino a 600°. 
Riscaldato a temperature pii alte; oltre 700°, esso diminuisce rapidamente 
di peso, probabilmente per semplice sublimazione della massa. 

L’arseniato di boro & stato fotografato coi ragei X col metodo delle 
polveri con anticatodo di ferro. Si & avuto un bel fotogramma, del tutto 
simile a quello ottenuto pel fosfato di boro nelle stesse condizioni, colle 
linee lievemente pit ristrette, nel caso dell’arseniato, corrispondentemente 
a una maggior dimensione della cella elementare. I due fotogrammi si ordi- 
nano sul diagramma di Hull del sistema tetragonale) per il rapporto as- 
siale circa 1.53. Dai simboli delle linee, e dai rispettivi d osservati si cal- 
colano per le seguenti coppie di facce; 112 e P21 5204 67231 23376 ain. 


dei valori di — che dinno come media 1.524 per l’arseniato di boro e 
a 


1.532 per il fosfato di boro. Assumendo questi valori per i rapporti assiali, 
si calcolano le dimensioni della cella elementare che sono: 


per BAsO, a= 446A 6.997 A 


° 


per BPO, TSN = 6.633 A. 


Dalla misura della densita si calcola per il numero di molecole conte- 
nuto nella cella elementare Z—=2. Il valore calcolato per l’arseniato di 
boro d = 3.67 si accorda con quello sperimentale BS Ok 

I] calcolo dei fotogrammi dell’arseniato e del fosfato di boro & ripor- 
tato nella tabella I. 


(1) Wyckorr, The structure of crystals, 2* ediz., p. 162. 
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TasELia I. 
5 BPO, j ~ BAsO, 2 Costante a per 
bitin | 

= lacie ee d= Belo, ase BPO, aoe 1.532 | BAsO, PS 1.524 

2 sen 0 sita 2 sen 8 sita a a 
2.253 f 2.324 f 2) 4.337 4.487 
1.861 B dd — — 121 4.335 — 
1.964 d 2.037 d 103 4.324 4.50 
1.860 f 1.924 mf 121 4.333 4.48 
1.813 m 1.871 md 202 4.330 4.48 
1.455 8 d 1.5048 d | 114-123 | 4.324-4.325 | 4,485-4.48 
1.526 d 1.585 md 220 4.32 4.48 
1.456 f 1.504 ff 114-123 4.326-4.338 4.485-4.48 
1.389 dd — — 222 4.333 _ 

= = 1.3038 dd | 105-132 _ | 4.47-4.465 
1.366 d 1.416 d 130 4.32 4.48 
1.316 mf 1.358 m 204 4.327 4.48 
1.264 mf 1.305 mf | 105-132 4.32-4.328 4.475 -4.47 
1,206 mf 1.247 md 303 4.32 4.475 
1.180 f 1.219 mf 231 4.325 4.47 
1.0378 dd 1.0738 dd All 4.33 4.48 
Ta123 d 1.156 dd 224 4.328 4.465 
1.093 f 1.126 f 125-304 4.328-4.35 4.47-4.49 

— — 1.116 dd 400 — 4.46 
1.054 f 1.085 f 233 4.328 4.46 
1.037 f 1.069 f AII 4.33 4.46 
1.028 m 1.060 d 402 4.324 4.46 

= = 1.002 mf 403 — 4.46 

— — 0.997 m 420 — 4.46 


Cristalli misti arseniato-fosfato di boro. — Furono preparate miscele con- 
tenenti rispettivamente 1 BAsO, — 3 BPO,, 2 BAsO, — 2 BPO, 3 BAsO, 
—1 BPO, e furono fotografate con anticatodo di ferro. I fotogrammi non 
mostrano linee sdoppiate, ma si osserva un graduale spostamento delle linee 
dalle miscele contenenti meno BPO, verso quelle pit ricche di questo com- 


* 
Bele i Age 
posto. Nella tabella II sono riportati i valori degli angoli 20 per 1 com- 
posti puri e per le miscele. 


TABELLA II. 


20 osservati per 


hthah 
: BAsO,4| 3 BAsO, — 1 BPO, | 2 BAsOy — 2 BPO, | 1 BAsO, — 3 BPO, | BPO, 
112 49.6 49.9 50.1 51.0 51.3 
1218 _ — 54.9 56.3 56.6 
103 37-1 57-4 57-9 58.7 59-4 
121 60.7 61.0 61.4 62.6 63 
202 62.6 62.9 63.3 64.5 64.8 
114-1238 visey, FED 72.4 74.0 74.5 
220 Ses 76.1 76.6 78.1 78.9 
114-123 80.3 80.9 81.2 82.7 83.5 
222 -- _— — _ 88.5 
105-1328 84.9 — zs = ae 
130 86.5 87.3 — 89.2 90.4 
204 91.0 91.9 92.4 94.2 94.8 
105-132 95-7 96.4 97.0 98.8 100.0 
303 101.9 102.8 103.6 105.0 106.7 
231 105.2 106.3 106.7 108.6 110.3 
4118 I10 — — — 115.6 
224 113.6 — — _— 119.0 
125-304 | 118.7 120.0 120.9 123 124.5 
400 120.1 — — = = 
233 125.9 127.9 128.8 131-2 133.2 
411 129.7 Tei) 132.6 135-5 1S 
402 131.6 - = — 140.3 
403 149.4 a — — — 
420 151.8 = = = ms 


Si conclude che l’arseniato di boro ¢ il fesfato di boro formano cri- 
stalli misti, e per le varie miscele si calcolano dai fotogrammi le dimen- 
sioni dei lati delle celle elementari e dei rapporti assiali, e in conseguenza 
dei volumi elementari che sono riportati nella tabella III. 


>}. 
sea ys Liss 
Il calcolo dei rapporti assiali venne fatto come si disse precedente- 
mente sulle stesse coppie di facce. 


TABELLS- LL 


BPO, | 3BPO,—1BAsO, | 2 BPO,—2BAsO, | 1 BPO, — 3 BAsO, | BAsO, 


a 4.33 4.36 4.41 4.44 4.46 
< 1532 1.530 esr 1.526 1.524 
Vv 124.4 126.7 130.8 133-4 135.2 


Durante il corso del presente lavoro & comparsa una brevissima no- 
tizia di Gustav E. R. Schulze “ nella quale si parla solo della struttura cri- 
stallina del fosfato e dell’arseniato di boro, con valori numerici praticamente 
coincidenti coi nostri, sebbene uno di essi debba essere evidentemente sba- 
gliato, probabilmente per errore di stampa. L’autore considera questi pro- 
dotti come anidridi miste, ma su questa ipotesi non possiamo entrare in 
merito, fino a quando non sara pubblicato il lavoro. 


RIASSUMENDO: 


Viene descritto per la prima volta BAsO,, preparazione, proprieta e 
Magee c 
forma cristallina tetragonale er 245 4.46 . 


Si richiama per la priorita il brevetto italiano 17 luglio 1933 N. 401/ ee 
in cui sono descritti preparazione ed usi del prodotto. 
Vengono dati per BPO,, gia precedentemente conosciuto, i seguenti 


Ps. : C 
valori cristallografici: tetragonale — = 1.532; a = 4.33. 
a 
Si dimostra che BPO, e BAsO, formano cristalli misti in tutti 1 rap- 


porti. 


(1) « Naturwiss.», 21, 562, 28 luglio 1933. 
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Fisiologia (Chimica fisiologica). — La determinazione del « quo- 
xiente beri—berico » (Q,,): notizie di tecnica“, Nota di G. AMANTEA, 
presentata dal Corrisp. S. BAGLIONI. 


In una Nota precedente &) abbiamo esposto quali sono i fatti princi- 
pali, che, per cid che concerne il valore e il comportamento fisiologico del 
fattore antineuritico B’, riteniamo fino ad oggi bene accertati da tutte le 
nostre ricerche sull’argomento: come 1a si ¢ detto, essi in parte rappresen- 
tano la conferma o rettifica di dati gia posti o sostenuti da altri, in parte 
rappresentano dati nuovi, che noi stessi abbiamo potuto aggiungere ai pre- 
cedenti. 

Ci siamo sforzati a formularli con precisione e chiarezza, ordinandoli 
in maniera che ne risultasse la costruzione armonica, che intanto con fon- 
data convinzione ce ne siamo formata, e ne derivasse anche evidente il con- 
cetto di « quoziente beri—berico », cui i nostri risultati per via logica ci hanno 
condotto. 

Dei vari punti fermi fissati, i principali da tenere presenti, affinché rima- 
nesse agevole comprendere appunto che cosa intendiamo per « quoziente beri- 
berico », si possono riassumere sostanzialmente come segue: il fattore an-_ 
tineuritico Bt, pel colombo indispensabile ed esogeno, partecipa ai processi 
metabolici quotidiani, usurandosi (o rimanendo impegnato, 0 scomparendo 
comunque quale sostanza antiberi—berica) necessariamente, nonché in una 
determinata misura, che risulta proporzionale alla quantita delle sostanze nu- 
trilive metabolizzate, siano queste di origine alimentare, ovvero attinte dai 
normali depositi (come nell’ipoalimentazione e nel digiuno). Ogni animale 
si costituisce di fattore B' normalmente una riserva, cui attingere in caso 
di bisogno; ma tale quota protettiva, sempre mobile e disponibile, non puo 
oltrepassare — per condizioni interne regolatrici — un dato limite massimo 
(costante per ciascun colombo, alquanto variabile solo dall’uno all’altro), ne 
puo discendere al disotto di un dato limite minimo, varcato il quale insor- 
gerebbero i caratteristici disturbi beri-berici, come nel caso della dieta ori- 
zanica protratta. Imbeccando a colombi appunto opportune razioni giornaliere 
di riso brillato, i primi disturbi beri—berici di regola compaiono, solo quando 
il consumo totale (C) - cioé la somma di alimento effettivamente elaborato 
piu i materiali nutritivi attinti dai normali depositi ed espressi dalla dimi- 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 25 settembre 1933. 

(3) G. AMANTEA, Sul fattore antineuritico (B*) e sul concelto di « quoxiente beri-berico ». 
«Rendic, della R. Accad. Naz. dei Lincei», vol. XVIII, fasc. 7-8, p. 317, 1933. 


nuzione del peso corporeo — ¢ divenuto corrispondente in media almeno 
al 70 °/, del peso iniziale (P) dell’animale, e cid indipendentemente dalla 
dose quotidiana di riso offerta. Per « quoziente beri-berico » (Q») intendiamo 

C __ riso elaborato + peso perduto 
appunto il valore del rapporto pe eeo eorporcesana eae 
per essersi dimostrato — in esperienze uniformi - pressoché costante per lo 
stesso colombo, e solo alquanto variabile dall’uno allaltro, si presta ad essere 
assunto quale indice di grande esattezza e utilita in tutte le ricerche quan- 
titative e comparative sul fattore antineuritico. 

Ci proponiamo di riferire e discutere in modo esauriente i risultati, che 

gia esso ci ha fornito, nonche di precisare le varie applicazioni, cui si presta; 
ma intanto conviene premettere alcune notizie di tecnica, che l’esperienza 
acquisita ci induce a raccomandare a chiunque voglia ricorrere alla deter- 
minazione del Q;, per ricavarne i vantaggi, che a noi stessi rende. 

Sebbene siano semplicissimi i dati, che in definitiva si devono utiliz- 
zare pel computo del Q> - e cioé quantita di alimento elaborato, peso per- 
duto dall’animale e peso iniziale —, molto interessa, che essi siano stabiliti, 
sperimentando rigorosamente e uniformemente colle norme - del resto pure 
molto semplici - , imposte dal complesso dei fatti essenziali, su cui ancora 
una volta, ricordandoli, abbiamo insistito pil sopra. 

E sopratutto necessario: a) provvedersi degli animali pid adatti; b) pre- 
parare opportunamente ciascuno, prima di ogni singola esperienza, per assi- 
curarsi lindispensabile punto di partenza costante (condizione di carica o 
riserva massima di fattore B'); c) sottoporlo quindi alla dieta orizanica, ma 
in modo da poter valutare con esattezza la quantita, oltre che del riso som- 
ministrato, pure di quello realmente elaborato; d) sorvegliarne con la mas- 
sima attenzione il comportamento e il peso, sforzandosi a sorprendere la prima 
comparsa di disturbi beri-berici sicuri, e pronti a intervenire in questo mo- 
mento con mezzi curativi efficaci. Tanto, se bene attuato, deve bastare alla 
determinazione del Q», esatta come si desidera. 

Tutto finora ci induce a riguardare e a consigliare, quale animale di 
scelta, il colombo, che continua a rimanere per noi il pi’ adatto, anche dopo 
avere preso in considerazione altre specie di uccelli (gallo, tortorella, ecc.). 
Sono da preferire i colombi di 6 mesi a 1-2 anni di eta: i pid giovani, 
perche a sviluppo ancora incompleto, e i pit vecchi per svariati altri motivi 
non possono offrire un comportamento altrettanto uniforme quanto quelli 
consigliati. Comunque, nutrizione e funzioni affatto normali devono sempre 
essere bene accertate, per ogni animale, con un congruo periodo di osser- 
vazione preliminare. 

Il colombo scelto con tali criteri si isola in una gabbia capace, a doppio 
fondo, cioé provvista di un primo fondo di rete metallica a maglie piuttosto 
larghe, e di altro sottostante di lamiera o di legno, su cui si possano depo- 
sitare e raccogliere escrementi e alimento rigettato. 


, il quale, 


Di somma importanza é la preparazione, cui deve essere sottoposto l’ani- 
male avanti ciascuna esperienza, collo scopo di portare al massimo la sua 
carica o riserva di fattore Bt, che potrebbe essere stata intaccata per pre- 
gresse necessita: occorre garantirsi contro il grave svantaggio di ogni pos- 
sibile vuoto colmandolo o livellandolo, e assicurarsi il limite, che dovra 
rappresentare quello di partenza eguale e invariabile per tutte le esperienze, 
che seguiranno. Per l’adeguata preparazione ci risulta sufficiente alimentare 
il colombo, durante i quattro giorni, che immediatamente precedono ciascuna 
prova, con gr. 30-35 di grano piu gr. 2 di lievito di birra (di accertata 
attivita antiberiberica). Non sara tanto dannoso apportare varianti in eccesso, 
quanto in difetto. 

Chiuso il periodo dei 4 giorni di preparazione, bisogna far seguire senza 
intervalli o soste quello della somministrazione dell’alimento deficiente, rap- 
presentato — nel caso, che momentaneamente consideriamo - da riso brillato 
e lavato, sempre della medesima qualita. Se ne dara, per imbeccamento, una 
quantita quotidiana né scarsa née eccessiva, ma in generale proporzionata in 
modo, che possa essere digerita tutta nelle 24 ore, senza lasciare residui nel- 
Yingluvie e senza che il peso del corpo diminuisca. Il periodo di prepara- 
zione puo utilizzarsi per un orientamento al riguardo. Comunque, la razione 
una volta cosi stabilita, di regola va mantenuta invariata per lo stesso ani- 
male e per tutte le prove. L’imbeccamento € opportuno che avvenga con 
regolarita ogni 24 ore; ma facendo precedere sempre il controllo del peso 
corporeo e della temperatura cloacale. 

Cosi per l’intera durata della prima fase dell’esperimento, ossia dal- 
’inizio al vomito. Perché, quando questo incomincia e per tutta la seconda 
fase, cioé fino ai primi disturbi beri-berici, occorre aggiungere anche la me- 
todica e accurata raccolta giornaliera del riso rigettato, determinandone e 
annotandone il peso. 

La sorveglianza dell’animale dovra farsi sempre pil attenta e oculata 
a mano a mano che la seconda fase volge a termine, perche importante 
sorprendere le manifestazioni beri-beriche al loro primo inizio. Infatti é ne- 
cessario chiudere l’esperienza al momento giusto prestabilito, e questo ¢ se- 
gnato appunto dai primi disturbi: qualsiasi indugio ingiustificato contribui- 
rebbe ad alterare pit o meno il risultato definitivo. In altre parole, come 
il punto di partenza, interessa molto pure questo di arrivo. Per la tempe- 
stiva diagnosi raccomandiamo di tener presente, quale segno premonitorio 
utile, ’indebolimento del riflesso plantare, che spesso precede le paresi mo- 
torie degli arti inferiori; e quali vantaggiosi espedienti rivelatori di disturbi 
iniziali ancora incerti, quello della rotazione (atto a rivelare fenomeni a tipo 
labirintico), e quello del lavoro (atto a fare risaltare anche le paresi degli 
arti): nel primo caso si tratta di imprimere pochi rapidi movimenti di ro- 
tazione all’animale, nel secondo di costringerlo e compiere un moderato 
lavoro muscolare (corsa, volo), 


Una volta accertati i primi fenomeni beri-berici sicuri, si pesa |’animale, 
e si chiude l’esperienza, intervenendo con una sufficiente dose curativa di 
lievito di birra (2 gr.): il risultato positivo della cura dovra anche servire 
di conferma alla diagnosi, nel giro delle 24 ore successive. 

Oramai non resta che calcolare il valore del Q,. 

Vogliamo riportare, come esempio, i dati relativi a due nostre espe- 
rienze, stralciandoli dai protocolli piu recenti: 


Colombo I: 


Peso iniziale ets, SIA TO Alimento somministrato = gr. 570 
Peso terminale = » 390 Alimento vomitato ==> 308 
Peso perdulon ) == or) A80 Alimento elaborato = of, \/ 262 
262 + 80 
b = ——__—. = 0,72: 
Q Fars ‘| 
Colombo II: 
Peso imizile> = gt. 360 Alimento somministrato = gr. 540 
Peso terminale «= <1) y 3.40 Alimento vomitato =» 281 
Peso perduto eg 20 Alimento elaborato SCOT, als) 
259 + 20 
Oe 366 0 had tet 


Come abbiamo fatto rilevare e si ¢ potuto vedere, per il computo del 
Q» si utilizzano dati in sostanza semplicissimi, cui si perviene con una tecnica, 
che non implica difficolta alcuna, ma che é solo necessario impiegare, se- 
guendo-rigorosamente tutte le norme raccomandate, se si mira a risultati 
soddisfacenti. 

Prenderemo quanto prima in esame quelli finora da noi stessi ottenuti, 


per potere quindi prospettare le applicazioni, cui la nozione del « quoziente 
beri-berico » si presta. 


eh 


Fisiologia (Chimica fisiologica). — Ancora sul valore alimen- 
lare det semi di « Cicer arietinum L.»©. Nota® di V. ZaGamt, 
presentata dal Corrisp. S. BAGLIONI. 


I risultati di esperienze, gia riferite e discusse a suo tempo 6), ci hanno 
permesso di concludere che i semi di « Cicer arietinum L. » presentano una 
forma di deficienza mista: deficienza salina e deficienza vitaminica (pei fattori 
liposolubili A e D). Abbiamo ammesso allora, che tali due forme di defi- 
cienza siano da ritenere di grado o entita diversi, perche non pare che esse 
esplichino una parte uguale nel determinismo dei disturbi che sogliono osser- 
varsi per effetto dell’alimentazione esclusiva con ceci. 

La deficienza, di cui prevalgono gli effetti, ¢ la salina, e a questa spet- 
tano, se non tutti, certo la maggior parte dei fenomeni abnormi descritti. 
La deficienza pei fattori liposolubili ci & apparsa invece di grado non mar- 
cato, perché, anche senza aggiunta alcuna di detti fattori, ci é stato possibile 
correggere col solo miscuglio salino quasi tutti gli effetti dannosi, almeno 
per il periodo di 5-6 mesi, quanto appunto sono allora durati i nostri espe- 
rimenti. 

Lo studio ulteriore su altri semi di leguminose (Lathyrus sativus L., 
Ervum lens L., Vicia faba L.) “5-%7 ci ha permesso di constatare che tutti 
presentano deficienze della stessa natura, ma variabili piuttosto notevolmente 
per la loro entita o il loro grado; e cio non tanto per cid che riguarda la 
deficienza salina, la quale & sensa dubbio assai marcata in tutti i semi stu- 
diati, quanto per cio che riguarda invece la deficienza di fattori liposolu- 
bili Ae D. In taluni semi (Vicia faba L.) infatti quest’ ultima ci ¢ sembrata 
netta e accentuata, in altri invece appena accennata (Lathyrus sativus L.), 
o addirittura discutibile (Ervum lens L.). 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 25 settembre 1933. 

(3) V. Zacamt, Sul valore alimentare dei semi di « Cicer arietinum L.». « Il Problema 
alimentare», 1931, 1, 150 

(4) V. Zacamt, Sul valore alimentare dei semi di « Lathyrus sativus L.». «Il Problema 
alimentare », 1932, 2, 73. 

(5) V. Zacamt, Sul valore alimentare dei semi di « Vicia faba L.». « Rendic. R. Acc. 
Naz. Lincei», 1933, 18, ii. 

(6) V. Zacami e A. CuraToLo, Sul valore alimentare dei semi di « Ervum lens L.». 
«Il Problema alimentare», 1933, 3, ii. 

(7) G. Licort, Sul valore alimentare dei semi di « Vicia faba L.». « Riv. Pat. Sper. », 


1932, 9, 329. 


Allo scopo di sempre meglio accertare leffettivo valore alimentare dei 
semi di « Cicer arietinum L.» e di avere dati sufficienti per gli opportuni 
raffronti con gli altri semi, coi quali le esperienze si erano continuate per 
un periodo assai pil lungo (12-15 mesi), ci € sembrato utile spingere pure 
pei ceci le osservazioni ancora pil oltre nel tempo, e possibilmente esten- 
dendole a varie generazioni successive. 

Pertanto sugli stessi animali, che ci avevano permesso, dopo 5-6 mesi, 
di formulare le prime conclusioni accennate, le osservazioni sono state con- 
tinuate ulteriormente, e ininterrottamente, per un periodo complessivo di 
venti mesi, e su tre generazioni successive di animali, alimentati sempre 
unicamente con ceci pili il solo miscuglio salino, ovvero con ceci pil mi- 
scuglio salino e olio di fegato di merluzzo insieme. 

A complemento dei risultati precedenti, abbiamo potuto notare, in questo 
secondo periodo di osservazioni, che per venti mesi tutti gli animali alimen- 
tati con ceci integrati unicamente da miscuglio salino, ad eccezione della mole 
corporea, rimasta sempre inferiore a quella dei controlli normali ad alimento 
misto, nonché a quella degli animali alimentati con i ceci, corretti anche con 
olio di fegato di merluzzo oltre che col miscuglio salino, non hanno mai 
presentato nulla di abnorme. 

La riproduzione si mantenne sempre perfetta per ritmo di gravidanze 
normali portate a termine. Alcune femmine ebbero perfino dieci gravidanze 
con una media di ottanta neonati complessivi. 

Alcune nidiate poterono essere bene allattate, ma dopo lo slattamento, 
tenute sempre alla stessa dieta, presentarono, — come era da aspettarsi — una 
curva di accrescimento inferiore alla normale, e mai raggiunsero la mole 
corporea massima dei controlli normali o di altri soggetti delle stesse ni- 
diate, messi pero, dall’epoca dello slattamento, ad alimentazione variamente 
mista. Sia per cio che riguarda la curva di accrescimento, sia per cio che 
riguarda la mole corporea massima raggiunta la differenza non é stata pero 
assai accentuata. Con lieve ritardo ¢ avvenuta in questi animali di seconda 
generazione la maturazione sessuale e Vinizio dell’attivita riproduttiva; ma 
le gravidanze poi ebbero sempre, per tutto il periodo sperimentale, normale 
decorso e ritmo. I piccoli nascevano apparentemente in buone condizioni, 
ma non ci € stato possibile seguire lo sviluppo di una terza generazione per 
la morte precoce dovuta unicamente al difetto della portata lattea. 

Gli animali, alimentati con ceci pil miscuglio salino e olio di fegato 
di merluzzo insieme, presentarono evidente pieno benessere per tutti i venti 
mesi di osservazione. La mole corporea massima raggiunta uguaglid quella 
dei controlli normali, e tale si ¢ mantenuta sempre. Pure la riproduzione 
si € manifestata sempre normalissima sotto tutti i punti di vista. Aleuni ani- 
mali poterono portare regolarmente a termine perfino undici gravidanze con 
una media di 80-90 neonati complessivi. Solo lallattamento non é ayve- 
nuto sempre normalmente; ciononostante parecchie nidiate poterono essere 
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allevate dalle madri, fornendo una seconda generazione, da cui ottenenmo 
una terza, pure essa sottoposta ad osservazione, sempre mantenendo la stessa 
alimentazione. 

Anche gli animali della seconda generazione, rimasti ancora dopo lo 
slattamento alla stessa dicta, si svilupparono bene e raggiunsero normalmente 
la maturita sessuale; presentarono gravidanze regolarmente portate a ter- 
mine; a volte si pote osservare anche favorevole |’allattamento per alcune 
nidiate, e precisamente queste ci offrirono la possibilita di seguire il com- 
portamento della terza generazione. 

Anche gli animali di questa terza generazione non offrirono nulla di 
anormale; crebbero e raggiunsero normalmente Ja maturita sessuale; pa- 
recchie gravidanze furono condotte a termine, ma a causa del difetto per- 
sistente di allattamento, non ci riusci di avere la sopravvivenza di alcuna 
nidiata, da potere proseguire ancora le osservazioni.- 

Riepilogando dunque, animali alimentati con ceci, corretti unicamente 
con sali minerali, per un periodo complessivo e ininterrotto di venti mesi, 
hanno sempre conseryato pieno benessere, pur non raggiungendo esattamente 
lo sviluppo corporeo massimo, toccato dai controlli; hanno presentato nor- 
male Ja funzione riproduttiva anche attraverso generazioni successive, ma con 
parziale difetto di allattamento. 

Animali alimentati con ceci, corretti con sali minerali e olio di fegato 
di merluzzo insieme, anche attraverso generazioni successive, e per un pe- 
riodo complessivo e ininterrotto di venti mesi, hanno presentato accresci- 
mento affatto normale, perfetto benessere, normale funzione riproduttiva, ma 
minorata funzione di allattamento. 

Concludendo, in base a queste nuove osservazioni e alla messe di fatti 
raccolti, possiamo affermare, che i semi di « Cicer arietinum L. » presen- 
tano una sicura e accentuata deficienza salina; e che essi presentano ancora 
un’altra deficienza, probabilmente di natura vitaminica pei fattori liposolu- 
bili A e D, per il fatto che l’aggiunta di olio di fegato di merluzzo, insieme 
con sali minerali, contribuisce ad annullare del tutto ogni risentimento de- 
derminato dall’alimentazione esclusiva con soli ceci. Perd, per il fatto che 
anche senza l’olio di fegato di merluzzo tutte le funzioni possono compiersi 
normalmente o quasi, per lunghissimo periodo di tempo e attraverso gene- 
razioni successive, ¢ da ritenersi che tale deficienza vitaminica debba essere 
di grado assai lieve; a meno che non si voglia ammettere — come abbiamo 
supposto per il caso dei semi di « Ervum lens L. » — che essa non sia pre- 
cisamente di natura vitaminica, ma di altra natura, probabilmente lipidica, 
da spiegarsi l’azione tuttavia favo evole dell’olio di fegato di merluzzo. Ma 
ci mancano finora esperienze che ci autorizzino a una sicura affermazione in 
proposito. 

Risulta ancora confermata dalle riferite nuove ricerche la nostra affer- 
mazione precedente che i costituenti proteici dei ceci siano atti e sufficienti 
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da soli a coprire — quantitativamente e qualitativamente — il fabbisogno pro- 
teico di ratti adulti, nonché in via di accrescimento: durante venti mesi di 
alimentazione ininterrotta con ceci (corretti per le deficienze effettive sopra- 
dette), e attraverso generazioni successive, se deficienza proteica pur limitata 
fosse esistita, si sarebbe certamente in qualche modo rivelata, per lo meno 
con un difetto della mole corporea, mentre invece si svolse normale |’ac- 
crescimento degli animali anche alla terza generazione. 

Le stesse considerazioni ci portano a ritenere ben rappresentato e pro- 
porzionato nei semi in parola il complesso vitaminico B. 

La ininterrotta capacita riproduttiva infine fa ritenere ugualmente ben 
rappresentato e proporzionato il fattore E, o vitamina della fecondita. 

Rimane da risolvere la questione del difettoso allattamento; ma a tale 
riguardo rimandiamo per ora a quanto gia abbiamo prospettato altrove “ ”, 
riservandoci di ritornare sull’argomento per una esauriente discussione, quando 
nuovi risultati ce lo permetteranno. 


(1) V. ZAGAMI, Osservazioni su! rapporto tra alimentazione e allattamento. « Rendic, 
Reece, Naz. Wineet >, 5933), 175 973- 
(2) V. ZacaMi, Sui rapporti tra alimentazione e allattamento. In corso di pubblicazione. 


a MO 


PERSONALE ACCADEMICO 


Il Presidente comunica alla Classe la dolorosa notizia della morte dei 
Soci Patazzo e La Rosa, commemora brevemente ambedue gli Scomparsi, 
ed annuncia che di ambedue sara tenuta una degna commemorazione in 
una delle prossime sedute. 


PRESENTAZIONE DI PLICH SUGGELELA TI 


Il Presidente presenta quattro plichi suggellati inviati perché vengano 
conservati negli Archivi dell’Accademia dai Signori: Terni, Rino-CuraTo.o, 
Det VALte, RICCcIONI. 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


L’Accademico Segretario Aggiunto prof. Lo Surpo presenta i libri giunti 
in omaggio segnalando il volume di memorie pubblicato dai discepoli di 
S. E. Guidi in occasione del Suo ottantesimo genetliaco; un fascicolo del 
Socio Longo sulla coltivazione del papavero; la commemorazione del Socio 
Palazzo di G. B. Rizzo; alcuni studi del Socio F. Silvestri; un volume edito 
a cura di G. Stefanini sulla Paleontografia Italica; « Cours de mécanique ra- 
tionnelle» di J. Chazy; una serie di studi chimico—agrari del prof. F. Scurti 
editi a cura della R. Stazione Chimico—Agraria Sperimentale di Torino; 
eli Atti del IV Congresso Nazionale di Chimica pura ed Applicata; un 
fascicolo del dott. Giovanni Ginori-Conti sui « Progressi scientifico—tecnici 
realizzati a Larderello nel 1° Decennio di Regime Fascista »; un volume 
del prof. Favard sulle funzioni quasi periodiche, ed uno del professor Vé- 
ronnet sul calcolo vettoriale. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Il Socio prof. CasTELNuovo presenta una Nota per l’inserzione nei Ren- 


diconti. 
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OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 5 novembre 1933 


ALICATA JOSEPH E. — Description of two 
parasitic nematodes from the texas pec- 
cary (From the « Proceedings of the Uni- 
ted States National Museum ». Vol. 82). 
Washington, 1933. 8°, pp. 1-6. 

ARRIGHI Gino. — II problema cinematico 
delle rotazioni isocarene dei galleggianti 
(Estr. dagli « Atti della Reale Acca- 
demia delle Scienze di Torino». Vo- 
lume LXVIII (1932-33), pp. 364-370). 
Torino, 1933. 8°. 

BatTaGuia Mario. — Cura della tubercolosi 
ossea col vaccino selezionato e stabiliz- 
zato (Estr. dagli « Atti del Convegno 
Scientifico Sociale per la cura della tuber- 
colosi ossea-articolare ». Cortina d’Am- 
pezzo, 25-26 febbraio 1933-x1). Bolo- 
gna, 1933. 8°, pp. 1-3. 

BatraGLiA Mario. — Expériences sur cer- 
tains microorganismes pathogénes pour 
Pétude du phénoméne Twort-Herelle 
(Estr. dal « Bollettino della Sezione Ita- 
liana della Societa Internazionale di Mi- 
crobiologia », fasc. IV, 1933). Milano, 
1933. 8°, pp. 1-4. 

BINGHAM HaroLp C. — Gorillas in a Native 
Habitat (Report of the joint expedition 
of 1929-30 of Yale Univ. and Carnegie 
Institution of Washington for psycho- 
biological study of mountain gorillas 
(Gorilla beringei) in Parc Nat. Albert, 
Belgian Congo, Africa), Washington, 
1932. 8°, pp. 1-64. 

BoaGa Giovanni. — Determinazioni di la- 
titudini astronomiche in alcune stazioni 
sul Carso (Estr. dagli « Atti e Memorie 
della R. Accademia di Scienze, Lettere 
ed Arti in Padova». Vol. XLIX), Pa- 
dova, 1933. 8°, pp. 1-21. 


BoaGa GIOVANNI. — Determinazioni di gra- 
vita relativa compiute nel 1929 a Resia- 
Sluderno-S. Gertrude in Solda—Bormio 
e S. Caterina di Valfurva (R. Commis- 
sione Geodetica Italiana. Nuova serie: 
N. 4). Padova, 1933. 4°, pp. 1-26. 

BoaGa Giovanni. — Determinazioni di gra- 
vita relativa compiute sul Carso nel 
1931 (Estr. dagli « Atti del Reale Isti- 
tuto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti». 
Tomo XCII. Parte II*, pp. 563-619). 
Venezia, 1933. 8°. 

Boyce Josepu C. — Forbidden lines in astro- 
physical sources (Reprinted from the 
« Proceedings of the National Academy 
of Science». Vol. XIX, N. 6, pp. 581- 
SON) smdeatnou. 

Bua GaErTano. — Esperimenti del 1932 con 
sostanze attrattive per la Mosca delle 
olive (Estr. dagli « Annali del R. Isti- 
tuto Superiore Agrario di Portici». Se- 
rie II, Vol. VI, pp. 56-77). Spoleto, 
1933. 8°, 

CasELLA DoMENICco. — II Prunus Cocumilia 
Tenore (Estr. dagli « Annali della R. Sta- 
zione Sperimentale di Frutticoltura e di 
Agrumicoltura di Acireale». Vol. I. 
Nuova Serie). Acireale, 1933. 8°, pa- 
gine 1-7. 

CasELLa D. — Lotta contro gli afidi (Estr. 
dalla R. Stazione di Frutticoltura e di 
Agrumicoltura di Acireale». n. 59). Aci- 
reale, 1932. 8°, pp. I-10. 

Cuazy JEAN. — Cours de mécanique ration- 
nelle. Tome I, Dynamique des syste- 
mes matériels. Paris, Editeur Gauthier- 
Villars, 1933. 8°, pp. I-VI, 1-461. 

Cuiaruci A. — Legni fossili della Somalia 
Italiana. Fossili del Pliocene e del Plei- 


stocene (Estr. dalla « Paleontographia 
Italica». Vol. XXXII, suppl. 1, pp. 97- 
167, tav. IX—XXII), Siena, 1933. 4°. 

Courson ZELIFF CLARKE. — A new proto- 
zoan from the larva of the beetle Osmo- 
derma scabra (From the « Proceedings 
of the United States National Museum ». 
Vol. 82). Washington, 1933. 8°, pp. I-3. 

Det Dexspio Enrico. — Piscine. Roma. Edi- 
tori fratelli Palombi, 1933. 8°, pp. I- 
167. 

Dr Leonarpo Giuseppe. — Progetto di mas- 
sima di bonifica idraulica del territorio 
consorziale (Consorzio di bonifica e tra- 
sformazione fondiaria del Tavoliere Cen- 
trale Foggia). Bari, 1933. 4°, pp. 1-1, 
I-1243 tav. ev. 

Dwicut, Marsu C. — Synopsis of the Ca- 
lanoid Crustaceans, exclusive of the Dia- 
ptomidae, found in fresh and brackish 
Waters, Chiefly of Nort America (From 
the «Proceedings of the United States 
National Museum ». Vol. 82). Wash- 
ington, 1933. 8°, pp. 1-58. 

Fano GINO. — Osservazioni sopra una Nota 
del Prof. H. F. Baker (Estr. dai « Ren- 
diconti del Reale Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere ». Vol. LXV, fasc. LV, 
1932). Milano, 1932. 8°, pp. 1-4. 

Fano Gino. — Spazi di Riemann e geo- 
metrie Riemanniane. Loro generalizza- 
zioni (Estr. da: «Conterenze di fisica 
€ matematica ». Anno accademico 1931- 
32). Torino, 1932. 8°, pp. 1-60. 

Fano Gino. — Prof. Enrico d’Ovidio (Estr. 
dall’ Annuario della R. Universita » 1932- 
33). Torino, 1933. 8°, pp. 1-9. 

FavarD J. — Legons sur les fonctions 
presque-périodiques, fasc. XIII. Paris, 
Editeur Gauthier-Villars, 1933. 8°, pa- 
gine I-VII, 1-179. 

Favaro Giuseppe. — I primi periodi della 
vita e della carriera di Antonio Scarpa 
desunti da un suo «curriculum » auto- 
grafo (Estr. dal « Bollettino dell’Istituto 
Storico Italiano dell’ Arte Sanitaria ». 
Anno xxx, fasc. I, gennaio-febbraio 
1933). Roma, 1933. 8°, pp. 1-6. 

Favaro GilusEPPE. — Gli esperimenti del 
rabdomante Bléton in una lettera di An- 
tonio Scarpa (Estr. dagli « Atti del Con- 


gresso internazionale di Rabdomanzia e 
Geofisica ». Verona 1932). s. d. t. 
om 

Favaro GiusEpPpE. — Il quarto centenario 
della nascita di Girolamo Fabrici di 
Acquapendente (Estr. dalla « Rivista di 
Storia delle Scienze Mediche e Natu- 
rali». Anno xxiv (IV serie) fase. 1-2, 
1933). Siena, 1933. 8°, pp. 1-4. 

Favaro GiusEpprE. — Michele Rosa e la 
R. Accademia di medica corrispondenza 
di Parigi (Estr. dalla « Rassegna per la 
Storia della Universita di Modena e della 
cultura superiore modenese», fasc. V, 
1933). Modena, 1933. 8°, pp. 1-24. 

FAvAro GIUSEPPE. — Antonio Scarpa nella 
storia dell’'anatomia normale (Estr. dagli 
« Atti della Societa Toscana Italiana di 
Anatomia », supplemento al Vol. XLIII, 
del « Monitore Zoologico Italiano », pa- 
gine 29-43). Firenze, 1933. 8°. 

Favaro Giuseppe. — Il « publicum docto- 
ratus privilegium» di Antonio Scarpa. 
(Estr. dalla « Rivista di Storia delle 
Scienze Mediche e Naturali». Anno 
XXIII, n. 9-10). Siena, 1932. 8°, pp. I- 
14. 

Friant M. — Contribution a I’ étude de la 
différenciation des dents jugales chez les 
mammiferes (Publications du Muséum 
National d’Histoire Naturelle»), N. 1. 
Paris. Editeurs Masson et Ci, 1933. 8°, 
pp. I-IX, 1-132. 

FisHER WILLARD J. — On the Finding ot 
Newly Fallen Meteorites (Reprinted 
from « Popular Astronomy ». Vol. XL], 
s. L,°1933. 8°, pp. 1-8 

FIsHER WILLARD J.— The penetration of iron 
meteorites into the ground (Reprinted 
from the « Proceedings of the National 
Academy of Sciences ». Vol. XIX, n. 3, 
pp. 286-291), s. d. t. 8° 

GaraFEeR WiLtiam M. — Tonsillectomy and 
Upper Respiratory Disease (Common 
Cold) in Adults (Reprint from the « La- 
ryngoscope». St. Louis, May. 1932), 
S7adet. Soompp nal =i: 

GaraFER WiL.iam M. — Adenoids and upper 
respiratory disease. (Common cold) in 
adults (Reprinted from « Annals of Oto- 
logy, Rhinology and Laryngology ». 


Vol. XLI,'n. 2). Baltimore, 1933. 8°, 
pp. 1-6. ~ 

GaFaFER Witt1am M. — Hardening proce- 
dures and upper respiratory disease (Com- 
mon cold) Reprinted from the « Ame- 
rican Journal of Hygiene ». Vol. XVI, 
pp. 233-240). Lancaster, s. d. 8°. 

GarareR Wittiam M, — Eye color and di- 
sease of the upper respiratory tract 
(Common cold) (Reprinted from the 
« American Journal of Yygiene». Vol. 
XVI, n. 3, pp. 880-884). Lancaster, 
1932. 8°. 

GaFAFER WILLIAM M. — Adenotonsillectomy 
and disease of the upper respiratory 
tract (Common cold) in adults (Reprin- 
ted from the « Journal of Infectious Di- 
seases». Vol. 51, pp. 489-492). Balti- 
more, 1932. 8°. 

GAFAFER WiLt1amM M. — Disease of the up- 
per respiratory tract (Common cold) in 
Jews and non-Jews (Reprinted from 

* «Human Biology». Vol. IV, n. 3, pa- 
gine 429-433). Baltimore, 1932. 8°, 

GaLBRUN Henri. — Théorie mathéniatiche 
de l’assurance invalidité et de assurance 
nuptialité calcul des primes et des ré- 
serves (Traité du calcul des probabités 
et des applicationes. Tome III, fasc. V). 
“Paris, Editeur Gauthier Villars, 1933. 
8°, pp. I-vll, 1-183. 

Gambetta Laura. — Sopra alcuni Molluschi 
raccolti dal Dott. H. Scaetta nel Lago 
‘Kivu, in rapporto alla fauna malacolo- 
gica del Lago Edoardo (Estr. dal Bol- 
lettino dei Musei di Zoologia e di Ana- 
tomia comparata della R. Universita di 
Torino». Volume XLII). Torino, 1932. 
8°, pp. 1-26. 

GIALANELLA Lucro, — Sulla determinazione 
delle orbite di stelle doppie spettrosco- 
piche (Estr. dalle « Memorie della So- 
cieta Astronomica Italiana ». Vol. VII). 
Pavia, 1933. 8°, pp. 1-24. 

GIALANELLA Lucio. — Sopra un metodo per 
per il calcolo delle perturbazioni plane- 
tarie (Estr. dalle «Memorie della So- 
cieta Astronomica Italiana». Vol. VI). 
Pavia, 1932. 8°; pp. 1-11. 

Ginort’ Contr Giovanni. — I progressi 

- scientifico-tecnici realizzati a Larderello 
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nel 1° decennio di regime fascista Ro- 
ma, 1933. 4°, pp. I-79. 

GinspurG Isaac. — Descriptions of new and 
imperfectly known species and genera 
of Gobioid and pleuronectid fishes in 
the United States National Museum 
(From the « Proceeding of the National 
Museum», Vol. 82). Washington, 1933. 
8°, pp. 1-23. 

Grace S. F, and. Proupman J. — Publica- 
tion scientifique N° 1, 2 (Association 
d’Océanographie Physique). Helsingfors, 
1931-32, pp. 1-26, 1-17. 

Gurrrigrt E. — Periodicita nell’andamento 
progressivo della pioggia a Capodimonte 
1833-1931 (Estr. dai « Rendiconti della 
R. Accademia Nazionale dei Lincei Classe 
di Scienze fisiche, matematiche e natu- 
rali» -vol.. XVI 2° sem., fasc. 5-6, 
pp. 243-248). Roma, 1933. 8°. 

GUERRIERI RUGGERO. — Gli antichi Istituti 
Ospedalieri in Gualdo Tadino. Docu- 
menti e memorie storiche. Perugia, 1909. 
8°, pp. 1-126. 

Guipt Camitto. — Memorie di Camillo Guidi 
raccolte e ripubblicate a cura di un 
gruppo di antichi allievi in occasione 
dell’ottantesimo genetliaco del maestro. 
Torino, 1933. 8°, pp. I-XVI, 1-416. 

HaRBURGER WALTER. — Strahlender Raum 
Die physikalischen Eigenschaften der 
reinen Anschauungsformen a _ priori. 
Miinchen, 1933. 8°, pp. 1-95. 

HepricgH A. W. — Monthly estimates o- 
the child population «susceptible» to 
measles, 1900-1931. Baltimore, (Re- 
printed from the « American Journal of 
Hygiene».Vol XVII, N° 3, 1933, pp. 613- 
636). Lancaster, 1933. 8°. 

Hupss Cart L. — Crossochir koelzi; a new 
Californian surf-fish of the family Em- 
biotocidae (From the «Proceedings of 
the United States National Museum ». 
Vol. 82). Washington, 1933. 8°, pa- 
gine I-9. 

Lanoau Epmunp. — Uber den Wertevorrat 
von ¢ (s) in der Halbebene o> 1 (Sonder- 
druck aus « Nachrichten der Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gottingen Mathe- 
matisch-Physikalische Klasse »). 1933. 
pp. 81-91). Berlin, 1933. 8°. 


Lanpau Epmunp. — Bemerkungen zu der 
M. P. Geppertschen Abhandlungen 
« Approximative Darstellungen analy- 
tischer Funktionen, die durch Dirich 
letsche Reihen gegeben sind» im Bd. 
35 dieser Zeitschrift, S. 190-211 (Son- 
derabdruck aus «Mathematische Zeit- 
schrift » Band. 37, Heft 2, pp. 314-320). 
Berlin, 1933. 8°. 

Lanpau Epmunp. — Eine Frage tier trigo- 
nometrische Polynome (Estr. dagli « An- 
nali della R. Scuola Normale Superiore 
di Pisa, Scienze Fisiche e Matematiche», 
Serie IJ, Vol. IT). Bologna, 1933. 8°, 
pp. 1-2. 

LarussA Domenico (Dei Conti). — I pro- 
blemi igienico-sociali di Catanzaro e¢ le 
condizioni finanziarie del Comune. Ca- 
tanzaro, 1933. 8°, pp. 1-74. 

Larussa Domenico (Dei Conti). — La citta 
di Catanzaro ed il piano regolatore. Studi 
e considerazioni generali. Catanzaro, 
Tipo-Editrice Bruzia, 1933. 8°, pp. 1-98. 

LEONE SALVATORE. — Profilassi del tracoma 
e visiva nelle provincie di Catania-Enna— 
Messina - Ragusa — Siracusa - Catanzaro, 
1932-33. Siracusa, 1933. 4°, pp. I-19, 
I-11, I-15, I-II, I-13, 1-19. 

Lockyer WitziaM J. S. — The variable spec- 
trum of y Cassiopeiae (Reprinted from 
the «Monthly Notices of the Royal 
Astronomical Society». Vol. 93. N! 3 
e 8, pp. 363-373, 619-623). Edinburgh, 
1933. 8°. 

Loneinescu JoneL N. — Essai sur la chimie 
comparée. Les corps simples. Paris, 1932. 
8°, pp. I-VI, 1-98. 

Lonco B. — La coltivazione del papavero 
per l’estrazione dell’oppio nel regno di 
Napoli (Estr. dal «Bull. dell’ Orto Bo- 
tanico della R. Universita di Napoli». 
Tomo XII), s. 1. s. d., pp. 1-5. 

Love AtBert G. — Biometric Studies on U. 
S. Army Officers Somatological Norms 
in Disease (Reprint from « Human Bio- 
logy». Vol. V, 1933, pp. 61-93). Bal- 
timora, 1933. 8°. 

Love Abert G. — Biometric Studies on U. 
S. Army Officers economic efficiency 
(length of service) in relation to phy- 
sical fitness and other factors (Reprinted 


from the « Military Surgem ». Vol. 71, 
N° 3. 1932, pp. 231-238), s. d. t. 8°. 

Love ALBERT G. — Biometric Studies on U. 
S. Army Officers Somatological Norms, 
Correlations, and changes with age (Re- 
printed from «Human Biology ». Vol. 4°, 
pp. 509-524). Baltimore, 1932. 8°. 

LumreRE AuGusTE. —— Quelques travaux 
complémentaires relatifs a la propaga- 
tion de la tuberculose. Lyon, 1933. 8°, 
Pp. 1-134- 

Marotta Domenico. — Atti del IV Con- 
gresso Nazionale di Chimica Pura ed 
Applicata. Roma. Tipog. Editrice Italia 
1933. 8°, pp. I-XLVI, 1-908. 

MeENzEL Donatp. H. — On the interpre- 
tation of nova spectra (Reprinted of the 
« Proceedings of the National Academy 
of Sciences». Vol. XIX, pp. 641-648). 
Cambridge. 1933. 8°. 

MeEnzEL Donatp H. — Forbidden lines in 
astrophysical sources (Reprinted from 
the « Proceedings of the National Aca- 
demy of Science». Vol. XIX, N° 6, 
pp- 581-591). s. d. t. 8°. 

MILLER FREEMAN Devotp. — The space 
motions of stars in the Orion and Scor- 
pio-Centaurus cluster (Reprinted from 
the « Proceedings of the National Mu- 
seum of Sciences». Vol. XIX, pp. 277- 
28O0)s Silt LO ghemor. 

MiLiMANn Peter M. — Amateur meteor pho- 
tography (Reprinted from « Popular 
Astronomy », Vol. XLI, N° 6, 1933), s. 
dat. So 

MILLMAN Peter M. — The theoretical fre- 
quency distribution of photographic me- 
teors (Reprinted from the « Proceedings 
of the National Academy of Sciences ». 
Vol. XIX, pp. 34-39), s. d. t. 8°. 


MIRELLI EvGENIO — I] sistema di misura 
del valore. Pescara, s. d. 4°, pp. 1-81. 
Mortya Tomijiro. — On the Lift of Bi- 


planes (Abstract the « Journal of the 
Faculty of Engineering Tokyo Imperial 
University, Tokyo, Japan». Vol. XVII, 
N° 10, pp. 191-200). Tokyo, 1928. 8°. 
Morra Mario. — Luce e materia. Milano, 
s. d. 8°, pp. 1-207. 
PALMER CARROLL E. — Seasonal variation 


of average growth in weight of elemen-. 
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~ tary school children (Reprint from the 
« Public Health Reports». Vol. 48, N° 9). 
Washington, 1933. 8°, pp. 1-23. 

PALMER Carrot E. — Relation between 
size of frontal nasal sinuses and (1) At- 
tacks of upper respiratory disease (Com- 
mon gold) and (2) certain nose and 
Throat conditions (From the « Ame- 
rican Journal of. Hygiene», Vol. XVJ, 
N° 1 pp. 224-232). Lancaster, 1932. 
8°. 

Payne Cesciria H. — Forbidden lines in 
astrophysical sources (Reprinted from 
the « Proceedings of te National Aca- 
demy of. Sciences». Vol. XIX, N. 6, 
pp. 581-591), s. d. t. 8°. 

Payne Cecirta H. — A physical analysis 


of Wolf-Rayet spectra (Reprinted from | 


the « Proceedings of the National Aca” 
demy of Sciences». Vol. XIX, pp. 492- 
494). Cambridge, 1933. 8°. 

Payne Cecitia H. — On the interpretation 
of nova spectra (Reprinted of the « Pro- 
ceedinges of the National Academy of 
Sciences ». Vol. XIX, pp. 641-648). 
Cambrige, 1933. 8°. 

Pascat Mario. — Sul centro istantaneo di 
velocita nulla nel moto di una figura 
piana di area costante e a deformate 
affini (Est. dal «Rend. della R. Acca- 
demia delle Scienze Fisiche e Matema- 
tiche di Napoli». Serie 4", Vol. III). 
Napoli, 1933. 8°, pp. 1-4. 

Pascat Marro. — Sull’ accelerazione nel 
moto di una figura piana di area co- 
stante e a deformate affini (Estr. dal 
«Rendiconto della R. Accademia delle 
Scienze Fisiche e Matematiche di Na- 
poli», Serie 4*, Vol. III). Napoli, 1933. 
8°, pp. 1-4. 

PascaLt Mario. — Sul moto di una figura 
deformabile piana che si conserva affine 
a se stessa (Estr. dal «Rend. della R. 
Accademia delle Scienze Fisiche e Ma- 
tematiche di Napoli». Serie 4*, Vol. III, 
pp. 78-82). Napoli, 1933. 8°. 

PascaL Mario. — Sul moto di una figura 
deformabile piana di area costante e 
che rimane affine a se stessa (Estr. dal 
«Rend. della R. Accademia delle Scienze 
Fisiche e Matematiche di Napoli». 


Serie 4°, Vol. III, 
poli, 1933. 8° . 

Pascat Mario. — Sulla cinematica affine di 
una figura piana di area costante. (Estr. 
dal «Rend. della R. Accademia delle 
Scienze Fisiche e Matematiche di Na- 
poli». Serie 4", vol. IIL). Napoli, 1933. 
Sepp tes. 

Perraroja Lupoyico. — Il sistema atomico 
dell? Universo. Teoria fisica. Fase. II 
(Puntata n. §-6-7-8-9). Portici, 1933. 
8°, pp. 65-144. 

Pisary Henry A. — West African snails 
of the family Achatinidae in the United 
States National Museum (From the 
« Proceedings of the United States Na- 
tional Museum». Vol. 82). Washington, 
1933. 8°, pp. 1-6. 

Pomey J. B. — Application des imaginaires 
au calcul vectoriel. Complement a la 
conférence sur le calcul vectoriel. Paris, 


pp. 71-77). Na- 


Editeur Gauthier—Villars, 1933. 8°, 
pp- I-VI, 1-70. 
Ponrr ErmMANNo. — La porta del fiume, 


porto di Roma, con tre carte fuori testo. 
Roma, Soc. Editr. «Il Messaggero ». 
1933. 4°, pp. 1-37. 

Rarra Ernesto. — L’alJuvione siciliana del 
21-23 febbraio 1931 (Estratto da « An- 
nali Idrologici » 1931. Parte II). Roma, 
1933. 8°, pp. 1-60. 

Reep Lowey J. — Biometric Studies on 
U. S. Army Officers Somatological 
Norms in Disease (Reprint from « Hu- 
man Biology». Vol. V, 1933, pp. 61- 
93). Baltimore, 1933. 8°. 

Rreep Lowe tr J. — Biometric Studies on U. 
S. Army Officers Somatological Norms. 
Correlactions, and changes with age (Re- 
printed from « Human Biology ». Volu- 
me 4°, pp.509-524). Baltimore, 1932. 8°. 

Reep LoweLt J. — Biometric Studies on 
U.S. Army Officiers economic efficiency 
(length of service) in relation to physi- 
cal fitness and other factors (Reprinted 
from the « Military Surgeon». Vol. 71, 
fb) 32 9932,; Pps 231-230) si dnt. yo. 

Reep LowsLtt J. — Time changes in the 
number of gainfully employed men and 
women in the United States in relation 
to population growth (Reprinted from 


«Problems of Population »). London, s. d. 


8°, pp. 1-12. : 
Riza G. B. — Luigi Palazzo, (Estr. dalla 
« Rivista. la. Meteorologia Pratica », 
Anno xiv, n. 4). Perugia, 1933, 8°. 
pp. 1-19. 
Scuwartz BENJAMIN. — Description of two 


parasitic nematodes from the texas pec- 
cary (From the «Procedings of the Uni- 
ted States National Museum ». Vol. 82). 
Washington, 1933. 8°, pp. 1-6. 

SNYDER THomas E. — New termites from 
India (From the «Proceedings of the 
United States National Museum ». 
Vol. 82). Washington, 1933.8°, pp..1-15. 

ScurTI FRANCESCO. — Studio chimico agrario 
dei terreni italiani, Piemonte, il Saluz- 
zese, il Torinese, il Vercellese, il Pine- 
rolese (R. Stazione. Chimico-Agraria 
Sperimentale di Torino). Torino, 1932. 
8°, pp. 1-69, 1-145, 1-99, I-77. 

SETZLER Frank M. — Pottery of the Ho- 
pewell type from Louisiana (From the 
« Procedings of the United States Na- 
tional Museum ». Vol. 82). Washington, 
1933. 8°, pp. I-21. 

SHAPLEY Haktow. — On the distribution 
of galaxies. (Reprinted from the « Pro- 
ceedings of the National Accademy of 
Sciences ». Vol. XIX, n. 4, pp. 389-393), 
6 Gk te Oe 

SHapLEy HarkLow. — Luminosity distribu- 
tion and average density of Matter in 
twenty-five groups of galaxies (Re- 
printed from the National Academy of 
Sciences». Vol. XIX, pp. 591-596). 
Cambridge, 1933. 8°. 


SttvestRI Fitippo. — Beschereibung einer 
neuen cavernicolen Plusiocampa-Art 
(Campodeidae). (Sonderabdruck aus: 


« Mitteilungen tiber Hohleu- und Karst- 
forschung ». Heft 3, Jahrgang, 1933. 
pp. 30-33). s. d. t. 

SitvestR1 F. — On the types of Japyx so- 
lifugus, Haliday, and Japyx wollastonii, 
Westw (Thysanura Entotropha, Fapy- 
gidae) (From Stylops: a Journal of Ta- 
xonomic Entomology. Vol. 2. Part 8, 
1933, pp. 186-192). London, 1933. 8°. 

-StevestR1 F, — Istinti materni di alcuni 
Chilognati. (Estr. dagli « Atti della 


Societa. Italiana per il Progresso delle 

Scienze». Riunione’ XXI. Vol. UI, 

pp. 128-132). Pavia, 1933. 8° 
Sitvesrri F; — Descrizione della femmina 
e del maschio di una nuova specie 
di Mengenilla Hofeneder (Strepsiptera). 
(Estr. dal «Bollettino del Laboratorio 
di Zoologia generale ed agraria del R. 
Istituto superiore agrario di Portici». 
Vol. XXVIII). Spoleto, 1933. 8°; pp. 1- 


10. 

SPADAVECCHIA SAVERIO. — Le noyau ato- 
mique. Milano, 1933. 8°, pp. 1-195. 

SraNeR P. — Contributions a l’etude de la 


Flore du Parc National Albert et du 
Kivu. -— I. Plantes récolt¢es par M. le 
Dr. Scaetta, (Extr de la «Revue de 
Zoologie et de Botanique Africaines ». 
Vol. XXUI, fasc. Hl, 1933; pp. 207- 
209). Bruxelles, 1933. 8°. 

Sraner P. — Les bruyéres du Congo Belge. 
(Extr. des « Annales de la Société scién- 
tifique de Bruxelles. Tome LIII, pp. 15 1- 
161). Louvain, 1933. 8°. 

Sraner P. — L’Etat actuel de la Phytopa- 
thologie au Congo Belge. (Extr. des 
« Journées d’ Agronomie Coloniale », 
juin 1933). Gembloux, 1933. 8°, pp. 1-8, 

Sraner P. — Phanérogames parasites au 
Congo Belge. (Extr. des « Journeés 
d’Agronomie Coloniale», juin +1933). 
Gembloux, 1933. 8°, pp. 1-8. 

STANER P, — Quelques aspects de la vége- 
tation des environs d’Eala (Equateur- 
Congo Belge). (Extr. des « Comptes 
Rendus de I’Assoc. Franc. P. Avanc. des 
Sciences». Bruxelles, 1932, pp. 481-487). 
Paris, s. d.8°, 

Sraner. P. — Les Ericacées du Congo Belge. 
(Extr. de la «Rev. Zool. Bot. Afr. ». 
TSX pps 2351-232) 152 lie 19334002. 

STEBBINS JOEL. — Absorption and space red- 
dening in the galaxy as shown by the 
colors of globular clusters (Reprinted 
from the « Procedings of the National 
Academy of Sciences ». Vol. XIX, pp. 53- 
58). Washington, 1933. 8°, 

SreGGENDA Morris. — Anthropometry of 
adult Maya Indians (A Study of Their 
Physical and Physiological Characte- 
ristics). Washington, 1932. 8°, p, 1-113. 


VERONNET ALEx. — Le calcul vectoriel. diconti della R. Accademia Naz. dei 
Cours d’algebre de mathématiques spé- Lincei. Classe di Scienze fisiche, mate- 
ciales et de matheématiques générales. matiche e naturali». Vol. XV, 1° sem., 
Paris, Editeur Gauthiér—Villars, 1933. fasc. 8°, pp. 675-680). Roma, 1933. 8°. 
8°, pp. I-XVIII, 1-252. Wenur Everett E, — A new nematode from 

Viota G. — La periodicita della tempera- the Rhea (From the «Proceedings of 
tura media annua in rapporto a quella the United States National Museum ». 
delle macchie solari. (Estr. dai « Ren- Vol. 82). Washington, 1933. 8° pp. I-5. 
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Fascicolo del 19 novembre 1933 (anno XII) 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica. — Operatori lineari ¢ coefficienti di fattoriali. 
Nota del Socio S. PincHerte. 


1. E stato ripetutamente osservato @) che Viterata sina dell’operatore 
xD, dove D é il solito simbolo di derivazione rispetto alla variabile x, & 
esprimibile mediante un polinomio di termini in xD, x? Da. en De 
i cui coefficienti sono i ben noti coefficienti di fattoriali o numeri di 
Stirling G), La presente Nota ha per oggetto di mostrare come questa pro- 
prieta non sia che un caso particolare di un fatto che sj presenta come ge- 
nerale nella algoritmia degli operatori lineari (0 matrici) associativi. 


2. Tali operatori, che s’intenderanno applicati agli elementi o vettori 
di uno spazio lineare ad infinite dimensioni, si rappresentano in cid che 
segue con maiuscole latine. Essendo A eB due tali operatori, ho indicato 
col nome di derivata operativa di B rispetto ad A Voperatore 


(1) B’ = AB—BA, 


(1) Presentata nella seduta del 19 novembre 1933. 

(2) V., p. es., L. Gatvant, « Periodico di Matematiche %, S. III, t. IX, p. 202, 1912; 
S. PINcHERLE, « Annali di Matematica», S. IV, t. VII, p. 315, 1929 e « Boll. dell’ Unione 
Matematica Italiana», anno x1, De Py AUG) > 

(3) V.su questi numeri N. NreLsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p. 66 
e seg. Leipzig, 1906. : 

" (4) In una Nota dal titolo: Sopra una estensione della formula di Taylor nel calcolo 

delle operazioni, « Rend. della R. Accademia delle Scienze di Bologna», 22 marzo 1902. 


’ 


* Questo algoritmo é stato ritrovato dal Dirac, nel 1926, come risulta da una citazione a 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 28 
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ed ho mostrato come questo ed i successivi B” = AB’ — B’A, BY” = ABY — 
_—_B’A,+++ conservino le pit importanti proprieta formali delle derivate suc- 
cessive ordinarie. Pit tardi, ad evitare qualche possibile equivoco, ho sosti- 
tuito il nome di derivata operativa con quello di scarto di B rispetto ad A. 


3. Si supponga che B’ coincida coll’ operazione identica, che indiche- 
remo con 1; il corrispondente operatore B é determinato, all’ infuori della 
aggiunta per somma di un operatore P arbitrario permutabile con A; in 
altri termini, essendo 


Cy | AX eae 


dard soluzione di (2) ogni operatore X + P. Ogni soluzione di (2) si dira 
associata di A. 

Dalla relazione (2) si deduce, moltiplicando prima a sinistra, poi a destra 
per X e sommando: 


AX? — X?A = 2X; 
si ammetta verificata fino all’indice n leguaglianza 
(3) AX” — X*A = nX*-! : 


ne viene, moltiplicando a destra per X e sostituendo ad X"AX, per la (2), 
X"(XA + 1), che @AX"+!— X"+'A = (nm + 1) X"; la relazione (3) & cosi 
dimostrata. 

Analogamente, si ha la relazione 


(4) Av X — XA* = nA"—'. 
4. Cid posto, si consideri il quadrato di AX . Dalla (2) si deduce 
AXA cick (AK Sn) Keene nee 


la (AX)? ¢ dunque espressa in forma lineare omogenea di AX ed A? X>. 
Valutando il prodotto AXA” X”, si ha, per la (4): 


(5) AXA* X= A(At X nA") XS Ae Sh ne 


p. 110 della Theory of Matrices di C. C. MacDurres, Berlin, 1933. La relazione AB — 
— BA = 1, il cui interesse algoritmico é posto in evidenza in varie mie Note: « Rend. Lincei», 
s. VI, t. XIV, p. 556; t. XV, p. 238, 327, 1931; «Atti della Societa Italiana per il pro- 
gresso delle Scienze», Milano, 1931, t. II, p. 16, € considerata come .ondamentale nella 
meccanica quantistica (v. M. Born, W. HEISENBERG, P, JoRDAN in « Zeitschrift fir Zeit- 
schrift fir Physik», t. 35, p. 562, 1926). 


se dunque & supposto che sia 


(AX) = WOE i eee A*t—! Xn-: at Daehn, A"t—2 OX ai eae, ere 4 
ie cy he AOC. 


verra, moltiplicando ambo i membri per AX e tenendo conto della Gs 


CPX ee — Arti Xr+: (Ope ss a n) An Xn + (Deets a8 (n— 1) Ue) At! Xe 


STE Ct ACHES See ee eC Cael ey at ya 


Ne risulta per (AX)"+: un’espressione della forma 


>» (— eh att eee ee oF 


r=n+r 


dove per i coefficienti h,.n4, vale la relazione ricorrente 
(7) WA ite = Wig (it E) De pals 


con hy+:.141= 1. Ora questa é precisamente la relazione che definisce i 
coefhicienti di fattoriali. 

La relazione che lega le (xD)" alle xD", ricordata al n. 1, non 
che un caso particolare di quella ora stabilita. Essa si Ottiene qualora si as- 
sume come campo su cui operano le matrici, quello S ad un’infiniti nume- 
rabile di dimensioni, avente come base il sistema di vettori 1, x, x?,--- 


s 
spazio che é stato da me ripetutamente considerato, e qualora si prenda 
come operatore A l’ordinaria derivazione D rispetto ad x, € come opera- 
tore X la moltiplicazione per x, la quale é manifestamente associata di D. 

Mi sia concesso di aggiungere che il concetto di derivata operativa era 
stato da me dato, per il ricordato spazio S , anteriormente alla citata Nota 
del 1903; dato un operatore A lineare in S, avevo definito come derivata 
funzionale di A Voperatore 


A’ (@) = A(x@) — xAQ), 


dove g ¢ un elemento qualsiasi di S; ne avevo sviluppate le proprieta e 
dedotta una formula che presenta la massima analogia col consueto svi- 
luppo di Taylor “, 


(1) V. Mémoire sur le calcul fonctionnel distributif in «Math. Annalen », t. XLIX, 
P- 153, 1897. 


Matematica. — Deduzioni differenziali dalla definizione di 
vellori reciproci: applicazioni geometriche. Nota IMI © del Corrisp. 
Ui GisOuTi. 


12. — DERIVAZIONI DI VETTORI FUNZIONI DEI PUNTI DI UNA LINEA @), — 
Sia 1 una linea luogo dei punti P = P (s), s essendo Varco. Com’é noto, 
indicando ¢ il vettore unitario tangente, il cui verso sia scelto coincidente 
con quello di s crescente, si ha: 


(21) —=t. 


Per questa, la formula (4) diviene: 


dv dv 
So ae, gles 


Naturalmente ora lo spostamento dP non pud aver !uogo che sopra la linea ie 
Applichiamo, in particolare, questa formula successivamente ai tre vet- 
tori trirettangoli, unitari ¢,,6, che definiscono il triedro intrinseco di / 
in P; cioe m @ il vettore normale principale e & il vettore binormale. 
Tenendo presenti le note formule di Frenet: 
dt I dn I I db I 


(Ce inte parcecirng Gent ler immr ge Berm 


I I 5 : ; 
dove. — e = designano rispettivamente la flessione e la torsione, si otten- 
E 


gono le seguenti formule: 


(24) at ie an _ : db 
: dP ane CaP ie pe 


Per la derivata seconda di un generico vettore v funzione dei punti P 
di J, non potendosi ora derivare che in un’unica direzione, scende dalla (22), 
applicando la (5) e tenendo presente la prima di (23): 


(1) Pervenuta all’Accademia il 4 ottobre 1933. 
(2) Vedi la precedente Nota II in questi « Rendiconti», vol. XVIII. 


du av I dv 


E ovvio il procedimento da seguirsi per ottenere le derivate di qualunque 
ordine, basandosi sulle formule di Frenet e loro derivate. 


13. — DERIVAZIONI DI SCALARI FUNZIONI DEI PUNTI DI UNA LINEA. — 
Sia m uno scalare, funzione dei punti P di /; applicando la (5), per la (21), 
si ha: 


| dm dm 


(26) | Wee 


: dm, 
Come si vede, la —> é un vettore diretto sempre secondo la tangente alla 


dP 


linea 1. 
Per la derivata seconda si ha, tenuto conto di (22), 


d2m d (dm d (dm 
(3 )=—(G4)xe, 


gP2 Fi 2p 


ma, per (23), si ha: 


t 
ds 3 


d (Ste = d2m I dm - 
Fis eae ke Nk eta 
quindi in definitiva: 


d?m d?m 


aP2 | 5282 


la quale coincide colla (19). E ovvia la ulteriore derivazione; si ottiene: 


20 m d2 “my q2"+ lm q2nt tm 


dP2" hag ds2n ? qdP2»+1 = ds2m+s 


qualunque sia il numero intero positivo o nullo n. 


14. — DERIVAZIONE DEL PRODOTTO DI UNO SCALARE PER UN VETTORE, 
FUNZIONI DEI PUNTI DI UNA LINEA. — Sia m uno scalare e vu un vettore, 
funzioni entrambi dei punti P di una linea J. Applicando la (8), e tenendo 
presenti. (22) e (26), si ha: 


d (mv) dm _ dv 
ey (Geet mae | Xe 


In particolare, ponendo successivamente v egualea t,m,b,€ tenendo 
conto di (23), si ottengono le seguenti formule: 


8) d(mt) — dm d(mn)_ om d(mb) _ , 


Bpoemer ag 2°? dP ye Paap 


le quali contengono le (24) per m=1. 


2 dv 
15. — FORMA INTRINSECA DI ~~ SU DI UNA LINEA. — Siccome qualun- 


que vettore funzione dei punti di una linea puo porsi sotto la forma: 
v=Uut+uun+twud, 


con che v:,U,,V» sono le componenti intrinseche di v, cosi, per la (6), 
avremo: 


dy dt) , dan) , d(H) . 
apath sae dP ape 
ovvero, per (28), 
dv du; Un 
(29) ae ee 
Il mancato intervento di vw mostra che /a ue lungo i punti di una linea 


dipende soltanto dal componente di v sui rispettivi piani osculatori. 


16. ~ DERIVAZIONE DI VETTORI FUNZIONI DEI PUNTI DI UNA SUPERFICIE. — 
Sia o una superficie e consideriamo, nel generico punto P, due versori t, et, , 
appartenenti al piano tangente in P a oe tra di loro ortogonali, per cui 
t, X t, =0. Sia N il versore normale a o in P e orientato in modo che 
risulti N=t, \é. 

Per un generico spostamento dP sopra o si ha: 


(30) vers aP = Le = t, cos®@ + #,sen0, 


@ essendo l’angolo di dP con ¢; . Cid premesso, dalla (4) si deduce, per (30), 


G1) Se = YX (4, cos + t, sen 6) ; 


— 423 — 


per un generico vettore w funzione dei punti P di o e per qualunque spo- 
stamento dP su o stesso. Se t, e t, definiscono, in P, le direzioni principali, 
si consideri il triedro trirettangolo ¢, , €,, N variabile con continuith sopra o 


per tutti i punti che interessa di considerare. 


Applichiamo la formula (31) al vettore » — N; tenendo presenti (23) 


si ha, con ovvio significato delle lettere © - 


aN dN | aN I I 
Te are cos§@ + a sen 0 = ghee ad ered 
percuis 
: 
op = — (Loos 04. + 4-sen Ot) (6 cos 8 + #, sen 8) 


= — (J cos 6 +; -sen* 6); 


s 2 


ma per la formula di Eulero, l’espressione in parentesi non é altro che la 


I : ara 
curvatura — della sezione normale la cui tangente € diretta come dP; si ha 
UE 


dungue in definitiva : 


G2) | a= 


I 
pe 


Facciamo ora nella (31) successivamente » eguale a t, et, ; avendosi: 


dtr Sue: dt, LN 
Ssader a ees ponte s0o 8 
dt, © ae, dt, aN 
Fe ae eee ae 5, en 8 
risultano le formule: 
dt, dt, 
(33) 4b ee 


17. — DERIVAZIONI DI SCALARI FUNZIONI DEI PUNTI DI UNA SUPERFICIE. — 
Se m @ uno scalare, funzione dei punti P di o, applicando la €s);esinha 


per la (30), 


(1) Viene qui sfruttata la circostanza che, in un intorno di terz’ordine del punto P 
le sezioni normali principali coincidono colle geodetiche aventi in P le tangenti comuni 


alle rispettive sezioni normali. 


(34) a = si (é, cos 8 + ¢, sen 9) 


dim 
Risulta che aeons un vellore tangente ac. 


dP 
18. — DERIVAZIONE DEL PRODOTTO DI UNO SCALARE PER UN VETTORE SU 
UNA SUPERFICIE. — Applicando la (8), si ha, tenendo presenti (31) ¢ (34): 
| 
G5) 20) = (Sev + m2) X(t cos § + #, sen 8) 


In particolare, ponendo successivamente v eguale a €,,¢,, N, si ottengono 
le formule seguenti: 


fi d(mt;) dm d(mt,) dm d(mN)_ om 
(36) dP = 77, 60s 8 > Tgp = 7, sen > dP —— 0 
le quali, per m= 1 coincidono colle (33) e (32). 
dv 
19. — FORMA INTRINSECA DI —> SU UNA SUPERFICIE. — Qualunque vet- 


dP 


tore uv, funzione dei punti P di o, si puo scrivere: 
v =1, 1b, + Up bt, ste nN, 


rappresentando v;,v.,Un, le componenti intrinseche di v, cioeé le compo- 
nenti secondo il triedro dei versori t,,¢,, N. Applicando la (6), si avra: 


du re (uv; t,) d is t 3. d (vn N) 
gp aP ae <i ee 
e.per len(36)), 
dv dv, dv, UN 
(37) | pea cos @ + xP sen § — a 


che © un’espressione intrinseca di 


uae 
dP ~ 
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Astronomia. — Correnti stellari attorno a 16" AR ee Ue 
clmazione. Nota“ del Corrisp. A. Bemporap. 


La distribuzione delle stelle di AG© sulle otto lastre della zona + 52° 
fra 15r2™ e 16536™ conferma pienamente le deduzioni gia fatte nella Nota. 
precedente ) circa la densita stellare fino alla 9* grandezza che risulta in 
questa zona superiore nella misura del 50°/, rispetto a quella accertata nella 
limitrofa zona + 54°. 

Sulle attuali lastre esistono infatti 161 stelle di AG contro IIo conte- 
nute sulle otto lastre contigue della zona -- 54°. Quindici di queste stelle qui 
sotto elencate presentano un moto proprio (dedotto dal confronto fra le nostre 
lastre e Yale“) dell’ordine di 0’’.100. Aggiungiamo gli elementi dei MP di 
altre 28 stelle che in generale risultano in buon accordo con Yale. I] peso P 
oscilla fra 3 e 6, secondo il numero delle Jastre contenenti la stella studiata 
e secondo la posizione pit o meno favorevole delle immagini su ciascuna 
lastra. Per stelle molto lucide & da prendere in considerazione anche la dif- 
ficolta delle misure, tanto che alcuni Osservatori preferiscono escludere sen- 
zaltro dalle riduzioni le stelle di questa specie. Da una causa consimile dipen- 
dono le lacune in Yale per le doppie molto strette (AG 4857-4858). In tal 
caso il MP é dedotto dal confronto di Catania con AG, previa riduzione al 
sistema di Yale sulla base di una diecina di stelle in zona. 


(1) Presentata nella seduta del 19 novembre 1933. 

(2) «Katalog der Astronomischen Gesellschaft », Catalogue of $627 stars between 49°50! 
and 55°10’... for the epoch 1875.0 by JosepH WiINLock, Epwarp C. PickreRING and W. A. 
Rocers. Karlsruhe, 1892. 

(3) Questi «Rendiconti», serie... 

(4) « Trans. of the astron. Obs. of Yale University », vol. 4 by Frank Schlesinger and 
Ida Barney. 
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| MP Yale 


AG MP Catania | 

Cbr. Mass. 
Ne [os ps | ue | P po ps 
4704 = 0,001 || — 0.055 0.055 3 — o.'’006 | — 0”.060 
Ay OG a 35 45 4 ry BAe 16 
4722 | +b 72 vee 50 86 5 a 45< Ve 59 (a) 
WER callie [Oe 70 135 Sead ie 79 | = 79 (8) 
4732 oe 15 = 109 110 4 + 9 = 73 
4736 — 36 | + 59 69 4 — Soealect 38 
4751 = SO as 2 59 4 = G8) == 14 
4764 + 123 + 26 126 6 + 108 24 
4782 “+ B8ray t= 43 51 4 fr 20 43 
4790 pee TAG ort 174 223 4 — "368 hoe 164 (Y) 
4801 7 46 ct 87 98 4 an Sie ae 71 
4818 + To es 48 49 4 + EG etre 63 
4829 ar TO ay Wiese I 19 4 + 14 | — 3 
4841 aS 10 _— 50 51 4 + 10 _- 46 
ASAS 0) 5b, tale 67 76 3 rig ee ee 34 
4857 a eae 59 70 4 = — 
4858 st 52 ies 74 go 4 Se — 
4863 ae 7a |e 37 45 4 z L2sR de 27 
4864 — 21 a 134 136 4 _ 22 + 112 
4868 i 6 | oF 72 72. 4 + I — 76 
4879 pe 32 es 42 53 4 = SMe 23 
4889 _ iG) | ap 79 81 3 — II -— 38 
4896 a iOS | == 149 194 4 + 99 | — 102 (6) 
4905 — 8 _ 8 Il 5 = 10 os 22 
4929 = We. || = 24 81 3 a LOM ae 6 
4932 ar ON Irae 96 99 4 = 2A 41 () 
4938 a Sigler 82 97 3 = YTS 68 
4947 ate | 92 114 + =: BUNS IVs 65 () 
4949 ai I fad 204 204 4 aig 24 | — 165 
4955 al 1On ac 10 14 3 ao OS i 3 
4963 +4 II - 86 87 5 _ 4 | — 88 


AG MP Catania MP Yale 
Cbr. Mass. 

i tow er) ue P Leo. Us 
4964 + our + 0.054 0.123 5 + o”.o11 | — 0”.057 
AMS Wr, S13Tin ho t- 34 135 5 — 140 |. +1 x00 
4982 | — 305i =e 8 5x52 155 4 _ ee parse 
4993 “=: S34) + 92 92 4 ae aD 14 (9) 
5034 + 63 | + 50 80 3 + 75 weet 41 
5035 _ go | + 61 109 4 — 78 | + 42 
5239 = 0 ee 32 32 4 — 6} — 24 
5042 _ / ie es 29 30 4 a 2} + 29 (9) 
5048 == 21 ak 51 55 3 == 20 li 35 
$056 | — 9: | 40 4l 4 + 4] + 47 
5068 _ Myo: 35 36 4 + 2 36 
5072 — 2 — 21 21 4 — I — 20 

(a) Cbr. M: + 0.17020 — 0./'077 
(B) Cbr. 2218: + 0. 080 + 0. 070 
(y) Kgb. 24.1 350: — 0. 232 + 0. 206 
(8) Cbr. M: + 0. 070 — 0. 074 
(e) Grb. 2350: — 0. 020 + 0. 033 
(¢) Cbr. M: — 0. 150 
(yn) Grb. 2340: — 0. 004 + 0. 013 
(®) Cbr. M: — 0. 054 


Passando dalle componenti pq, ps ai valori del modulo pw e dell’angolo 
d’orientamento « e ordinando rispetto ad «, si sono ottenuti i risultati se- 
guenti che comprendono, oltre le precedenti 43 stelle, tutte le altre con 


w= 0.04. 


AG 
Cbr. Mass. rv 
N? 


4794  |0'’.046 
4891 61 
4963 87 
4732 110 
4818 49 
4755 63 
5933 44 
4881 74 
5002 62 
4910 62 
5065 44 
4857 70 
4782 51 
4863 45 
4858 90 
4947 114 
4790 2.23 
4896 194 
4826 64 
4734 43 
4722 86 
48 30 42 
4823 64 
4855 40 
4923 40 
4729 71 
4829 19 
5011 77 
4764 126 
4964 123 
4718 44 


AG 
a Cbr. Mass. U 
Ne 
0°.0 4726 0.''063 
3.8 4925 70 
73 5034 80 
7.8 5020 67 
8.3 4731 99 
8.3 
jsoor 40 
L205 
ve) 4868 72 
22.8 4993 92 
283 4864 136 
ve 4982 155 
ae 4930 84 
ao 1 4936 41 
4889 8r 
35.1 
36.5 
ns 4916 74 
i 5042 30 
0.0 
‘ e | 4932 99 
ve 4719 41 
ie 5048 55 
: 4958 87 
4801 98 
70.3 
82.0 4ot2 a 
85.7 4736 69 
85.7 bee! 84 
91.6 4938 97 
93.0 4706 45 
101.2 4756 at 
101.9 5066 64 
115.9 5057 4I 
118.9 4955 14 


a 


AG 
Cbr. Mass. 2 a 

N° 

4942 0.089 | 229°5 
5035 109 | 235.9 
4954 4I | 237.9 
4851 87 | 240.5 
4997 74 | 247.6 
4978 135 | 255-5 
5021 56 | 262.9 
4773 82 | 265.8 
4920 43 | 267.3 
4751 59 | 271.9 
4874 54 | 272.1 
4918 48 | 285.8 
4929 Ol Ne 278 
4741 95 | 293.6 
4926 50 | 296.0 
4836 42 | 298.4 
4750 43 | 303.7 
4738 63 | 308.0 
4905 Hae | eer 
5043 45 | 316.8 
4879 53 | 322.7 
4845 76 | 327-5 
4820 620331081 
4810 77 | 3458 
5068 36 |. 348.6 
4841 st | 348.7 
5039 32 | 354.6 
5072 21s 54°60 
‘48rr 68 | 355.8 
4704 oy |) SSK 
4949 204 | 359-7 


I valori in corsivo sono rimasti esclusi dalla elaborazione, perché troppo 
distaccati in «. Raccogliendo in medie i rimanenti valori di we di « in gruppi 
di 7 e solo eccezionalmente di 6 o di 8, si ottengono i risultati seguenti 
riprodotti nella fig. r. Nell’ultima colonna é riportata la divergenza massima 
(A) fra le direzioni dei MP raccolti‘in medic. Nella notazione della corrente 
il primo numero si riferisce al quadrante, il secondo all’ordinamento entro 
il quadrante. 


SuPLIiincncnes | 


Corrente rie medio media A 
Ho X 
V1 7 
i2 7 
15 z 
21 7 
22 7 
34 7 
ae i 
33 fi 
34 6 
35 6 
4I 6 
42 7 
43 8 
NY 


ert i aceeas 


Il considerevole addensamento di correnti nel terzo quadrante viene com- 
pensato in parte dal valore del modulo sensibilmente maggiore nel primo qua- 
drante, cosicché nel complesso la distribuzione delle correnti nei vari quadranti 
appare sensibilmente uniforme. Si ha cosi la piena conferma del fenomeno 
gia notato per la zona contigua + 54° circa la variazione nel regime delle 
correnti intorno a 15%. Pil precisamente otteniamo, per l’attuale zona + 52°: 


Da 114.9 a 134.5 | Da 134.5 a 15h Da 154.1 a 164.5 
Direzione risultante . . oO 7.7 301°.4 2S e3 
Velocita » Ah 0.048 01037 0”’.000 


\ 


mentre per la zona + 54° si € ottenuto, con piccole rettifiche ai valori co- 
municati nelle Note precedent, 


Direzione risultante . . Zu or2 268°.0 314°.8 
Velocita » Mat £ 0"’.053 0’.050 0’.015 


La velocith media che gid appariva fortemente ridotta (a meno di un 
terzo dei valori precedenti) per la terza sezione della zona + 54°, qui si 
annulla addirittura (valore esatto 0” .00038). 

Rimane confermato in ogni modo, in pieno accordo coi risultati delle 
cinque Note precedenti, il minimo di frequenza delle correnti nel secondo 
quadrante e il massimo fra il terzo e il quarto. 

La frequenza dei MP per ordine di grandezza e per direzione risulta dalla 
seguente tabella e dalle figg. 2 e 3. 


a oooo:—@m”—:0_0(—_0©0€—C— oo 


FREQUENZA DEI MOTI PROPRI 


ee SS SS SS SS eee 


per grandezza per direzione 


MP Stelle n. DEVAS) jaere Wi | Stelle n° DakSi per: W Stellemne 


Omg o’.02 38 O02 5= 207 Ww 180° = 200° 13 
O .02 - O .04 41 20 = 40 12 200 — 220 13 
0 .04 - O .06 30 40 - 60 7 220 - 240 II 
0 .06 — oO .08 24 60 — 80 5 240 — 260 5 
oO .08 - O .10 iy) 80 - 100 13 260 — 280 8 
O .10 - O .12 100 - 120 10 280 - 300 10 
O .12 - 0 .14 4 120 — 140 8 300 - 320 9 
© .14 - O .16 I 140 - 160 5 320 — 340 5 
0 .16 - 0 .20 I 160 —- 180 2 340 — 360 13 
O .20 - O .24 2 

Somma... 74 Somma... 87 


ches by hoes 
La somma delle direzioni pertinenti ai due ultimi 


un quinto la somm 
125 e 15° 


quadranti supera di 
a analoga pei primi due. Nelle due sezioni precedenti (tra 
) si aveva invece un divario dal semplice al doppio: anche questo 


in buon accordo coi risultati ottenuti per la zona + 54°. Pid precisamente 
si hanno i seguenti 


Rapporti di frequenza 
fra i numeri di direzioni comprese tra 0° e 180° e fra 180° e 360°. 
Da 1thg a 13h.5 Da 13h5 a r5hr Da 154.1 a 166.5 
Zona + 52°: 1.70 2.25 Ta16 
» + 54°: 1.63 1.35 0.86 


La diminuzione dei valori del detto rapporto € dunque assai pit pro- 


nunziata nell’attuale zona + 52° che non nell’altra, ma l’andamento gene- 
rale del fenomeno é lo stesso. 


0" 0.05 0:40 045 0'20 


La curva di frequenza della grandezza dei MP (fig. 2) & del tipo acus 
minato gia riscontrato nella Nota precedente e nella prima della zona + 54% 
Il tipo opposto € stato riscontrato al principio di questa zona + 52°, Assu® 


(1) Vol. XVII, p. 1029. 
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mendo come indice della forma il rapporto y;:y. fra Vordinata corrispon- 
dente al massimo di frequenza e l’ordinata corrispondente alla frequenza dei 
MP di 0.1, otteniamo per le sei regioni esaminate i risultati seguenti: 


Valori di yy: 42 
Da 11h.g a 135.5 Da 1345 arshr Da 15h.1 a 165.5 
Zona + 52°: 2.4 7.0 4.2 
» + 54°: 4.6 5.0 6.0 
Anche questo indice dunque conferma l’osservazione gia fatta che la 


zona + 52° presenta differenze assai pil. pronunziate della zona + 54° nella 
distribuzione della grandezza dei MP in ordine alle A.R. 


20 


10 


360 


0 60° 120 180 


La curva di frequenza della direzione dei MP (fig. 3) presenta quattro 
massimi ed altrettanti minimi con intervalli poco diversi da quelli riscon- 
trati per le otto lastre precedenti della stessa zona, ma con un anticipo di 30°, 
in media, come appare dal prospetto seguente. 


Da 1ghss a 152.1 Da rst. a 16h.5 
Gee a AM Am 
M, my M2 Mo 
10° 110° 350° 70° — 20° — 40° 
140 190 90 170 — 50 — 20 
250 290 200 250 — 50 — 40 
310 350 290 330 — 20 — 20 


Non deve esser passata sotto silenzio un’ ultima particolarita che di- 
stingue questa zona dalle altre cinque precedentemente esaminate. In tutte 


es eras 


queste si presentavano massimi assoluti di frequenza corrispondenti a dire- 
zioni determinate, p. es. 


Zona + 54°: TON Aah ye Cte 2sce 


PANTS ea 376 
DD re WEIS 
Zona + 52°: 12.42. 7 3.15290 
LAPT S AR STO 


Qui si presenta per la prima volta il caso di tre massimi di frequenza 
assolutamente identici (per % = 90°, 210°, 350°), mentre il quarto, a 290°, 
€ minore di poco. Cid va pienamente d’accordo col fatto che in questa sola 
regione, fra le sei esaminate, le correnti si fanno quasi perfettamente equilibrio. 


Fisica. — Ricerche di fotoresistenza metallica ad alta frequenza, 
Nota del Socio Q. Mayorana. 


Nelle ricerche di fotoresistenza metallica con luce periodicamente inter- 
rotta, da me finora eseguite, ho adoperato una frequenza di interruzione n 
del raggio, compresa fra 80 e 1200 p.al 1’. Ora, Veffetto da me osservato, 
come ho pit volte rilevato, si presenta di solito frammisto a variazione di 
resistenza elettrica della lamina metallica, dovuta a semplice riscaldamento, 
occasionato dalla luce. Dalle considerazioni teoriche svolte in altra Nota, 
risulta che una simile variazione debba essere inversamente proporzionale 
alla radice quadrata di . Per contro, se il sospettato nuovo effetto presen- 
tasse delle caratteristiche di prontezza analoghe a quelle del fenomeno fo- 
toelettrico classico, dovrebbe essere indipendente da ». Ma non si ha sinora 
assoluta ragione di ritenere che cos} sia: le esperienze eseguite in corrente 
d’acqua, su cui ho riferito in una Nota precedente, se lasciano comprendere 
come il nuovo fenomeno sia da distinguersi dall’altro ovvio di natura ter- 
mica, mostrano altresi come permanga uno spostamento di fase tra luce e 
resistenza elettrica diverso da zero, pur essendo talvolta minore di 45°: Lale 
spostamento sarebbe nullo, per l’effetto fotoelettrico classico. Pud darsi 
percio, che un certo spostamento di fase tra il nuovo fenomeno e la luce 
pulsante esista, pur non potendosi sinora stabilire la natura intima del feno- 
meno stesso. 

Comunque, al fine di accrescere gli elementi di fatto che possano ay- 
viarci alla comprensione di un fenomeno di tale natura, era interessante 
vedere quali risultati si sarebbero ottenuti, per frequenze pil elevate. Con- 


(1) Pervenuta all’Accademia il 4 ottobre 1933. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 29 
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servando il dispositivo gid descritto precedentemente, non sarebbe stato 
possibile accrescere la frequenza; e cid per la difficolta di far ruotare il disco 
a 24 fori a velocita superiore ai 50 giri al 1’. D’altra parte, riducendo le 
dimensioni dei fori, al fine d’aumentarne il numero e quindi accrescere la 
frequenza di interruzione del fascio di raggi, sarei stato costretto a diminuire 
di molto le dimensioni di tale fascio e, di conseguenza, la quantita di luce 
agente. Ho preferito percid ricorrere al seguente artificio. Il disco a fori € 
sostituito da altro disco a tagli radiali molto numerosi; nei vari modelli di 
simile disco da me costruiti, il numero dei tagli e di 200, 300 € 360; le 
esperienze sono state eseguite di solito con i primi due di questi tre mo- 
delli. La figura indica un frammento di un disco a tagli, che per chiarezza 


di disegno, porta un numero di tagli molto inferiore al vero. Davanti (od 
anche dietro) al disco é situata una piastrina P, fissa al sostegno dell’appa- 
recchio, che ha anch’essa un certo numero di tagli o finestre (una diecina; 
nella figura ne sono segnati solo tre), conformati e spaziati come quelli del 
disco; talche al girare di questo, alternativamente ed in modo concorde, i 
tagli di esso coincidono con quelli della lastrina o con le parti piene di questa. 
Al ruotare del disco, il fascio viene interrotto periodicamente in maniera 
sincrona, nei suoi fascetti elementari che traversano P. Una lente sita dietro 
il disco concentra la luce complessiva emergente ¢ pulsante, sulla lamina 
metallica da sperimentare. Con questo artificio, per velocita di rotazione sino 
acirca 50 giri al 1”, ho potuto elevare la frequenza di interruzione del fascio 
sino a 16.000 periodi. 

La descritta modificazione del sistema ottico-meccanico rendeva neces- 
sarie altre modificazioni nel circuito elettrico e nei metodi di osservazione. 
Anzitutto, per frequenze cosi elevate, la impedenza del primo trasformatore 
di entrata del gruppo amplificatore, adatto per le basse frequenze, sarebbe 
stata eccessiva, per quanto il gruppo di per se avrebbe funzionato bene 


eck Oe peor 

anche a tali frequenze, essendo i suoi stadi di amplificazione connessi con 
sole resistenze ohmiche e capacita. Inoltre, lavorando a frequenze piuttosto 
elevate, si pud pensare ad utilizzare fenomeni di risuonanza elettrica, con 
cui sia consentito filtrare la frequenza fondamentale ed eliminare cosi in 
gran parte, perturbazioni dovute alla non perfetta sinusoidaliti dei fenomeni 
periodici in giuoco, a scosse meccaniche inevitabili ecc. Guidato da tali ra- 
gioni, ho modificato il dispositivo sperimentale rappresentato nella figura di 
una Nota precedente, nel modo seguente. Al disco. D, & sostituito quello 
a 200 od a 300 tagli, con la lastrina a ro tagli corrispondente. Una lastrina 
simile, fissa anch’essa al sostegno dell’apparecchio, si trova sul percorso del 
fascio di raggi della lampada S’, destinata ad impressionare la cellula fotoelet- 
trica E. Questa, insieme con la seconda lastrina ora detta, é spostabile an- 
golarmente (cio¢é ruotando intorno allo stesso asse del disco), mediante un 
congegno simile a quello gia usato per le esperienze a bassa frequenza; ma 
tale congegno é costruito con precisione maggiore, dovendo permettere Pap- 
prezzamento di spostamenti angolari molto pil. piccoli. Infatti, per far cam- 
biare la differenza di fase per i due fenomeni periodici luminosi di 27, 
basta far girare la piastrina e la cellula intorno al disco a 200 tagli, di 
solo 1° 48’. 

Il galvanometro G' & soppresso, o pil. propriamente lo si mette in 
circuito quando il disco  fermo e si debba misurare una corrente fotoelet- 
trica costante. 

Lo schema circuitale dell’amplificatore & cosi modificato: Al trasfor- 
matore T’ sono sostituiti due avvolgimenti induttivi senza ferro, con indut- 
tanza dell’ordine di */,, di henry ciascuno. Questi due avvolgimenti sono 
accoppiati fra loro induttivamente, in modo _piuttosto lasco, a traverso un 
circuito isolato costituito da due altri avvolgimenti ed una capacita regola-_ 
bile da zero fino ad una porzione di microfarad. La frequenza propria di 
oscillazione di questo circuito pud cosi farsi variare tra 1.000 e 20.000 cicli 
circa. Le rimanenti parti dello schema elettrico della figura, restano inal- 
terate. 

Adoperando uno dei tre dischi gid indicati, a 200, 300, 0 360 tagli 
(accompagnati ciascuno dalla sua corrispondente piastrina a tagli), e rego- 
lando variamente la velocita di rotazione, la frequenza risultante puo variare 
da circa 1.200 a 16.000 periodi al 1’’. Per ogni velocita e conseguente fre- 
quenza, occorre regolare il valore della capacita del circuito risuonante. Questa 
Operazione preventiva si fa abolendo la luce cadente sulla lamina metallica 
e servendosi esclusivamente della cellula fotoelettrica colpita dalla luce pul- 
sante di S’. La ricerca della risuonanza ¢ in ogni caso facilitata, perché si 
puo forzare convenientemente la intensitai luminosa di S’. Il massimo di 
risuonanza pud essere rilevato apprezzando ad orecchio la massima intensit) 
sonora al telefono. Ma, anche perché tale operazione non & facile gia per 
frequenze dell’ordine di 10.000 periodi,é meglio servirsi del galvanometro 
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Moll nel quale arriva la corrente raddrizzata dal congegno R. Col galvano- 
metro ¢ altresi facile rilevare le curve di risuonanza delle singole frequenze 
che appaiono molto spiccate, specie al di la di 4 0 5 mila periodi. La ve- 
locita del disco &, in ogni determinazione, resa sufficentemente costante per 
Puso di trasmissioni a cinghia portate da pulegge intercambiabili su di un 
motore asincrono da 1HP. Si sa cosi che all’uso di una determinata puleggia 
cotrisponde una certa frequenza di interruzione del raggio luminoso, ed un 
certo valore della capacita regolabile del circuito di risuomanza. 

Fatti questi aggiustaggi preliminari, l’apparecchio ¢ pronto per l’osser- 
vazione dell’effetto in alta frequenza. Realmente, mi ¢ stato possibile cosi, 
osservarlo per tutte le frequenze predisposte nel modo anzidetto sia adope- 
rando il telefono, sia il galvanometro; sia colla lampada a mercurio, sia con 
quella ad incandescenza. L’effetto che si studia si manifesta per cio ancora 
sino alla frequenza di 16.000 periodi al 1’’; esso € stato constatato in ge- 
nere, servendosi di vetri platinati, con o senza la presenza di acqua in quiete 
o scorrevole. Naturalmente la entita dell’effetto, o piuttosto del suono al 
telefono o della deviazione al galvanometro, ¢ diversissima a seconda che 
si tratti di un caso piuttosto che di un altro, tale variabilita ha relazione 
principalmente con la frequenza impiegata. Ma questa circostanza non va 
messa solo in rapporto con la vera misura dell’effetto, per s¢ stesso. Infatti, 
a causa anche della presenza di un circuito risuonante che puo esaltare par- 
ticolarmente (pur regolando ogni volta le sue costanti) certe determinate 
frequenze, la curva delle deviazioni del galvanometro presenta di solito un 
massimo per le frequenze medie (6 od 8.000 p.). Da cid si comprende, come 
non abbiano importanza i particolari valori numerici delle singole osserva- 
zioni: essi sono difatti, anche legati alle caratteristiche dello speciale circuito 
impiegato. 

Cid che vi ha di interessante in tali ricerche ¢ perd, come si & detto, 
la reale manifestazione del fenomeno anche a frequenze dell’ordine di 16.000 p. 
Occorre perd rilevare, che, confrontando l’andamento della intensita di esso 
(dedotta dalle deviazioni del galvanometro) a frequenze crescenti, con quella 
osservabile con la cellula fotoelettrica colpita dalla luce di S’ nelle stesse 
condizioni, si osserva che la prima si afhevolisce pit rapidamente della se- 
conda. Questo fatto pud dipender dalla presenza inevitabile di effetto termico 
in quello che si studia, ed anche dallo spostamento di fase rispetto alla luce 
agente. Tale spostamento si pud constatare col descritto congegno; e€ i va- 
lori rilevabili sono prossimi a quelli ottenuti per le basse frequenze, con 
sensibile diminuzione per il caso della lamina in acqua. 

Da quanto si € esposto in questa e nelle precedenti Note, con le ri- 
cerche da me eseguite sul fenomeno della fotoresistenza metallica, si deduce 
come esso si appalesi di natura assai complessa. Salvo a riferire in seguito 
sui risultati di future ricerche atte a gettare maggior luce sull’argomento, si 
possono cos} riassumere i risultati cul sono pervenuto. 
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 L’effetto si manifesta in modo notevole con Pt, Ag, Au, Sn; in modo 
scarso o nullo con Al (forse anche con Zn), non sembra manifestarsi con 
Na. Da cid appare potersi rilevare che leffetto sia pit cospicuo per i metalli 
che non presentano in modo spiccato leffetto fotoelettrico Classico, 0, cioé, 
che hanno una soglia fotoelettrica molto elevata. 

L’effetto consiste in un aumento di resistenza elettrica della lamina sotto 
l’azione della luce. Esso é di un ordine di grandezza dipendente, oltre che 
dalla natura del metallo, dallo spessore della lamina metallica, dalla frequenza 
di interruzione del raggio luminoso, ed, in certi casi, dalla natura delle ra- 
diazioni (uno studio preciso di dipendenza dalle varie lunghezze d’onda lumi- 
nose potra farsi in seguito). 

In complesso, si pud ammettere che Deffetto globale sia pit cospicuo 
per le grandi lunghezze d’onda; il quale fatto depone, per lo meno, per una 
promiscuita di natura dell’effetto termico e fotoelettrico di nuova natura. 

Per il platino (vetri platinati a fuoco), mi stato possibile sperimentare 
con lamine immerse in acqua corrente. L’effetto si riduce cosi notevolmente 

nche con acqua ferma; con acqua in moto, poi, esso rimane sensibilmente 
inalterato. 

Esperienze di carattere statico hanno fatto vedere, che vi ha probabil- 
mente, un aumento di resistenza della lamina che permane comungue si 
cerchi di asportare da essa il calore prodotto dalle radiazioni. 

L’effetto in luce pulsante si manifesta ancora a frequenze elevate 
(16.000 p.); ma esso si affievolisce, al crescere della frequenza, pil. rapida- 
mente dell’effetto fotoelettrico classico. 

L’effetto, in luce pulsante, é sempre in ritardo di fase (circa 45°) ri- 
spetto a tale luce; ma si pud constatare, in opportune condizioni, una di- 
minuzione di tale ritardo (sino a circa 35°). 

Dall’insieme di queste ricerche, appare come assai probabile la reale 
esistenza di una nuova azione diretta della luce sulla resistenza delle lamine 
metalliche. Essa non sembra manifestarsi (nella sua totalita) con la prontezza 
caratteristica del classico fenomeno fotoelettrico, e occorrerd studiare atten- 
tamente la ragione del constatato spostamento di fase, talvolta inferiore 
tispetto a quello voluto dalla teoria della propagazione del calore (nel caso 
della pura ipotesi termica). 

Cio® sara possibile quando pit minute ricerche quantitative avranno chia- 
rito il complesso quadro di fatti che ora & stato riassunto. 
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Matematica. — Sulle condizioni di validita della formula abbre- 
viata di Taylor. Nota di G. Ascott, presentata ©) dal Corrisp. 
d2) ONELLI. 


1. La formula abbreviata di Taylor per una funzione f (x) di una va- 
riabile reale, con l’espressione del termine complementare detta di Schlémilch 
e Roche puod scriversi nella forma seguente: 


CROPS ORN EDI On ns Or 


i Tr fie) (a) + Ra G5) 


b—ay(b—Ey'-? , 
(2) Ra(f,b) = CAPER (9H 


Essa comprende, come casi particolari, le note formule di Lagrange e 
Cauchy, e viene usualmente dimostrata sotto le seguenti condizioni : 

a) f(x) e le sue prime »—1 derivate esistono finite per a=x=b) 
By feN(x) esiste. per <i U. 

La forma stessa della (1), in cui non compariscono i valori delle de- 
rivate di f(x) per x =), fa sorgere il dubbio che l’ipotesi dell’ esistenza 
di tali valori sia in realth sovrabbondante, e richiesta solo dall’usuale metodo 
di dimostrazione. Effettivamente nel caso di Lagrange, p = 7, la (2) si 
dimostra senza difficolta anche in questa ipotesi pil larga con l’applicazione 
ripetuta del noto teorema di Cauchy, come puo vedersi in molti trattati. 
Meno nota sembra essere la questione nel caso generale, che fu trattato da 
O. Stolz sino dal 1893 mediante un analogo procedimento ®. 

La dimostrazione di Stolz non sembra aver sollevato obbiezione di 
sorta G); in realta essa presenta una grave lacuna per cui essa non pud ri- 
tenersi valida per i valori di p interi e minori di n. In particolare per il valore 
p = 1, che corrisponde all’importante caso di Cauchy. 
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(1) Nella seduta del 5 novembre 1933 

(2) Sroiz, Grundziige der Differential-und Integralrechnung. (Leipzig, 1893), p. 97. 

(3) Cfr., p. es., la citazione fattane da H. Voss e J. MoLk, nell’articolo Calcul diffé- 
rentiel dell’ed. francese dell’ « Enciclopedia». (II, 3, p. 303). 


sao bie 
Riassumiamo il semplice ragionamento dello Stolz. Poniamo, conforme 
la (1): 
Ra (f.2) =f) —f@ —@—a) f @—ES® pr @—...— 
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supposto allora che f(x) e g(x) siano definite per a=x—=b e dotate di 
derivate finite sino all’ordine n—1 per a=x<b, di derivate mesime per 
a@<x<b, e sia inoltre sempre g(x) =o, dalla ripetuta applicazione 
del teorema di Cauchy si ha eicilinente la forniale (di E. Roche): 


Ru(f,o) _ f™@) 
(3) Ra (g,b) (E)° (P<a 6 <a Dy Re 


Lo Stolz pone allora nella (3) 
RO rae): te. 


€ ricava cosi, dopo un breve calcolo, la formula (2). Ma la posizione non 
é lecita se p é intero e minore di n, poiché in tal caso g@) (x) é identicamente 
nulla (e anche R,(¢, 5), come subito si vede). 

Non ¢ difficile colmare Ja lacuna mediante la scelta di un’altra oppor- 
tuna g (x); e si puo anche servirsi del procedimento per dimostrare senz’altro 
una formula molto generale data da Schlémilch per il resto Rn (f, 6), la 
quale comprende la (2) come caso particolare, eliminando anche qui la con- 


dizione superflua dell’esistenza di derivate di f(x) per x =>. Essa & la 
seguente : 


jy eee) on FO) PG) 
la F(x) essendo continua per a=x=b e dotata di derivata non. nulla 
per a<cx<). La sua dimostrazione, nelle condizioni usuali, ¢ quasi iden- 
tica a quella della (2) 


2. Essendo F (x) continua per a =x =Db, si consideri Ja funzione g(x) 
definita per a=x<b da 


g(x) =0— Df ae aa oF (t) dt 


dove  & un intero >1. (Nel caso n=1 la (4) si riduce al pil volte 
citato teorema di Cauchy). Dimostriamo che la g(x), evidentemente con- 


(1) V., per es., GeNoccuI-PEANO, Calcolo differenziale. Torino, 1884, p. 70. 


Stance = 
tinua per i considerati valori di x, tende ad un limite finito per x >); 
I 
B(b):. 
rr 
Per oc h<b—a e b—hb<x<b, posto anche per comodita 


esso € precisamente 
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p (x ’ l) r<— (b a) es tn 


Si puo scrivere: 


= F=/ eG. DF Oa + 


hi 


EQ) = 


a 
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Dicendo allora p il massimo di |F()—F(6)| per b>—h=t=d, ed 
osservando che si ha 


Teepe ae 
oe ) =— 1 4(FS) 


e che quindi 


si avra 


I 
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Si vede ora subito che per ) costante e x—>b il secondo membro tende 


ape a sicché il massimo limite del primo membro non supera questa 
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rFOl=|{  e&. DFO it + 


quantita. Ma essa si pud rendere piccola a piacere, scegliendo abbastanza 
piccolo, onde segue senz’altro quanto si era asserito “. 


(1) Come si vede, la (x,t) appartiene alla categoria delle funzioni studiate dal 
Du Bots REYMOND, e poi largamente dal Dini, come funzioni «atte alla rappresentazione 
analitica delle funzioni di variabile reale ». Con facili modificazioni formali il risultato dimo- 
strato nel testo pud farsi anzi rientrare nel teorema di D. B. R. dato dal Dini a p. 41 
del suo libro: Serie di Fourier ed altre rapbresentazioni analitiche ecc. Pisa, 1880. 
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Ponendo dunque 
0( 0 a as (b). 


la g (x) & definita e continua per d= x =); le sue derivate per a=x<)} 
si calcolano subito mediante le note regole di derivazione sotto jl seeno 
integrale. Si ha cosi facilmente: 


g(8) =(n—2)(n 3). ae. oe Foae 


oe Ck Fou. 


per r= n— 23 e poi: 


g"—) (x) = (n— zy a 8a- (1 — 1)! ie fo Kat, 


€ supponendo ora anche I’esistenza di F’ (x) pera<x<b: 


A F’ (x) 
gf x 8 ea ear (as xy 


Ne segue 
£@ = 8 (0) =" @ ++ = 9-9) =o, 


g(a) = (n 2)! (b — 


Th F (a F (6) —F(a 
)— (2) =a Oa" . 


Supposto finalmente F’ (x) -=0, e soddisfatte per J (x) le condizioni 
gia accennate, sara lecito applicare alle funzioni f(x), g(x) la formula (3) 
di Roche, ottenendo 


RD fO® 
F (6) — F(a) (mere ae) 
4—T Ce es 


cioé la (4), che viene cosi dimostrata nelle ipotesi pit generali. 
Per F(x) =—(b—x)?, con p>>0, si ha come caso particolare la (2). 
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Matematica (Analisi), — Un teorema di unicita per Pequazione 


O+ UL Oo? Ub Oo? ub : I 
ou eu | Pu 9. Nota di E. Fusin1 Gutron, presentata ‘? 
axt | Ox? | OF 


dal Socio T. Levi-Crvita. 


Il Levi-Civita, in un suo lavoro, dimostra un teorema di unicita 
per un tipo di soluzioni periodiche dell equazione 


O4 O? it oO? u 


= — —— =) 
oy E (“) ox a Ox? a5 Ot? 
usando dell identita 
Ou [Oru Oo? ub O? it 
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estesa ad un campo ¢ del piano (x,t) ed utilizzando un lemma di Almansi. 

Noi vogliamo applicare un metodo analogo ad un nuovo tipo di pro- 
blema per la (1) ©. 

Sia nel piano (x,#) un campo S limitato da un tratto r di caratteri- 
stica t = cost. (prendiamo per fissare le idee la caratteristica t = 0 ed il 
tratto r = (0 =x =/!)) e da una curva s aperta, tutta p. es. al di sotto della 
caratteristica, i cui estremi coincidano cogli estremi del tratto r (e cioe, 
nel caso su cui ci siamo fissati coll’origine e col punto (/,0)). 

Supponiamo, per maggiore semplicita, la curva s definita da una 1=/ (x) 
continua e derivabile, nonostante la molto maggiore generalita che il risul- 
tato effettivamente possiede. 

Vogliamo dimostrare che, se esiste, € umica la soluzione di (1) nel 
campo S$ (finita e continua colle necessarie derivate fino al 4° ordine) che 
ha, insieme colla derivata normale, valori assegnati nei punti di s. Basta na- 
turalmente, data la linearita della (1), dimostrare che € nulla in tutto S la 
funzione (finita e continua con le necessarie derivate) che, colla derivata 
normale, ha valori nulli su tutto s; per cui sia cioé su s 


Olt Ou 


(3) UR Sait eos een 


oh ot 


(1) Nella seduta del 19 novembre 1933. 

(2) T. Levi-Crvira, Teoremi di unicitd ed esistenza per le piccole oscillaxtoni di un 
filetto vorticoso ecc., «Rend. Acc. Linc.», vol. XV, p. 409. 

(3) G. LamparteLLo, « Rend. Acc. Linc.», vol. XVI, p. 102, stabilisce un teorema 
di unicita che rientra in questo come caso particolare. 
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Age 


Tenendo conto delle (3) e del fatto che di =o sull’asse oS (hove 
con due integrazioni per parti 


* Ou o4 we o2 OU 23 1 
Se =— — dxdt = 


ot Oxe | atax ax3 


24 2 4 1 f{ {e2u\? 
dt 4 dx :. 
. Ox ox? 2 N2 


rhs pe 


: : 1 [ (eu\? 
e, aggiungendo e togliendo Sol Pitre: dx, 


ou o4u "Ou (ou o? I [{ nu 
Fe dxdt = — f 24 (24 a 
dt axe O*S Maer \erer es ae \deatleae 


'S rts pane 


Ou, , 7 : ; : 
ma =~ € nulla su tutto s ed é nullo percid su s anche il suo differenziale 
ox 


O72 4 Oo? ut 
—— it ax; 
ox ot d Ox? 4 


Si ottiene dunque 
[5B ona £ ffesfacn Lf a 
Analogamente integrando per parti, ricordando le (3) 
G) |B ep tem [Fea (St a ix) — =| (ye 2 lee 
(6) [= oe de = — al (Sr) a. 
_Sommando le (4), (5), (6), si trova 
of Srcrten fafa fey (Ry 


Ricordiamo ora che, per il lemma Almansi citato, se una funzione 
F(X) continua colla sua derivata prima assume lo stesso valore agli estremi 
di un intervallo (a,/) in cui @ nullo il suo valore medio, si ha 


| i ” (x) dx = Co | [ pee 
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ou 2 Pau yee ; 
Ora — soddisfa alle condizioni imposte da tale lemma e percio, se 


Ox 
lar, 
si ha 
(8) 7 (a) ae i (5 2 ; dx =i) (=) dx. 
ox pedir: Ox Ox? 


Dalla (7) si deduce, osservando che L (w) =o e che 


I o? 4 \? 
+ — | |,—]dx=o 
D ox? 


I "T /3u\2 Oo? \? ou \? 
sa ad (eeea\ oe aie —t), ideo 
2 ox ox? ot 


la disuguaglianza 


. aa CU ay : : 
Ora questo ¢ possibile solo se ae nullo in tutto il trattoo =x =/ 
Cc 


dell’asse delle x. 

Tutto il ragionamento qui fatto per il campo S si puo ripetere per 
nuovi campi S’,S’’,--- contenuti in S e che si ottengono considerando 1 
vari campi che hanno per contorno parte della curva s e altre rette caratte- 
ristiche, parallele all’asse x. Si trova cosi che su ciascuna di queste rette, 


Ou 


e percio in tutto S, e nulla . Si vede percid immediatamente che ¢ anche 


ot 


in S necessariamente w=0O c. d.d. 


ae 


Matematica (Geometria), — Delerminaxione geometrico—fun- 
xionale di gruppi di punti covarianti, relativi ad un sistema lineare co: 
dt curve su di una superficie algebrica. Nota” di B. Secre, pre- 
sentata dal Socio F. SEvenrt. 


1. Termineremo le ricerche iniziate in due Note precedenti®, rife- 
rendoci da ultimo ad un sistema lineare co3, |N], per la cui rete generica 
conserviamo le ipotesi e le notazioni del n. 1, Il: esso dunque sara irri- 
ducibile, privo di curve fondamentali ed a punti base ordinari; supponiamo 
di pit che sia semplice. Le curve jacobiane 


(1) M=3N+K 


delle co} reti estratte da |N|, costituiscono notoriamente un nuovo sistema 
lineare co3, |M|, riferito al dato in una reciprocita; un loro gruppo 
canonico, wu’, & dato dall’equivalenza (2, ED): 


(2) w= 29 +9v— 22. 


Sulla superficie F, i punti P, sono punti base ordinari di |M], mul- 
tipli secondo 3 /,—r. Esistono inoltre certi punti (in numero finito) cia- 
scuno dei quali ¢ punto base doppio per un fascio di curve N; & chiaro che 
tali punti sono altresi caratterizzati dalla proprieta che tutle le N passanti 
per uno di esst hanno ivi una tangente determinata, e che tutte le M li con- 
tengono (semplicemente). Ci proponiamo ora di determinare il gruppo $ di 
questi punti. 

Osserviamo all’uopo, che due diverse curve M son le jacobiane di due 
reti R, ed R, distinte, contenute in | N | e quindi segantisi secondo un fascio ® 
di curve N. Un punto comune a quelle M e distinto dai punti P,, ¢ doppio 
per una curva di R; e per una curva di R,. Dunque, o esso é doppio per 
una stessa curva N, che necessariamente sta in ®, onde quel punto appar- 
tiene al gruppo jacobiano di ®; oppure esso ¢ doppio per due diverse curve 
N, e quindi per tutto un fascio, ed allora sta nel gruppo % dianzi consi- 
derato. Questo ragionamento, che s’inverte facilmente, prova che il sistema 


(1) Pervenuta all’Accademia il 6 settembre 1933. 

(2) V. questi « Rendiconti », serie 6*, indicheremo tali lavori come « Nota I » S 
« Nota II», ed effettueremo i rinvii ad essi nel modo indicato in nota al principio della 
Nota II. ; 


= AACne, 
lineare |M| ha } + 9 come gruppo hase, ed ammette come gruppi p. caratte- 
ristici i gruppi jacobiani dei fasct estralli da |NJ, dati, a norma del n. 4, I, 
dalla 
(3) w=Ptvt+2v+A. 


Si ha pertanto (n. 1,1): 
1 
(4) p=(M)— 2G baal hares 


e quindi, dal confronto delle (3), (4), tenendo presenti le (1), (1,1), G ra hs 
(4,1), si trae Yequivalenza cercata: 


(5) $=o—bt+2v+4v— 2A. 


Essa mostra che il numero dei punti doppi per tutte le curve di un fascio 
estratto dal dato sistema lineare, ossia dei punti che son di contatto per le 
curve di una rete a questo appartenente, vale: 


[9] =o —it2n+8p—2!/—13%5 


di pil, avuto anche riguardo alla (3), essa permette di dare una definizione 

diretta della serie di equivalenza |3)— |, mediante Pequivalenza che ne 

consegue: 
3b—p=2u—9— 4A, 


gid ottenuta dal CAMPEDELLI (loc. cit. nella Nota I) sotto ipotesi meno ge- 
nerali. 


2. AlPuopo di determinare la curva H Iuogo delle cuspidi delle curve del 
dato sistema lineare, osserviamo che una curya M ha un punto doppio Q 
fuori del gruppo base 4 + $ del sistema jacobiano, se e solo se Q & punto 
base della rete di |N| avente M per jacobiana, oppure se Q é cuspide per 
una curva di tale rete. La jacobiana 


L=3M+K=9N+4K 


di una rete R di curve M, passa per i punti P, ‘colle molteplicita 3 (31,—1) = 
—y=9l,—4 e per i punti del gruppo % colla molteplicita 2; alla R, 
nella reciprociti di cui al n. 1, corrisponde in |N| una curva N* deter- 
minata: le curve M della R non son altro che le jacobiane delle reti di | N| 


(1) Questo risultato € noto: v. M. PaNNELLI, Sui sistemi lineari triplamente infiniti dt 
curve tracciati sopra una superficie algebrica, « Rend. del Circolo Mat. di Palermo », t. 20, 


1905, Pp. 34, 0. 1. 


= ate 
che contengono la N*, ed & facile vedere — in base a cio che precede — che 
risulta: L = N* +H. Ne segue che Ja curva H passa per i singoli punti P, 
colla molteplicita 81,—4, contiene come doppi i punti del gruppo 9, ed é for- 
nita dall’ equivalenza: 


(6) Fe oN ake 


In seguito supporremo che | N| sia generale, in modo che H non abbia 
punti multipli oltre ai suddetti e risulti irriducibile. 


3. Avuto riguardo al n. 2, si determina un gruppo canonico vj della H 
come ulteriore intersezione di questa curva con un/aggiunta H’ = 8N + 5K, 
che passi con molteplicita 8/,— 5 per ogni punto P, e contenga sempli- 
cemente i punti del gruppo $. Si ha pertanto: 


ii 


n= (HH) — & (8h — 4) (81, — 5) Pr —29 = 


r= 


1 1 
(NK) + SP, }— 20 > P29, 


r>T 


1 
= 20(K) +64} (N) —Beps| + 72 
ossia, in base alle (1,1), Dees Dss(651)015), 
j = 189+ 2) — 12v + 64v' — 16A. 


Da qui si trae subito per il genere di H lespressione nota (v. PANNELLI, 
loce cit. n. 2): 


— [7] ae 12 pa + 8a —6n + 64p — 8/ — 59. 
Consideriamo poi i gruppi o e t secondo i qua H vien rispettivamente 


segata da una curva N o da una M, fuori dei punti del gruppo A+ %. Te- 
nendo presenti le (1), (5), (6) ele (1, D, 3,0, 4,D, (6,0, si ottiene: 


(7) o = (NH) = ly (8ly — 4) Pp = 
=e on—> ie P,| aay (NH) FDEP Ge) 


r= 


(8) + = (MH) een re PGip et) P25 


if / 
(NH) + ¥ UMass pee 


r= 


1 
oy Sree 


=2(9+ 9) +12Vv. 


= 4 (K*) + 24 
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Rileviamo che il gruppo t, comune alle curve H, M, non é altro in base 
al n. 2 che il gruppo delle cuspidi per curve N della rete di cui la M 
considerata & jacobiana; e la sua espressione coincide con quella altrimenti 
ottenuta al n. 2, I. 


4. Le imagini proiettive dei due sistemi lineari oo} |N| ed | MJ, con- 
siderati al n. 1, son due superficie F, ed F, dello spazio ordinario, birazio- 
nalmente identiche alla F; il riferimento fra F, ed F, risulta manifestamente 
proiettivo, ogni punto di una di queste superficie corrispondendo al piano 
tangente nel punto omologo dell’altra, in una determinata reciprocitd. Un 
eruppo di punti della F, non avente punti a comune col gruppo A(oA + 9) 
fondamentale per la corrispondenza fra F ed F, (0 F3), st trasforma in un 
gruppo dello stesso numero di punts sulla F, (o sulla F,), che designeremo 
colla medesima lettera del primo munita dell’indice 1 (0 2); e notazioni 
analoghe adotteremo per curve omologhe di. FF: (ojadi. F Ra). 

La serie delle sezioni rettilinee di F, é ovviamente |v,|, quella delle 
sezioni rettilinee di F, ¢ |y.|, onde le F,,F, son rispettivamente degli 
ordini n = [v] ed 


(9) m=(p]=itn+4pt+l. 


Le curve H, ed H, che corrispondono alla H sulle F,,F,, non son altro 
rispettivamente che la curva parabolica di Fy, e la curva doppia cuspidale 
di F,; in base al n. 3, le loro sezioni piane sono ordinatamente gruppi 6; 
e t,, onde — avuto riguardo alle (7), (8) — i loro ordini valgono: 


[oJ=4(e + 2p—2) e [e]=24 (pe +5). 


In base a cid che si & supposto alla fine del n. 2, la superficie F, ha 
come luogo di punti singolari solo una linea doppia nodale, C,, imagine 
della curva C di F luogo delle coppie neutre rispetto ad |N|. Per determinare 
C,, osserviamo che i punti fondamentali P, si trasformano su F, in curve 


I 
ae ; I : bees 
eccezionali (razionali) II’ d’ordine /,, e che Ky + > TI’ € una curva ca- 


r=1 
nonica impura di F,, segabile su questa superficie - fuori di C, — da un’ag- 
giunta dordine n— 4. Si ha percio: 


1 


Cr (w= ON KD We) ce tquindiGa Ge 


r= 


In virti anche della (3,1), i punti sezioni di C, con un piano (ognuno 
contato due volte, come appartenente alle due falde di F, che vi passano) 
costituiscono un gruppo dato dalla: 


(C, Ni) = (n— 4) (ND —(N, K3) — 2 (NW) = (2 — 3) us — i, 


ree aaa 


tisultato questo a cui si poteva facilmente pervenire in modo diretto; lor- 
dine della curva doppia: Cy vale pertanto. 


—(n— 1) (1 — 2) — p. 


Sulla F,, oltre alla curva doppia cuspidale H,, vi & una curva doppia 
nodale D,, imagine della curva D di F luogo. delle coppie di punti che sono 
doppi per una stessa N. In corrispondenza ai punti fondamentali P,, si hanno 
sulla F, 7 curve eccezionali (razionali) ID—* @ordine 3/,—1; inoltre i 
punti di $ si mutano su F, in [9] rette, il cui insieme denotiamo con @,. 
Un ragionamento analogo a quello svolto poc’anzi, prova che &: 


1 


(10) D, = (m — 4) M,—2H,—K,—}> IP=2 — @,, 


T=! 


da cui, avuto riguardo alle (1), (6), (9), si trae: 
D=(Gi+t3n+ 12 Pi-t3i—28)N+G-+et4p +1—13)K. 


La (10) permette poi di determinare un gruppo (D. M.,) sezione piana della D,; 
€ si trova che — come dev’essere — esso non & altro che il trasformato di 
un gruppo & relativo ad una rete di curve N, gruppo che gia abbiamo al- 
trimenti ottenuto al n. 2,II; ne segue che l’ordine della curva doppia D, 


vale — (E], 


5. La curva doppia nodale D, e la curva doppia cuspidale H, di F, 
s’incontrano in punti, che si suddividono in tre gruppt &,B. € Y2, rispet- 
tivamente costituiti da punti semplici per entrambe le curve, di regresso per 
la prima e semplici per la seconda, infine semplici per la prima e stazionari 
sulla seconda “). Questi gruppi, pensati su H,, corrispondono ordinatamente 
a gruppi «,8,y¥ di H, che si caratterizzano nel modo seguente: « ¢ il gruppo 
det punti di F che son cuspidi di 2° specie per qualche N; B & il gruppo dei 
tacnodi per curve N; infine y ¢ il gruppo dei punti di F che son cuspidi per 
una curva N avente un nodo ulteriore (fuori dei punti base di [| N-]). Ci pro- 
poniamo di determinare funzionalmente questi gruppi. 

Premettiamo la determinazione del gruppo x, dei punti semplici 
di H, in cui la tangente si appoggia ad una retta r generica, o — per meglio 
dire — del suo omologo x sulla F. Alle sezioni di F, coi piani per r, cor- 
rispondono su F curve M di un fascio ®, le quali son le jacobiane delle 
reti di |N/ che contengono un determinato fascio Y di curve N. Ebbene, 
il gruppo jacobiano di ® non é altro che la somma del suddetto gruppo x 


(1) Cfr. G. Satmon, Traité de géométrie analytique a trois dimensions, IIe partie 
{Paris, Gauthier-Villars, 1892), p. 169. 
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col gruppo v dei punti base di W che cadono fuori di 4‘), Tenuto conto 
del n. 4, e del fatto che ® ha come gruppo base A+ %-+4y (n. 1), si ha 
percio: 

ytv=bt2w + @t+s + ws 


e da qui, avuto riguardo alle (2), (3), (5), segue: 
(11) ~=5soty+2v+ 24v — 42. 


6. Consideriamo ora sulla F una rete R generica di curve M, per la 
quale conserviamo le notazioni del'n. 2. Il gruppo delle cuspidi per curve di 
questa rete, a norma del teorema dimostrato nel n. 2, HJ, & equivalente 
a2(p+h)+12V'5 d’altronde esso consta del gruppo dei punti semplici 
di H in cui vi & una curva di R avente colla H incontro tripunto, e det 
gruppo o - fornito dalla (7) - secondo il quale N* incontra H fuori di 4, 
contato due volte (cfr. ZEUTHEN, loc. cit., n. 5, € PANNELLI, loc. cit., n. 4). 

Per determinare il primo di questi due gruppi, basta riferirsi alla curva 
piana H*, imagine proiettiva della g/_, segata su H dalle curve della rete R: 
al gruppo richiesto corrisponde il gruppo dei flessi di H*, mentre - in base 
ai nn. 3 € § ~itrasformati di opportuni gruppi t 0 x © del gruppo 6, sono 
rispettivamente una sezione rettilinea di H*, il gruppo dei punti semplici di 
contatto di H* colle rette di un fascio, ed il gruppo delle cuspidi di Tice 
Il gruppo cercato & pertanto equivalente a 


B= 3a 37, 


ed in definitiva si ha: 
2 (9+ b) + 128 = (8 134 — 39) 426: 


Da qui, esprimendo p’,o,7,x% ordinatamente mediante le (2), (7), (8), 
(11), si ricava pel gruppo @ la relazione 


(12) B=179+ 5¥—14v+4+ 64v — 12). 


7. La prima polare rispetto ad F, di un generico punto del suo spazio, 
incontra F, - fuori delle linee doppie D, ,H. — lungo uma curva N.5) cae 
(in base al n. 3) si appoggia alla H, nel gruppo (N. H.) =6,. La seconda 
polare (d’ordine m— 2) dello stesso punto rispetto ad F,, incontra la curva 
H, (n. 3) in un gruppo equivalente ad (mm — 2) 7, il quale (v. SALMON, 
loc. cit.) si compone del suddetto gruppo (N, H.) contato doppiamente, ed 
inoltre dei gruppi 8. e y. rispettivamente contati 4 ed 1 volta. Si ha dunque: 


(m—2)7= 20+ 48 +4, 


(1) V. ZeuTHENn, Etudes géométriques de quelques-unes des proprietés de deux surfaces 
dont les points se correspondent un—d-un, «Math. Ann. », t. 4 (1374), p.712i, ey 245 1 
M. PANNELLI, loc. cit, n. 4. 


ie 


€ppertanto, esprimendo qui o,7,m,8 ordinatamente colle (7), (8), (9), 
(12), si ottiene: 


(13) Y=2G-++ 4p +1—24) (+94 60’) + 
+ 24(—o +b + 2v + 22). 


Il contenuto numerativo delle (12), (13) trovasi gia in PANNELL (loc. 
cit., nn. 4 e 5), ed omettiamo di segnalarlo esplicitamente, per mancanza 
di spazio. Per lo stesso. motivo non raccogliamo in un enunciato gli. altri 
risultati conseguiti in questa Nota, dei quali neppure stiamo ad indicare le 
applicazioni a cui ovviamente si prestano. Aggiungiamo soltanto che il 
Stuppo a, — di cui al n. 5 - secondo il quale s’incontrano su F, le curve 
H, , D, fuori di B. , 2, Si pud ormai agevolmente determinare, conoscendosi 
le espressioni di H,, D,, B.,Y2, che rispettivamente son fornite dalle (6), 


(to), (12), (13). 


Meccanica. — Caraiteristiche qualitative nel problema ristretto 
dei tre corpi in un mexzo gravitante. Nota di Natauie Ren, pre- 
sentata“ dal Socio T. Levi-Crvira. 


Introduzione. — Sempre maggiore attualita stanno acquistando, nel campo 
della meccanica celeste e della cosmogonia, questioni relative allo studio del 
moto di un punto materiale svolgentesi non nel vuoto, bensi in un mezzo 
con densita distribuite secondo una legge data, il quale mezzo gravita sul 
punto oppure resiste al suo moto, od anche I’ uno e [’altro. 

Ci proponiamo nella presente nota di studiare dal punto di vista qualita- 
tivo uno schema particolare di tale moto, schema analogo a quello del pro- 
blema ristretto di tre corpi, applicando a detto problema il metodo di Hill 
che ricorre alle caratteristiche qualitative offerte dalle superficie di velocita 
relativa zero. 

Come vedremo, i risultati dell’analisi riescono identici a quelli, che si 
ottengono per il caso classico del problema ristretto, ed ¢ per l’appunto 
questa identita che ci prefiggiamo di dimostrare nella presente Nota. 


. 


y 1. — L’EQUAZIONE DEL MOTO E L’INTEGRALE DI JACOBI. 


Le condizioni dello schema preso in considerazione possono essere 
formolate nel modo seguente : 


Due punti materiali S ed J con masse rispettivamente M, ed we si muo- 
vono in modo uniforme e nello stesso piano secondo orbite circolari_ intorno 


(1) Nella seduta-del 5 novembre 1933. 
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al comune centro di gravita. Il moto si svolge in un mezzo (in generale) 
non omogeneo. Senza perdere di vista l’aspetto fisico del problema, riteniamo 
lecito supporre che ]a massa totale sia limitata. Invece assumeremo sempre, 
nelle dimostrazioni seguenti, che l’estensione del mezzo sia illimitata; allora 
la postulata finitezza della massa impone limitazioni alla legge di distribu- 
zione delle densita nel mezzo. 

Considerando poi S come nucleo centrale della nebulosa, assumiamo 
la funzione di distribuzione della densita K (r) come funzione continua della 
distanza r da S e non crescente al crescere di r. y 

In tali condizioni, viene posto il problema del moto di una particella P 
di massa cosi tenue, da non influenzare il moto di S e di J, mentre essa 
subisce lattrazione di entrambe queste masse ed altresi del mezzo circostante. 

Le equazioni differenziali del moto della particella P prenderanno allora 


laspetto seguente: 


dove x,y,z sono le coordinate del punto P in un sistema di assi unifor- 
memente rotanti coll’origine nel punto S, piano XOY coincidente col piano 
delle orbite circolari di S ed J, ed asse OX constantemente coincidente con 


la retta SJ. Avremo, per le distanze r= SP,5 = JP, 


r? == xX? + YY? +..2? : oe? = (x —.a)? + 9? +27; 
nonché 
pl MO aia 


a3 


per il quadrato della velocita angolare della rotazione degli assi, finalmente 
M(r) = Mo + m(r) 


rappresentera la massa della nebulosa compresa dentro la sfera di raggio r 
con centro nel punto S. Il valore di m/(r) ¢ dato dalla relazione difteren- 
ziale 


dm (r).= 4m K(r) 17 dr. 


L’uniti di tempo é scelta in modo che la costante di Gauss sia uguale 
ad uno: le unita di massa e di distanza sono arbitrarie. 


ie 6 oe 
Questo sistema di equazioni ammette un integrale, analogo a quello di 
Jacobi nel caso del problema nel vuoto: 


(1) v =n? (x? + y2) 2 | Lh aie 28 20 C, 


"o 


dove v? = x? 4 y+ 2 éil quadrato della velocita relativa della particella 
P, e C costante, dipendente dalle condizioni iniziali. 

Se v = 0, lequazione (1) definisce una certa famiglia di superficie, 
dipendenti dal parametro C. Per ogni valore di C, tale superficie viene a 
separare la regione, in cui il moto della particella € possibile, dalla regione, 
in cui il quadrato della velocita relativa risulterebbe negativo. 

Cosi, Pequazione delle superficie di velocita relativa zero, date le con- 


dizioni del nostro schema, assume Vaspetto seguente: 


(2) mort y)—a| oar +2828 


To 
§ 2. — TEoREMI DEI PUNTI DI LIBRAZIONE. 


Per studiare l’aspetto della superficie v = 0 riesce importantissimo lo 
stabilire ’esistenza e la ubicazione di punti di librazione, di punti cioé della 
superficie, dove le forze agenti si equilibrano a vicenda,e la particella ca- 
pitando in un punto simile con velocita iniziale zero rimane in uno stato 
di quiete relativa. 

Derivando l’equazione (2), otteniamo le seguenti tre condizioni, le 
quali determinano questi punti singolari: 


G) POPPA rane paw 
Annals Oa po rae 
(4) Ai ase oe oases 
NCD eae ie Gales 
(5) ee. Pein ra 


Appare evidente innanzi tutto, che all’infuori del piano (xy) non vi pud 
essere nessun punto di librazione. Infatti, se x =o, l’equazione (5) ci da 
la condizione : 

Mir), 
cera mare! 
r3 p3 


= 0 


a AA Se 
che non pub mai essere soddisfatta, qualunque sia il valore di r 0 e; poiche 
il primo membro dell’equazione & essenzialmente positivo. 
Quindi, x = 0 e cos! abbiamo : 


Txorema 1. — Non esistono punti di librazione situati all’ infuori del 
piano (xy). 

Ritenendo x = 0, passiamo a considerare le equazioni (3) e (4)- 

Supponiamo, dapprima, che y=-o. L’equazione (4) equivale allora a 


Re i ae ae 
(6) n poe ge 


Moltiplichiamo termine a termine per x e sottragghiamo da (3). Ab- 
biamo 


donde 


e=—a. 


Sostituendo questo valore nell’ equazione (6) otteniamo, per determi- 
nare 7, l’equazione 
Mi) M(@), _, 


Te a3 


la quale ha evidentemente come radice r = a. Cosi perveniamo al: 


TroremMa 2. — Tutti i punti di librazione, situati nel piano (xy) allo 
‘nfuori dell’asse x, sono distribuiti sulla circonferenza p= 4. Fra questi, 
almeno due, essendo,la legge K (r) arbitraria, formeranno insieme coi punti 
S ed J triangoli isosceli, situati simmetricamente rispetto all’asse x. 

Supponiamo ora, che y = 0. Allora, Vequazione (3) assumera laspetto 


M(r) x  p xa v. 


NX —— == 
7 |x| pe? |x—al a? 


La parte sinistra di questa equazione assumera valore infinito almeno 
due volte: quando x =o e quando x =a. Conformemente a cio, divi- 
diamo tutto l’intervallo da —co a + co, nel quale puo variare x, in tre 
parti ed otteniamo le seguenti tre condizioni : 


Ds OK <0 8 1a Ne ae 


M(r) 
7a gs ae 


(8) nr — 


Es ee 


(9) hog ae Noe NIE JER ea wheal eT 


(10) n? y— —<+ — ——=0. 


In conformita al variare continuo dir da o ad a, la parte sinistra del- 
Pequazione (8) varia con continuita e da —oco a + co, e€ passa quindi 
almeno una volta per zero. Percid che riguarda la parte sinistra delle equa- 
zioni (9) e (ro), siamo in diritto di affermare lo stesso, in quanto suppo- 
niamo che la grandezza M(r) rimane limitata e quindi che 


lim ON ON 
r—>0O r? 


Perveniamo cosi al seguente: 


TrorEMA 3. — Esistono almeno tre punti di librazione situati sull’asse x: 
uno di essi ¢ interno al segmento SJ; due, sono esteriori da ambo i lati 
del segmento stesso. 

Riassumendo cid che precede, diciamo i cinque punti classici di libra- 
zione: due triangolari L, e L,, uno interno L,, e due esterni L, e L, esi- 
stono anche nello schema considerato con legge arbitraria di distribuzione 
della densita. Bisogna notare che mentre i punti L,,L, rimangono immo- 
bili, 1 punti L,, L,, L; vengono, generalmente parlando, a spostarsi. In 
quanto a L, e L, si puo affermare, che essi si sposteranno rispetto ad S 
in direzione positiva dall’asse x. 

Dal precedente non risulta perd necessariamente che questi cinque punti 
di librazione siano unici. Si pud, anzi, affermare la possibilita di particolari 
leggi di distribuzione delle densita, che diano luogo ad altri punti di libra- 
zione. Cosi, per es., lo schema, in cui K (r) & costante dappertutto, salvo 
che in uno strato sferico di densita considerevolmente maggiore, pud dar 
luogo entro il segmento SJ a due punti di librazione. 

Si puo, d’altra parte, affermare che tutti i tipi di distribuzione delle 
densita, soddisfacenti alla condizione: 


M(r j ; 
(11) euk: non aumenta coll’aumentare di r 
r 


danno luogo a cinque, e solamente cinque, punti di librazione. 
Il che risulta chiaramente appena si prendano in considerazione le equa- 
zioni (7), (8), (9) e (10). Infatti, in tutti i casi in cui vale la Curie te 


ras’ 45 De 


parti sinistre delle equazioni suddette yariano in modo monotono passando 
una volta solo per zero. Ognuna di esse possiede quindi effettivamente una 
sola radice positiva. 

Appare evidente che la monotonia del decrescimento di K (r) e¢ la lt 
mitazione della grandezza M (r) hanno per risultato naturale l’attuazione 
della condizione (11). Difatti 


M(r) _ Mo we @) 


12 ie r 


e basta supporre che il nucleo centrale S sia sufficientemente massivo, perche 
un possibile aumento del secondo termine della parte destra venga annullato 
dal decrescimento del primo. 

Vediamo pertanto che la condizione (11), sufficiente per la non esi- 
stenza di altri punti di librazione nel problema di mezzo gravitante, eccetto 
i 5 punti classici, si attua in modo abbastanza naturale. L’esistenza, invece, 
di schemi simili a quello, che abbiamo addotto sopra, ci pare poco probabile. 

Notiamo perd che, essendo sufficiente, la condizione (11) non ¢ ne- 
cessaria. 

I risultati di cid che precede riassumiamo nel: 


TrorEMA 4. - Condizione sufficiente per l’esistenza nel problema con 
mezzo gravitante dei soli 5 punti di librazione propri al problema nel vuoto, 
M(r) 


v2 


é che - non aumenti con r. 


§ 3. — LE SUPERFICIE DI VELOCITA RELATIVA ZERO. 


Passando a considerare |’equazione (2), introduciamo la designazione 
seguente : 


oy =| Ww. 


i) 


Allora Pequazione (2) prendera la forma: 


OM 2 eee 


Y 2) a? 


(12) we ty) + 


Rispetto a ®(r) bisogna notare che essa ¢ funzione non decrescente di r. 
Siano le condizioni iniziali tali da rendere C positivo e molto grande; 
allora anche la parte sinistra_dell’equazione (12) deve essere positiva e grande. 
Cid puo effettuarsi per valori assai grandi di x,y,z cioe ree. In 
questo caso anche ®(r) sara, generalmente parlando, grande: é facile dimo- 
strare pero, che essa rimane limitata. Supponendo che C sia tanto grande 


Bikat S| 


A 


da poter trascurare la ®(r), otteniamo equazione approssimativa delle 
superficie v = 0 per grandi re p: 


erty 2 


x = C 


Vequazione, cioe, di una superficie cilindrica, il cui asse passa per il centro 
di gravita della coppia S,J. La velocita relativa della particella possiede 
valore reale all’infuori di questo cilindro. 

Il medesimo valore grande di C pud aversi per valori piccoli di x,y,z, 
vale a dire r e 9. Se i termini, la piccolezza del cui denominatore é di 
ordine a, sono paragonabili per grandezza con C, allora l’equazione appros- 
simativa assumera l’aspetto: 


2m +24 C4200). 


E questa una superficie di rotazione. Trasctiviamone la equazione sotto 
la forma 
2p 


Me 4.2 0(r) 


r 


e= 
Came 


Dato che ®(r) non diminuisce, p viene ad essere funzione decrescente 
di r. Consideriamovi r e p come coordinate bipolari. 

Cominciamo col supporre p >r-+ a. Allora la sfera (r) giacera inte- 
ramente entro la sfera (p). Con l’aumentare di r la pe definita dalla prece- 
dente equazione comincera a diminuire e la sfera (r) tocchera la sfera (0) 
dall’interno. A cominciare da questo momento, le sfere si intersecheranno, 
finché la sfera (e) non divenga tangente alla sfera (7) dall’interno. Da allora 
in poi, le sfere torneranno nuovamente a non avere punti comuni. Otteniamo 
cosi un certo ovaloide di rotazione intorno all’asse SX entro al quale sono 
situati ambi i punti S e J. Il moto é possibile entro quest’ovaloide ed 
impossibile fuori di esso. 

Possiamo finalmente prendere C di tale grandezza che i termini con 
denominatore di ordine a siano insignificanti rispetto ad esso C. Allora 
Pequazione (12) é verificata da valori di x,y,z assai piccoli, vale a dire 
con r vicino a zero, da valori assai piccoli di x —a,y,z, vale a dire 
con e vicino a zero. In ambi i casi otteniamo approssimativamente delle 
sfere con centri rispettivamente in S e J e raggi assai piccoli, il valore dei 
quali viene determinato dall’equazione: 


ees DG) 


= C+ 20(a), 


= ASG oe 


Confrontando questi risultati con lo studio dei punti di librazione, pos- 
siamo formulare una caratteristica delle superficie di velocita zero per il 
nostro problema identica a quella, che vale per il problema classico nel 
yuoto : 

Nel caso di C positivi ed assai grandi - due sfere interne intorno ad 
S e J ed una superficie cilindrica esterna. Il moto € possibile entro le sfere 
e fuori del cilindro. Col diminuire di C, le sfere si allargano, fondendosi 
(punto di librazione L:) in un ovaloide comune. Col diminuire ulteriore 
di C avviene la congiunzione dell’ovaloide con la parte esterna della super- 
ficie (punti L, e L;) e finalmente il distacco della superficie dal piano x y 
nei punti L, e L,. 


Astronomia (Astrofisica). — L’orbita della doppia spettroscopica 
« Persei®. Nota di A. Cotacevicu, presentata® dal Corrisp. 
L. CARNERA. 


& Persei (%:9000 = 2°47™.23 S:900.0 = + 52°21’) & una stella di 4.06 gran- 
dezza; il tipo spettrale € composto Go-A5. Sono state trovate 24 determi- 
nazioni della sua velocita radiale, 21 eseguite nell’Osservatorio di Lick &) e 3 
(le pit recenti) in quello di Bonn“. La velocita & stata riconosciuta varia- 
bile da Wright “). Basandosi sulle sole osservazioni di Lick & stata gia deter- 
minata un orbita di questa doppia; lorbita da me calcolata, che si basa 
su tutte le osservazioni, ¢ molto differente dalla precedente; siccome questi 
nuovi elementi soddisfano meglio le osservazioni stimo di qualche interesse 
dare i resultati da me ottenuti. 

Determinato dopo qualche tentativo il miglior valore del periodo, ho 
costruito la curva delle velocita radiali e da questa ho ricavato gli elementi 
col metodo di Lehmann—Filhés, ad eccezione del periastro dedotto anche con 
quello di Schwarzschild, in ottima concordanza. Ho quindi variato di poco 
empiricamente il valore degli elementi cosi determinati concludendo intne 
i seguenti valori: 


(1) Lavoro eseguito nel R. Osservatorio Astrofisico di Arcetri (Firenze). 
(2) Nella seduta del 19 novembre 1933. 

(3) «Lick Obs. Publ. », vol. XVI, 1928, p. 35. 

(4) «Astron. Nachr.», Bd. 198, p. 417. 

(5) «Lick Obs. Bull. », n. 14. 

(6) «Rendic. Acc. Lincei», ser. 6*, vol. XVII, p. 940, 


‘ep ake ee! 


a 


P = 1509 giorni = 4.132 anni 
[b= 0°.23857 
T = 241 5694.9 giorno giuliano 
@ = 230° 
—0W72 
K, = 19.0 km/sec. 
Vo = + 2.3 km/sec. 
a sen i = 273,000,000 km. 
ml sen3 i 


(im, + mM)? 


Non credetti utile di correggere l’orbita col metodo dei minimj qua- 
drati; a tale scopo &@ opportuno attendere nuove determinazioni delle velo- 
cita radiali, specialmente attorno al periastro, Il prossimo passaggio avverra 


nel 1934. 
TABELLA 

N. ats Giorno Giul. eae Velocita rad. O—C 
241 = km/sec. km/sec. 

I 1898 Ottobre 26 4589.89 4304.24 + 10.6 ar OA 
2 Novembre 14 4608 .83 449 .18 + 8.8 — 1.2 
3 » 28 4622 .83 463 .18 + 10.0 LO 
4 1900 Ottobre 15 5308 .83 1149 .18 — 2.0 0:9 
5 » 31 5324 .73 1165 .08 — 21 — 05 
6 Dicembre 17 5371 .76 ND leie — 3.6 — 0.6 
i 1901 Ottobre 13 5671 .95 230 — 24.8 +. 0.4 
8 Novembre 5 5694 .87 26 .22 == 15D) +09 
9 1902 Febbraio 2 5783 .68 115 .03 + 12.3 Sr! 
10 1904 Ottobre 12 6766 .95 1098 .30 | + o4 — oO. 
II » 17 6771 .95 1103 .30 Je ORE + 0.3 
[205] » 24 6778 .76 LOT — Wl —1.4 
13 » 25 6779 .93 LTE 28 | 1.5 as 
Ae | Novembre 7 | 6792.72 1124 .07 + 0.2 + 0.7 
15 | 1905 Luglio 1g 7046 .99 1378-34 | == 9,9 + 1.2 
16 Settembre 8 7097 .O4 1428 .30 — 15.4 AOR 
17 1906 Gennaio 28 7239 .65 62mUs + 1.9 0.0 
18 | Dicembre 2 7547 -73 370 .23 + 11.0 0.0 
19 1907 Settembre 12 7831 .gI 654 .41 + 6.4 — 1.0 
20 » 26 7845 .88 668.38 |= + 6.6 — 0.6 
21-4 Ottobre 7 7856 .94 679 .44- += + 5.4 —L7 
22 1909 Gennaio 22 8329 .29 Toles lee) Zam OVS + 0.7 
23 1912 Novembre 28 9735 -41 1048 .gt | + 2.3 + 11 
24 Dicembre 3 9740 .35 1053 .85 + 3.7 9.6 
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Nella precedente Tabella sono date le osservazioni da me impiegate (data, 
giorno giuliano e velocita radiali), la fase si conta a partire dal massimo va- 
lore negativo delle velocita supposto avvenuto il 241 5668.5 G.G. Gli O-C 
sono dati nell’ultima colonna. 


giornl 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 


Kim.,/sec. 


pe SD 


Vo= - 23 


Curva delle velocita radiali calcolate ed osservazioni. 


Nella figura la curva rappresenta le velocita radiali calcolate e i punti 
quelle osservate. 

Secondo la Tabella di Moore“) questa doppia & tra quelle che hanno 
i pit elevati valori del periodo e dell’eccentricita (trovandose cinque con pe- 
riodo pii lungo e sei con eccentricita maggiore). 

La stella ha uno spettro composto. Non & detto per le righe di quale 
spettro siano state eseguite le determinazioni delle velocita. La sua parallasse 
é paria + 0’.019 + 0'.010 @). Se il compagno ¢ abbastanza splendente la 
sua duplicita deve essere in ogni modo abbastanza difficile ad osservarsi visual- 
mente. Ammessa un’inclinazione di circa 50° la distanza angolare tra i due 
astri all’apastro si puod stimare (basandosi_ sulle caratteristiche orbitali di 
¢ Hya)) non superiore a 0’’.2. 

Diamo un’effemeride per le osservazioni da eseguirsi al prossimo pas- 
saggio al periastro: 


1934 Gennaio 7 — 3.0 km/sec. 
Giugno =. 22 — 8.7 
Agosto Li — 15.1 
Novembre 3 — 25.2 

> 26 — I7.1 
1935 Gennaio I + 1.9 


Febbraio 24 + 10.1 


(1) «Handbuch der Astrophysik », Bd. VI, Il. Teil, p. 392. 
(2) G. Crccuini, Catalogo Generale delle Parallassi stellart, n. 444. 
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Chimica biologica. — Sulla deidrogenasi degh acidi grassi 
superiori conlenuta nel fegato. Nota 11 di F. P, Mazza eC. ZUMMO, 
presentata * dal Corrisp. G. QuaAGLIARIELLO. 


In un recente lavoro @, uno di noi (M.) ha dimostrato che negli estratti 
acquosi di fegato, pufferati a pH 7,5-8,0, preteribilmente con fosfati, e 
privati quanto meglio é possibile dei donatori propri di idrogeno, per pro- 
tratta agitazione in ambiente di O,, a 37°, & contenuta una tipica deidro- 
genasi, attiva sugli acidi grassi superiori (palmitico, stearico, oleico). 

Abbiamo voluto studiare se il primo prodotto che, secondo la teoria 
della B-ossidazione, si formerebbe dagli acidi grassi, l’acido A. — g-insaturo, 
potesse essere deidrogenato ulteriormente dagli estratti di fegato preparati 
nella maniera descritta. 

Abbiamo, quindi, preparato lac. Ay_ g-oleico: 


CH;-(CH,):,-CH = CH-COOH 


facendo agire, a 150°, chinolina sull’ac. a-bromostearico. Esso corrispon- 
deva alle proprieta assegnategli dal Ponzio “ e, per ossidazione permanganica 
in ambiente alcalino, forniva ac. palmitico. 

Per la preparazione degli estratti di fegato e per la tecnica delle espe- 
rienze rimandiamo al lavoro precedente. 

Le prove sono state eseguite introducendo in vasi di Barcroft- Warburg 
3 cc. di estratto di fegato, 1 cc. di soluzione 0,o1M di A, — p-oleato sodico 
€ I cc. di acqua. In altri vasi erano apprestate miscele analoghe, con 1 cc. 
di stearato sodico 0,01M al posto del A, — g-oleato, oppure senza donatore 
di idrogeno. Tutte le esperienze venivano eseguite in doppio; esse si ripe- 
terono 6 volte, con estratti di fegato di diversa provenienza. 

In tutti i casi, mentre si ottenne una netta deidrogenazione dell’ acido 
stearico, non si osservO mai assorbimento di O, da parte del A, _ g-oleato. 
Il fatto che, mentre l’ac. stearico ¢ deidrogenato dagli estratti di fegato, 
Pac. A,—g-oleico non lo ¢ affatto, rende molto verosimile l ipotesi che, 
conforme alla teoria della B-ossidazione, il primo stadio della ossidazione 
dell’acido grasso saturo sia la formazione di un doppio legame in a-B , 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica biologica della R. Universita di Napoli. 
(2) Nella seduta del 19 novembre 1933. 

(3) Mazza e Srorrt. Questi « Rendiconti», 1933, 17, 476. 

(4) Ponzto, «Gazz. Chim. Ital.», 1904, 34, Ul, 773; 1905, 35, Il, 569. 
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alla quale, per I’ ulteriore progredire della ossidazione, segua una trasfor- 
mazione dell’acido insaturo in prodotti ulteriormente ossidabili. In questo 
caso, si dovrebbe concludere che negli estratti di fegato preparati nel 
modo indicato siano assenti od inattivati gli enzimi capaci di produrre dal, 
Pacido a-8-insaturo sostanze ossidabili (G-ossiacido, B-chetoacido), perche 
deve ammettersi che il fegato sia capace di proseguire l ossidazione degli 
acidi grassi sino alla loro totale combustione. 

Questa conclusione viene confermata dal’ andamento della deidrogena- 
zione degli acidi.grassi superior’ prodotta dal B. Coli e studiata da M. e 
Cimmino: il B. Coli vivente, infatti, ¢ capace di ossidare l’ac. Ag—s- 
oleico, dopo un breve periodo di induzione, mentre, se ucciso con toluolo, 
ossida l’acido stearico, non quello non saturo. Anche in questo caso, quindi, 
deve esistere un complesso sistema enzimatico di ossidazione, del quale un 
componente resiste al toluolo e laltro no, ed & evidente che il primo ¢ 
Yenzima deidrogenante, mentre il secondo deve essere, probabilmente, un 
enzima idratante. 

Il fegato, in ogni modo, deve contenere un sistema completo di ossi- 
dazione per gli acidi grassi. Ci ¢, quindi, sembrato, interessante studiare se 
il fegato sopravvivente sia capace di deidrogenare gli acidi grassi superiori, 
sia saturi che «-@-insaturi. 

Ci siamo serviti a questo scopo della tecnica elaborata dal Warburg, 
per lo studio delle ossidazioni nei tessuti sopravviventi. Sottili sezioni di 
fegato di ratto (peso secco 3-4 mg.) preparato secondo le norme prescritte 
da questo A., venivano introdotte in appositi vasi di Warburg, muniti di 
pozzetto e di diverticolo laterale girevole. In ogni vaso era contenuto I Cc. 
di soluzione di Ringer e nei pozzetti 0,2 cc. di KOH al 5°/o. Le esperienze 
venivano eseguite in ambiente di ossigeno puro ed a 37°, colle consuete 
cautele. I diverticoli laterali di due apparecchi contenevano 0,25 cc. di 
soluzione di stearato sodico 0,005 m., pufferato a pH 7,5; quelli di altri 
due 0,25 cc. di A, —p-oleato sodico. 0,005 m., pufferato a pH 7,5, quelli 
di altri due, infine, 0,25 cc. di acqua. Trascorsi 1 primi To™ della perma- 
nenza in termostato, durante i quali si stabilizzava la pressione, si versavano 
nel vaso i liquidi contenuti nei diverticoli e si incominciavano le letture 
che venivano fatte ogni I5 minuti, e protratte per un ora. 

La tabella esprime i risultati di quattro esperienze. I pesi secchi sono 
stati determinati alla microbilancia (sensibilita g. 1.10-°), dopo essiccamento 
a 100°. Ogni risultato é la media di due determinazioni, che differivano 
tra loro di meno del 5 °/o. 


(1) Mazza e Ctumrno. Questi « Rendiconti», 1933, 17, 1086, 
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T ABELLA. 
16, aro es O2 
¥ peso secco X ore 
Esperienza Fegato solo Fegato + stearato Fegato + oleato 
ERG Resa, NS 17 16 
ee ag OPN he So 19 19 
Le ete ee nT 18 19 
Mie Rites ee 6 20 19 
Median iy: seul 18,5 18,2 


Dai risultati si rileva che P aggiunta dell’ acido grasso, sia esso saturo 
O non saturo, fa aumentare il consumo di O, da parte del fegato dell’ 85, 
€, rispettivamente, dell’ 82 °/,. Entrambi gli acidi, quindi, vengono ossidati 
dal fegato sopravvivente egualmente bene, il che dimostra la presenza in 
questo organo di un complesso sistema ossidante gli acidi grassi, di cui la 
deidrogenasi descritta da Mazza e Stolfi é uno dei componenti, quello che 
passa negli estratti acquosi e meglio resiste. 


Chimica (Chimica-Fisica). — Esame di depositi di argento 
elettrohitici cot ragei X. Nota di G. R. Levi e M. Taper, pre- 
sentata ‘ dal Socio N. PaRRAVANO. 


Facendo seguito ad una Nota precedente su questi « Atti » 6), su depo- 
siti di cromo elettrolitici esaminati coi raggi X per studiare la determina- 
zione della grandezza e forma delle particelle depositate, riferiamo ora i 
risultati ottenuti dall’esame di depositi di argento preparati col metodo usato 
ad Holliwood per il ricupero del metallo dai bagni di fissaggio fotografico 
di tiosolfato™, Abbiamo scelto questo metodo perche permette di ottenere, 
in determinate condizioni di esperienza, dei depositi di tipo assai brillante 
€ ciO corrisponde, come é gid stato dimostrato coi raggi X per altri me- 
talli G3), a granuli pit piccoli che si prestano quindi all’esame col metodo 


delle polveri. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica generale e Chimica fisica della R. Uni- 


versita di Milano. 

(2) Nella seduta del 19 novembre 1933. 

(3) VolLEXVII, ser. 6°, p. 647, 1933. 

(4) K. Hickmann, W. Weyerts e O, E. Goruter, « Industrial and engineering Che- 
mistry », vol. XXV, n, 2, 202, 1933. 

(5) W. A. Woop, «Philosophical Mag.», II, 853, 1931. 


La soluzione usata a tal uopo aveva la seguente composizione ed ¢€ 


una di quelle usate da Hickmann e collaboratori, che ha mostrato di rispon- 
dere allo scopo: 


Na,S.O; 200.0 gf. 
NaHSO, 6.7» 
AgBr B.7ae) 
Gelatina 27 = 5 
Tiourea Opened 


Acqua fino a un litro 


Si sono adoperati per lelettrolisi un catodo cilindrico di circa 5 cm. di 
diametro e 4 cm. di altezza rivestito di lastra di rame e ruotante sul proprio 
asse con una velocith periferica di circa 140 cm. al secondo (condizione 
indispensabile ad impedire ]a formazione di solfuro di argento nella soluzione) 
e una serie di anodi di grafite disposti intorno al catodo ad una distanza di 
3 cm. da questo. L’elettrolisi ¢ stata condotta nelle seguenti condizioni di 


esperienza : 
densita di corrente 1.1 amp./dm? 
temperatura yee ©: 
durata 5  minuti 


La deposizione é rapida e non fu proseguita oltre cinque minuti perché 
altrimenti il deposito perdeva l’aspetto brillante. 

Il deposito si staccava dalla lamina di rame ‘abbastanza facilmente e 
venne fotografato col metodo delle polveri, con radiazione di Cu su pelli- 
cole Agfa—Laue. Il fotogramma fu registrato con un microfotometro Kipp 
e Zonen tipo B. 

I valori delle semilarghezze b’ misurate, corrette per effetto del dop- 
pietto a: a b, del numero 7, e della dimensione ma delle particelle di ar- 
gento sono riportati nella tabella; per il significato di questi simboli riman- 
diamo al nostro precedente lavoro citato. 


ma in 
Linee b’ in mm. b in mm. N X 103 cm. X 107 
re omy 0.4851 0.4676 1.346 9.13 
2220 0.5598 0.5250 1.276 9.61 
ioe ae 0.5970 0.5540 127 10.88 
2740 0.8580 0.7860 1.095 Tix2t 
252 2A 1.1940 1.0980 1.016 12.08 
BE eles) 2.2020 1.9230 ip eG L402 


I valori di ma hanno andamento crescente con l’aumento dell’ angolo 
di riflessione, effetto dovuto in parte alla forma delle particelle e in parte 
al non completo assorbimento della radiazione da parte del preparato ; per cor- 


reggere quest'ultimo fattore riportiamo nel grafico in a) i valori di ma ‘107 
in funzione sen? 6/2 da cui otteniamo un valore 
graficamente per sen? 6/2 = 1 di circa 12 cm. Pe 
di interferenza dovuta ai piani 2 0 0 


di ma X 107 estrapolato 
r la debolezza della riga 
non sé ne ottennero misure di sufhi- 
ciente precisione: vennero percid trascurate. 
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Abbiamo poi fatto i calcoli per la determinazione della forma delle 
partticelle in questione col metodo di Brill ®. Esso si applica a sostanze cri- 
stallizzate nel sistema monometrico, nell’ipotesi che le particelle non abbiano 
eguali dimensioni nelle tre direzioni dello spazio (cioé che m,;,m, em; siano 
differenti). Percio si applica non la formula citata nel nostro precedente 
lavoro ma quella generale per il calcolo di y 


(1) R. Brit, « Z. f. Krist.», 75, 217, 1930. 


ove A la lunghezza d’onda della radiazione X adoperata }; gli indici delle 
facce considerate, a, b e c i lati della cella elementare e m; il numero di 
volte che la cella elementare & contenuta nel granulo. 

Ponendo per maggiore semplicita di calcolo pm, = m, = pz, si cal- 
colano i valori di semilarghezza che assume una linea del fotogramma col 
variare di p, prendendo come costante il valore della semilarghezza di ur’altra 
riga vicina. Cioé si introduce nella suddetta formula il valore di y speri- 
mentale di una riga e gli indici delle facce corrispondenti e dai valori di m 
cosi trovati in funzione di vari p si calcolano per un’altra riga valendosi 
sempre della stessa formula (e introducendo i valori di h; ad essa corrispon- 
denti) i valori di 4, e quindi quelli della semilarghezza b, in funzione di p. 
Si trova il valore p corrispondente al valore sperimentale di b e si ha cosi 
la forma della particella. Le facce che la limitano sono definite dal sistema 
di assi a cui sono state riferite le due serie di facce di cui ci si & serviti 
nel calcolo, e un criterio nella scelta di questo si ha dal risultato del calcolo 
stesso e cioe si vede se il variare della semilarghezza di una riga in funzione 
di p per valore costante di semilarghezza di un’altra ha un andamento ana- 
logo a quello sperimentale; se cid non € per un determinato sistema di assi 
& necessario assumerne un altro e ripetere il calcolo. (Vedi Brill, loc. cit.). 

Abbiamo considerato per il nostro calcolo le due linee I 1 1 € 2 2 0, 
Il valore che avrebbe la semilarghezza b di 2 2 0 se il valore di y cor- 
rispondente fosse eguale a quello corrispondente alla 1 1 1, risulta in buon 
accordo con quello sperimentale, cid che fa supporre che il valore di p non 
sia molto diferente da 1 e quindi che le particelle abbiano circa la stessa 
dimensione nelle tre direzioni. 

Data la tendenza dei metalli che cristallizzano nel sistema monometrico 
a depositarsi elettroliticamente secondo facce di ottaedro, abbiamo scelto come 
sistema di assi cartesiani quello che Brill chiama ortoesagonale costituito di 
tre assi ad angolo retto due dei quali giacciono nel piano della faccia di 
ottaedro e il terzo & a questo perpendicolare. In Questo caso abbiamo 


asa y2 b=a' V6 cma’ V3 


(a’ & il valore del lato della cella elementare nel sistema monometrico); 
Vequazione generale di Laue si trasforma nella seguente 


h* (2 =| 
a 
7K 4 94 2 


apares 2 
aie “6 (hr, + 2h) ; 


a 


: A 
ove K = ——— e pm, = pm, = ,. 
4 TAM, 


= 4oT 
Fefacce 1.1 1° e 2 2-0 considerate e quelle 1 1 3 di cui ci siamo 


serviti a conferma del calcolo come sar& detto sotto, riferite al sistema ortoesa- 
gonale sono espresse dai seguenti simboli 


Sistema cubico Sistema ortoesagonale 


ear O° OF5 2 25 T  OtAaF 
252.0 400, 224, 044, 260 
v3 ZO SeeOnng aA Ae Ty OLR te) 2.206 ee Oran 


gli indici segnati a ciascun simbolo indicano le permutazioni. 

Come si vede dal grafico in b), la curva che rappresenta la dipendenza 
della semilarghezza della linea 2 2 0 dal valore di p per un valore costante 
della semilarghezza di 1 1 1, cresce significativamente rispetto a questa 
cid che conferma la scelta degli assi coordinati. Si vede pure che il valore 
di p corrispondente al valore sperimentale ¢ 1; assumendo per m e p i valori 
di 13 e di 1 rispettivamente, si hanno perdestre linge 01, (2:2 01 bes 
i seguenti valori di semilarghezza: 


b trovato b calcolato 
Loin 0.467 0.442 
2O 0.525 0.546 
De 0.554 0.594 


Si pud quindi concludere, in base ai suddescritti metodi di calcolo, che 
Pargento preparato elettroliticamente da soluzioni di tiosolfato si depone in 
granuli isodiametrici che si accrescono in direzione perpendicolare alla faccia 
di ottaedro e che, contrariamente a quanto avviene per il cromo elettrolitico, 
la forma piatta dei granuli non é affatto condizione necessaria per Vaspetto 
brillante del deposito. 


Kiassumendo: Vengono esaminati coi raggi X dei depositi elettrolitici 
brillanti di argento ottenuti da bromuro di argento in bagni ricchi di tio- 
solfato sodico, stabilendo che la forma delle particelle &, con ottima appros- 
simazione, isodiametrica: cid differenzia molto questi depositi da quelli di 
cromo per i quali invece la forma piatta dei granuli é legata alla brillan- 
tezza dei depositi. L’accrescimento ¢ in direzione perpendicolare alla faccia 
di ottaedro. 


Biologia. — L'accrescimento embrionale del « Loligo vulgaris». Nota 
di G. Sroxrt, pres. dal Corrisp. G. QuacLtaRIELLo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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DELLE SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DB Nerd 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Seduta del 3 dicembre 1933 (Anno XII ) 


Presidenza del Socio anziano sen. prof. G. MARCHIAFAVA. 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica. — Deduzioni differenziali dalla definizione di vet- 
tort reciproci: derivaxioni successive e€ monogeneita in superficie. 
Nota IV del -Corrisp. \U. Cisortr 


20. — DERIVAZIONI SUCCESSIVE SU DI UNA SUPERFICIE @). — Per ottenere 
le derivate seconde di #, funzione dei punti di o, basta applicare alla 


pe definita da (31), umulteriore derivazione servendosi della (34). Basta 


cioe porre: 
dv 


dv 
WP ass (, cosO + #, sen0) =m, 


e, ritenendo ancora lo scalare m funzione dei punti P di o, e nella sua 
dipendenza da P %), applicare ad m la (34) ad uno spostamento 8P su a, che 
formi con ¢; un angolo 9; si ottiene, adoperando le notazione del n. 10: 


P ) 5 
Sar = =p = > (¢, cos@ + ft, seng); 
ma, per (37), 
dm d?v, 


d? Uz 5 UN | 
= cos6 sen 0 
ds 85 ds fe ds ds sabae 
(1) Presentata nella seduta del 5 novembre 1933. 
(2) Vedi la Nota precedente in questi « Rendiconti», vol. XVIII (2° sem. 1933). 
(3) S’intende che il dP si suppone costante sulla superficie o, nel senso di Levi—Civita, 


cioe per trasporto di parallelismo. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 31 


— 470 — 


per cui risulta: 


dv (a? Vy d?v, & (UN 
GO) sp ap irae 08 ede ee (=) 


{£, cosp + #, seng} 


E manifesto che non é lecita l’inversione dell’ordine delle derivazioni, 
naturalmente ammesso che 8P sia distinto da dP, cioe @ diverso da 9. 

Consideriamo ora la derivata seconda di uno scalare m funzione dei 
punti P di o. Riferendoci alla (34) poniamo ora: 


dm dm 
“pet aes (é, cosO + ¢, sen8) = v; 
derivando ulteriormente rispetto a 5P, coll’applicazione di (31), si ottiene: 


. d? m sv bv 
(3) SPap aPC ee 


eB = es ae (é, cos® + ft, sen8)] 


ca dm (8st, ot, 
= sy, (ts cos® + #¢, sen0) + (e cos@ + 3; ) 
e, per essere [n, 16]: 
dt; dt, dt, I 
Paine en OS 


St, dt, I 
We cares cos@ we — * seng = ie seng N, 


per cui 


bt, St, I I 
5; cos® + an sen = & cos@ cos@ + ~~ sen seng) Ne 


per cui, in definitiva: 


du d? 
eo — (é, cos® + #, sen®) Pee aap cos@ cose + = sen8 seng] N; 


Sostituendo in (*) si ha dunque: 


dm 


(39) 3PaP — = Sh cos (9 —9), 


Sit 


che coincide colla (18), essendo l’argomento 8 — @ l’angolo dei due -vettori 
dP e 8P. Poiché risulta, come gid si disse fn. 10]: 


d?m d2m 


ge SP se sPaP’ 


sussiste, anche sulle superficie, per le derivate seconde di uno scalare P inverti- 
bilita delPordine delle derivazioni. 


21. - VETTORI. FUNZIONI MONOGENE DEI PUNTI DI UNA SUPERFICIE. — 
Se v & funzione dei punti P di una superficie o, applicando la (37) ad uno 
spostamento dP sopra o, tenendo presente che 


lu dv dv dv 
a 6 ote => een 4) as i) 
a a cosQ + AG sen é =e ae cos@ + ae sen 6 , 
Si ottiene: 
dy dv dv; dv, \ UN 
a a a 20 4 @ cosO — — ; 
iD 7 cos?0 + aes sen os + 7) sen cos ‘ 


ma, per la formula di Eulero, risulta: 


ie ee 6 ns EP sen?0, 
Q Px P2 


per cui la precedente puo scriversi: 


dv dv, Cate aU," Un\ = dU, a evened 
Tas Se a a cos?@ + i — =i sen?90 + (3. a Pea cos0. 


Risulta da questa relazione che, per la indipendenza del secondo membro 
dal’angolo 8, cioé affinche il vettore v sia funzione monogena det punti di o ©, 
é necessario e sufficiente che risultino soddisfatte le seguenti relazioni (di 


monogeneitd) : 
dv, dv, du; dv, _ iB ne =| ; 
(AES Biya ra , se ass Ne)! ps 


eRe alt, me 
Se il vettore é superficiale (vy = ©), oppure la superficie é sferica (—- = a 


(1) Cfr. Cisorti, Quoziente di vettori e vellori monogent. Questi « Rendiconti », vol. XVII 
(4° sem. 1933), p--764,-n. 3 


ATE me 


’ I I fag 
0, in particolare, un piano (= i 0), queste relaxion assumono la clas- 
Pr: P2 
sica forma 
dv; | dvs dv, av, 
— + — =0 5 — —- ——_ = 
as, ass 


Mi sembra interessante, e non noto, il legame, espresso dall’ultima 
delle (40) con Vintervento delle curvature principali di o e della compo- 
nente normale di » quando si tratta di vettori spaziali (vy == 0) funzioni 
monogene dei punti della superficie o e questa non é sferica. 


Chimica (Chimica-Fisica). — Sulla radioattivita del Neo- 
dimio, del Samario e delle miscele samario-ncodimifere. Nota & 
del Corrisp. L. Rotta e L. Mazza. 


Nella letteratura delle terre rare, esiste solo un accenno sulla presunta 
radioattivitd dell’Erbio @), fatto pero questo che non ha trovato nessuna ulte- 
riore conferma. Sempre in questo campo é stato trovato da parte di vari 
autori (Auer v. Welsbach, Debierne, Giesel, Curie “) lesistenza di attivita 
notevoli imputabili principalmente a elementi delle famiglie dell’Attinio e 
del Torio. 

L’Attinio pud considerarsi come l’omologo superiore del Lantanio. Cio 
& confermato, oltre che dalla sua posizione nel sistema periodico, dalle ricerche 
fatte sulla separazione dell’Attinio col Lantanio. Secondo le determinazioni 
di Auer v. Welsbach, la basicita dell’Attinio dovrebbe essere leggermente 
superiore a quella del Lantanio. 

S. Meyer e C. Ulrich () avevano notato che nei frazionamenti delle terre 
rare mediante il metodo dei nitrati doppi col magnesio, la radioattivita cresce 
dal Lantanio al Praseodimio e al Neodimio e raggiunge il massimo nelle 
frazioni di Samario, per decrescere rapidamente nelle frazioni successive. 

La scoperta della radioattivita del Samario da parte di v. Hevesy e 
collaboratori ha destato un interesse veramente notevole, tantoché in breve 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Generale e di Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Firenze. 

(2) Presentata nella seduta del 3 dicembre 1933. 

(3) W. Srrone, «Journ. Am. Soc.», 42, 147 (1909). 

(4) Aver v. Wexspacu, «Monath, f. Chem.», 37, 1159 (1910); «Z. S. f. anorg. 
Chem.», 69 353 (1911); DeprerNE, «C.R.», 129, 593 (1899); «C. R.», 130-906 (1900); 
GresEL, «Ber.», 35, 3608 (1902); 36, 342 (1903); 37, 1696, 3963 (1904); 38, 775 
(1905); Curte, « Journ. Chim. phys.», 27, 1 (1930). 

(5) Sr. Meyer, « Handb. d. Physik», 22 (1), p. 291 (1933). 

(6) Hevesy e Pant, « Nature»; 130, 846 (1932); Ip., «id. », 131, 434 (1933); Ib. 
e HosemMann, «Z. S. f. Physik», 83, 43 (1933). 


Semone 
tempo sono apparse nella letteratura scientifica varie note riguardanti la ra- 
dioattivita delle terre rare e in particolare quella del Samario. 

I risultati raggiunti da v. Hevesy possono complessivamente compen- 
diarsi nei seguenti: 

I] Samario emette particelle « di percorso nell’aria di 1,13 cm., cui 
corrisponde una velocita di 1,05.109 cm/sec.; il numero di particelle emesse 
da 1 gr. di Samario é di 75 al secondo. 

Si tratta quindi di una attivita estremamente piccola, che, paragonata 
a quella dell’Uranio, é, a parita di peso, 270 volte minore. 

I risultati ottenuti da v. Hevesy e collaboratori, se si eccettuano i pre- 
cedenti indizi gia accennati, sono i primi che, con grado di sicurezza rilevante, 
indicano che il Samario debba considerarsi come una sostanza radioattiva, per 
quanto a periodo molto lungo. 

I risultati invece ottenuti da Auer v. Welsbach, Giesel ecc., che ab- 
biamo gia riferiti, riguardano principalmente elementi delle famiglie radioat- 
tive (Th, Ac ecc.), mentre quelli di S. Meyer e Ulrich, che mostrano alcuni 
punti di contatto con quelli di v. Hevesy, possono sempre ricondursi alla 
presenza di elementi radioattivi estranei o capaci di accumularsi durante 1] 
frazionamento in prevalenza nelle frazioni samarifere. 

L’ interesse notevole delle ricerche di v. Hevesy sulla radioattivita del 
Samario ha portato ad altre ricerche in America e in Francia, oltre a quelle 
che sono argomento di questo lavoro. 

I risultati degli Americani Libby e Latimer) sono in assoluto disac- 
cordo con quelli di v. Hevesy, non gid per quanto si riferisce al Samario, 
ma per cio che riguarda gli altri elementi. Cosi, questi autori americani trove- 
rebbero che il Lantanio é circa tre volte piu attivo che il Samario, e che 
il Neodimio, ha una attivita comparabile con quella del Samario stesso. 

Questo disaccordo ¢ dovuto, con tutta probabilita, ad impurezze dei pro- 
dotti esaminati dagli americani. 

Le ricerche di M. Curie e Takvorian @ confermano sensibilmente, per 
quanto si riferisce al Samario i risultati di v. Hevesy. 

Dette ricerche pero, hanno permesso di svelare in alcune frazioni neo- 
dimifere attivitai molto pit elevate di quelle del Samario e gli stessi autori 
concludono per attribuire |’attivita riscontrata in tali frazioni all’elemento 61. 

L’importanza delle ricerche di Curie e Takvorian, qualora i risultati 
fossero sicuramente confermati su prodotti molto puri, sarebbe veramente 
notevole: l’attribuzione all’elemento 61 delle attivita riscontrate in misura 
variabile nelle frazioni neodimifere, avrebbe infatti un ondamento assai logico. 

Del resto la radioattivita riscontrata da v. Hevesy nel Samario potrebbe, 
in qualche modo e per ragioni analoghe, essere attribuita all’ elemento 61, 


(1) Lippy e Larimer, «J. Amer. Chem. Soc.», 55, 433 (1933). 
(2) M. Curie e S. Takvortan, «C. R.», 196, 933 (1933). 
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quando il Samario, sottoposto a processi di frazionamento adeguati, mo- 
strasse in differenti frazioni una attivita uniformemente variabile in un 
dato senso. 

D’altra parte la scoperta della radioattivita del Samario presenta un 
interesse grande dal punto di vista generale. 

In base alle sole ricerche di v. Hevesy, il Samario sarebbe forse |’unica 
terra rara radioattiva, se si prescinde dal Tulio non ancora studiato da questo 
autore e dal Disprosio che avrebbe mostrato una debolissima attivita di natura 
dubbia. | 

Per il Potassio, oltre all’emissione dei raggi ® gia conosciuta da tempo, 
si & constatata pil recentemente, in modo indubbio da molti autori, l’emis- 
sione di una radiazione y. Ora @ ben noto che i raggi y possono originarsi 
tanto in conseguenza di un’emissione « quanto di un’emissione 8. 

Nel caso del Samario, le esperienze di v. Hevesy non hanno portato ad 
un resultato decisivo. Questo autore, sperimentando su cinque Kg. di ossido 
di Samario, ha trovato una radiazione y estremamente debole, che, secondo 
la sua opinione, potrebbe essere imputabile a tracce di Radio oppure di Torio 
contenute nel Samario. Quindi, solo dopo esperienze su materiali purificati 
con gran cura per allontanare con mezzi chimici le ultime tracce di elementi 
radioattivi, potra forse esser deciso se Ja debolissima radiazione y constatata 
da v. Hevesy dipenda o no dal Samario. 

Le nostre esperienze sono state eseguite sul ricco materiale di cui dispo- 
niamo, sul quale abbiamo fatto numerose misure di radioattivita. 

Il frazionamento generale eseguito nel nostro laboratorio col metodo 
dei nitrati doppi col Magnesio su una tonnellata di Didimio commerciale, 
ha fornito varie miscele samarifere e neodimifere, le quali sono state suc- 
cessivamente frazionate con altri metodi. 

Si sono anche ottenute, nelle code del frazionamento generale, delle mi- 
scele contenenti principalmente Samario, Gadolinio, Disprosio, Terbio, Eu- 
ropio, ecc. e anche queste sono state successivamente frazionate. 

Le miscele samario—neodimifere sono state frazionate col noto metodo 
dei bromati di James. Sulle frazioni di testa, costituite di bromato di Samario 
con piccole quantita di Neodimio, ¢ stato eseguito un nuovo frazionamento 
col metodo dei nitrati doppi col Magnesio. 

In questo modo, come é noto, l’ordine di solubilita risulta invertito 
in confronto al metodo dei bromati: si raccolgono cioé, in testa, le frazioni 
ricche di Neodimio e, in coda, quelle ricche di Samario. 

Noi abbiamo eseguito delle misure di radioattivita su mnumerose fra- 
zioni provenienti da questi frazionamenti, e, pit specialmente, su quelle 
di coda (samarifere). 

Le frazioni samario-gadolinifere sono state anch’esse di nuovo frazio- 
nate operando su sali dell’acido benzensolforico. 


i) 
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Sebbene il lungo frazionamento necessario sia tuttora in corso, noi ab- 
biamo esaminato, dopo un migliaio di cristallizzazioni, frazioni di testa co- 
stituite principalmente di Samario, di centro costituite di Gadolinio e quantita 
decrescenti di Samario insieme ad Europio, Terbio ecc., e di coda, ricche 
di Gadolinio, nelle quali il Samario & contenuto solo in tracce. 

Oltre alle misure su tutte le suddette frazioni, noi abbiamo eseguito 
anche delle altre determinazioni di radioattivita sugli ossidi di Praseodimio, 
di Neodimio, e di Samario puri provenienti dal frazionamento generale. 

Per le misure di radioattivita, abbiamo adoperato un contatore del tipo 
di Geiger e Klemperer “, opportunamente collegato ad un amplificatore a 
resistenza — capacita a tre stadi, espressamente costruito per questo scopo. 

In alcune esperienze abbiamo anche adoperato un amplificatore termoio- 
nico del tipo a corrente continua. 

Il circuito di uscita degli amplificatori azionava un ricevitore telefonico, 
oppure un galvanometro a brevissimo periodo di oscillazione, munito di di- 
spositivo per la registrazione fotografica. 

Varie misure sono state poi ripetute mediante un elettrometro mono- 
filare di Wulf, che sostituiva i detti amplificatori e i dispositivi galvanometrici. 

La camera del contatore che era collegata al polo negativo di una batteria 
di pile a secco (2000 elementi; 3000 volta con contatti per tensioni inter- 
medie), aveva una altezza di 4o mm. e un diametro di 24 mm. 

Il filo anodico era di Platino (diametro 0,06 mm.) e la sua estremitd 
libera era terminata da una piccola sfera di 0,20 mm. di diametro. 

La tensione optimum necessaria per il funzionamento del contatore in 
un’atmosfera di aria secca a pressione ordinaria era compresa fra 2450— 
2500 volta. 

I] contatore era chiuso con una foglia di Alluminio dello spessore di 
0,6 micron. 

In queste condizioni, il numero degli impulsi spontanei era di 8 al mi- 
nuto circa. 

La sostanza in esame, allo stato di ossido ben calcinato, era compressa 
in strati uniformi aventi una superficie di 3 cm.? su appositi dischi di ot- 
tone incavati, i quali venivano disposti a piccolissima distanza dal sottilis- 
simo schermo di Alluminio sopradetto, in modo che la superficie attiva dello 
strato di sostanza da esaminare risultava parallela allo schermo. 

Si € notata una grande influenza delle condizioni igrometriche dell’am- 
biente, e, pia ancora, del contatore di Geiger il quale veniva mantenuto allo 
stato di secchezza mediante Sodio metallico. 

La tensione applicata al contatore deve mantenersi costante entro limiti 
molto ristretti. 


(1) H. Getcer e O. Kremperer, «Z. S. f. Phys.», 49, 753 (1928). 
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La misura della tensione ¢ stata fatta mediante un voltmetro ad alta 
tensione espressamente adattato allo scopo e costituito da un galvanometro 
di precisione a lettura diretta avente in serie una elevatissima resistenza. 

La precisione delle misure di tensione, comprese fra 2000 e 3000 volta, 
era di circa 0.2°,, percid, nel campo delle tensioni necessarie per il funzio- 
namento del contatore, lo scarto massimo nella determinazione della tensione 
era di 5 volta. 

Su una gran parte degli ossidi provenienti dalle frazioni sottoposte a 
miisura, sono state eseguite delle purificazioni per eliminare le possibili tracce 
di elementi radioattivi, mediante aggiunta di nitrato di Bario e precipitazione 
di solfato di Bario e mediante aggiunta di nitrato di Piombo e successiva 
precipitazione con idrogeno solforato. 

I risultati delle misure eseguite sono raccolti nella tabella seguente: 


Numero Numero di impulsi 
degli impulsi per minuto 
spontanei con i vari ossidi 


a 


PreO;; dai nitrati del frazionamento generale 7.8 7.8 
Nd,O; dai nitrati del frazionamento generale TES 
» PURI Gat ODN itt wien pion te Sedlack esa gen it: 7.8 8.5 
Sm.O, dai nitrati del frazionamento generale 7.6 25 
» DUTICRLO Ruay ea hapten: Liye tet 2 Fal B23 
Der se sat eDHOMNathy isa +6 en aos kos 7.8 26 
» PUGMIGATOR estes faces, 1a. ee as 7.5 2355 
Sint, Osa dai proma tia (testa) eee ie eee 8 25el 
Smz,0,—Nd,O,; dai bromati (centro) . . . 7.9 17-5 
INGWO, Geil lovcoyenevah (Gaels 7 5 G25) ee 8.1 11-2 
Bis: Aayl AMA es ook SA ey uae 7.8 26.2 
» UIStICATORMenMm aes) ere) are nme? tes 7.9 24 
SiO, dal oitratl, 6. 4.- ae sas ee He st 8.1 Ay 
» PULIICACOME Maas MN TR. Setar ee Fal ee 8 24.5 
Sins © edatenitratinn wa te, tie teppoiesl ra 7.9 25 
Sm,O, dai nitrati . 7-5 26.9 
NGO Cay salinities A leo 8) Gece ae 7.8 11.6 
Sm,O, con piccola quantita di Gd2O; dai ben- 

ZENSOMALIN ESTA) Maen Re nee 8 22.8 
Sm,0,—Gd,0, dai benzensolfati (frazione in- 7.8 vA 
termedia verso la testa). 

Sm,0;—Gd,0, dai benzensolfati (frazione in- 7.9 ne 
termedia verso la coda). . 
Frazione di coda dei benzensolfati . . . . 7.9 8.4 
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In base alle nostre esperienze si possono trarre le seguenti conclusioni: 

Tutte le frazioni di Sm, O, mostrano una radioattivita un po’ differente 
Yuna dall’altra: la purificazione mediante il Bario ed il Piombo, pur mo- 
strando un risultato sensibile nei riguardi dell’allontanamento delle sostanze 
radioattive estranee, non riesce ad eliminare le differenze riscontrate. 

Il Neodimio mostra una debolissima attivita, dovuta probabilmente a 
sostanze radioattive estranee, di cui una parte sparisce con la purificazione. 
Comunque, |’ attivita che sembra permanere dopo la purificazione & circa 
venti volte pit piccola di quella del Samario. 

Il Praseodimio non presenta assolutamente alcuna radioattivita. 

L’esistenza di un elemento 61 radioattivo ¢, a nostro avviso, assai in- 
certa, a meno che le piccole variazioni di attivita, verificate nei differenti 
campioni di Samario e la debolissima attivita del Neodimio, non siano da 
attribuire a questo elemento. 
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Matematica. — Un teorema di calcolo delle variazioni. Nota 
di B. ManiA, presentata ® dal Corrisp. L. Toner. 


Ci proponiamo di dare un teorema di esistenza dell’estremo assoluto 
per gli integrali del calcolo delle variazioni in forma ordinaria in un caso 
sino ad ora non considerato ricorrendo alla considerazione delle estremali. 
Nell’enunciato porremo, per semplicita di dimostrazione, delle condizioni al- 
quanto restrittive; ma poi con alcune osservazioni indicheremo come queste 
condizioni possano essere ampliate o sostituite cosi da allargare notevolmente 
il campo di applicabilita del teorema. 


TOREMA. — Sia A un rettangolo del piano (x,y) coi lati parallel agli 
assi coordinati e LY sia wna curva rappresentata da un’equaxzione della forma 
y= F(x), con ¥ (x) assolutamente continua; supporremo che la T sia for- 
mata tutta di punti interni ad A eccettuati al piti i punti terminali che pos- 
sono appartenere ai lati di A paralleli all’asse delle y . 

La funzione f(x,y, 4") sia finita e continua insieme con le sue derivate 
parziah dei primi due ordini per (x,y) appartenente ad A ey’ finito qualunque ; 

sia sempre f(x,y, y')=0 e sopraT sia f(x,y,y') =0 per tutti 
valori di y' ; 


(1) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore 
di Pisa. ; 
(2) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 


Se 
m ogni parte chiusa A’ di A senza punti comuni con T’ sia sempre 
; % ; 
tyy(%,y,9") 0 e il rapporto Mead) 
y 
tendere a + co di |y'|; 
la derivata fy (x,y, y’) sia integrabile sopra ogni curva ordinaria “) senza 
punti comun con T; 
per |y'| maggiore di un certo numero positive R sia sempre in tutto A 


(1) fy — fry nr & ss Be => oO 


oO sempre 


(2) fy —fry —y’ fry Zo. 


tenda uniformemente a + co al 


In queste ipotesi, in ogni classe K formata dall’ insieme di tutte le curve 
ordinarie del campo A congiungenti due punti fissi P, e P, esiste il minimo 


assoluto dell integrale Ic = | FOCS Ys, Vas. 
c 
Se i due punti fissi P,; e P, appartengono alla curva I’ Varco di I 
compreso fra P, e P, da il minimo di Ic in K. 
In caso diverso, indichiamo con W, Vinsieme delle curve C, di K per 


le quali 


- I 
Io =H=i+—, 
n nN 


essendo i il limite inferiore di Ic in K, e consideriamo |’ insieme E dei 
punti di I tali che in ogni loro intorno cadano punti di curve Cy per in- 
finiti valori dell’indice n. 

Se tale insieme non contiene nessun punto si possono determinare una 
parte chiusa A’ di A senza punti comuni con [I e un indice 7 tali che per 
n= 7i tutte le curve C, appartengano ad A’. Allora basta cercare il minimo 
di Ic nella sottoclasse K’ formata dalle curve di K che appartengono ad A’ 
e l’esistenza di questo minimo segue da noti teoremi. 

Se invece l’insieme E non é vuoto, indichiamo con Q, il punto di E 
avente Ja minima ascissa e con W.,W3, see ve +++ una successione di 
insiemi di curve ordinarie con W,, appartenente aun W, di indice 7=n, 
e tale che fissato un qualunque intorno di Q, da un certo indice in poi ogni 
curva di W,, abbia qualche punto in quell’intorno. 

Considerati poi i punti di P in ogni intorno dei quali cadono punti di 
curve appartenenti a infiniti insiemi W,. sia OF quello di ascissa massima, 
ed estragghiamo dalla successione W,, W.,-:-, W,.,°** uma nuova suc- 


(1) Cioé appartenente ad A, rappresentabile nella forma y =y(x) (@<xsb) con 


b 
y (x) assolutamente continua e tale che esista finito Pintegrale [ HCE SCD 5 VCD) Cc 
a 
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ur 


cessione W, : WwW. a ey Was oe con WwW, appartenente a un insieme Ww, di 
indice 7 =n, e tale che, fissato un qualunque intorno di Q,, da un certo 
indice in poi tutte le curve di W.. abbiamo almeno un punto in quell’intorno. 

La successione W,,W,,°°° ,W,,°++ € ancora minimizzante per Ic 
in K e possiamo indicarla, per semplicita di scrittura, con V, , Vee ee eee 

Sieno (x1, Jr) 5 (2,2) le coordinate dei punti P,,P. e >) » (> » M2) 
le coordinate dei punti Q,,Q., e dimostriamo dapprima che, limitandoci 
a considerare gli archi C, delle curve Cy che si proiettano ortogonalmente 
sull’intervallo (x. ,&r) la successione degli insiemi di questi archi ammette 
almeno una curva continua di accumulazione C,. Per questo basta dimostrare 
che, assegnato ad arbitrio un numero ¢ >0, si possono determinare un nu- 
mero 8>>0 e un indice 7 tali che, per ogni n=7, se yn(x) rappresenta 
una curva Cy e x’, x” sono due punti dell’intervallo (x, , 8.) con | x’ — x" \=8, 
sia | yn(x") — yn (x"”)| Se. 


Tracciamo un quadrato q coi lati paralleli agli assi e di lunghezza 
avente il centro nel punto Q,. Prendiamo poi un intorno (€: —8,& + 8) 
: € ; “eT we 
di &, con ESS e tale che la parte di TP che si proietta in esso sia tutta 


interna al quadrato q. 

In questo quadrato tutte le curve C, da un certo indice in poi hanno 
almeno un punto. 

Indicata con A’ la parte di A appartenente alla striscia limitata delle 
rette x = &, —3,x =&, + 8 e senza punti interni al quadrato q, deter- 
miniamo un numero N tale che per |y’|=N in A’ sia sempre 


ACES RATES 
a cates 
con 
_8G le 


€ 


M 


/ \ oie . . . - 
Se & ¢ un numero positivo minore di 8 e minore di Case ay, 


€ 
16N’ 
é un arco di curva ordinaria di A’ congiungente due punti aventi un disli- 
vello =+¢:4 e proiettantesi ortogonalmente sopra un intervallo dell’asse 
delle x di ampiezza = 29’, detti E’, E’’ rispettivamente gli insiemi dei punti 


di questo intervallo nei quali ¢ |y’|—=N e |y’|>N, si ha 


fic yyae= fir yds + [J@sy x) dv=M [yas 
v E/ EY ye 


(1) Vedi ArzeLA, Sulle serie di funzioni, « Mem. Accad. di Bologna», 1899, p. 178. 


ee 
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Ma 
; G asl ieee: 
fiviest , fiyleanr<g, 
;/ 
e quindi 
[ifie>y, 
da cui 


[rc ee Ree ees ary ee 


Ne segue che sulle curve della successione minimizzante non possono 
esistere di tali archi y, e quindi, scelto 7 abbastanza grande afhnche per 
n==7% ogni C, abbia almeno un punto nel quadrato q, le ordinate dei punti 
di queste curve proiettantisi nell’intervallo (€; — 0’, €, + 8’) restano com- 


ese fi 
prese oleae ic en le 


Gli archi delle curve C, che si proiettano ortogonalmente  sull’inter- 
vallo (x,,& — 8’) da un certo indice in poi appartengono a una parte 
chiusa A” di A senza punti comuni con Te quindi sono equiassolutamente 


continui, per il fatto che su di essi [f(x,y,y)dx—=i+1 e in A” il 


I@,y59) 
ly’| 

Se ne conclude che esiste il numero 8>>0 indicato sopra, e quindi 
Parco continuo di accumulazione C’, e possiamo supporre che gli insiemi 
di archi {C,} convergano uniformemente a C). 

Dopo di cid definiamo in modo analogo un arco continuo C; proiet- 
tantesi ortogonalmente sull’intervallo (&, , x2). 

Passiamo ora a dimostrare che C’ e C, sono curve assolutamente con- 
tinue. ; 

Per questo cominciamo con l’osservare che ogni punto di C) di un 
intorno sufficientemente piccolo di Q, e diverso da Q, ¢ un punto interno 
a un arco di estremale. Infatti, se P, é& un tale punto esso é interno al 
campo A e non appartiene a I’. Quindi possiamo tracciare un cerchio (P.,¢) 
di centro P, e raggio p tutto interno ad A e senza punti comuni con iy. 
Possiamo poi determinare un e con Oo<p<ep tale che, se M,,M, sono 
due punti del cerchio (P.,p), di ascissa diversa, nella classe delle curve 
ordinarie congiungenti M, ed M, e appartenenti a (P.,9) ve ne sia almeno 
una minimante per Ic e ogni tale curva sia tutta di punti intern al cerchio 


(P.,¢) G, 


rapporto tende uniformente a + co con |y'|. 


(1) Cid si pud vedere ripetendo un ragionamento fatto sopra. 
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Una tale curva risulta un’estremale per il fatto che fy(x,y,y’) € in- 
tegrabile su ogni curva ordinaria senza punti comuni con P“. 

Allora, preso un arco di C’ contenente P, e tutto interno a (PoUoynee 
vede (con un noto fapionanicnts) che esso ¢ una curva minimante per Ic 
nella classe delle curve ordinarie di (P.,e) aventi in comune con esso i 
punti terminali, e quindi ¢ un estremale. 

Ne viene che su C’, in un intorno di Q,, e sempre soddisfatta (ec- 
cettuato al pit il punto Q,) lequazione di Eulero 


2p em fy — fry — 9 fry 
y = . 
yy 


Supposto, per fissare le idee, che per |y’|=R sia sempre soddisfatta 
a (1), consideriamo un punto qualunque P, = (%o, yo) di C> nell’intorno 
di Q, indicato sopra e diverso da Q,. Se in esso é y’ (x) << —R in quel 
punto P, e in tutto un suo intorno y’(x) & non decrescente, e in tutto 
(xo ,&:) & sempre y’ (x) = y' (xo). Di qui segue subito l’assoluta continuita 
dinCie 

Se y\(x) ==—R 0 € sempre, in (x. ,&:), y¥ (x) =—R oppure esiste 
un X con x<*¥<&, tale che y’(¥)<< —R; in entrambi i casi la con- 
clusione precedente ¢ ancora valida. 

Dunque C’ é una curva assolutamente continua e la stessa cosa vale 
per Ce quindi anche per la curva C, formata da C;, dall’arco di P com- 
preso: {fa O00) Ore. dar Ge. 

Che Vintegrale Ic esista finito su C,, e quindi che C, sia una curva 
ordinaria, segue da un teorema del Tonelli®. Dalla semicontinuita infe- 
riore di Ic si ha poi, per m abbastanza grande, 


€ €& 
ley Leg oe Obl, teria ae 


da cui segue 
le ee Ics ae 


€ ancora 


; I 
Mo oe ra 


Se ne conclude, essendo ¢ arbitraio, 


e quindi C, da il minimo cercato. 


(1) Vedi L. Tonettt, Fondamenti di calcolo delle variazioni, I, p. 361. 
(2) Vedi loc. cit., vol. I, p. 443. 


Osservazione I. — Se la curva I’ divide il campo A in due parti si 
puo sostituire all ipotesi che per | y’ | =R valga sempre in tutto A la (r) 0 
sempre la (2), Valtra che in ciascuna delle due parti sia soddisfatta sempre 


una di quelle due disuguaglianze, ma non necessariamente la stessa in en- 
trambe. 


Osservazione II. — Il teorema precedente si puod estendere al caso in 
cui f(x,y, 9) =0 per ogni y’ nei punti di un numero finito di curve as- 
solutamente continue I, ,T,,---,T,, a due a due senza punti comuni. 


OssERVazIONE III. — L’ipotesi che la derivata Jy(*, 9,9’) sia integra- 
bile sopra ogni curva ordinaria senza punti comuni con la curva P puo 
essere sostituita con una qualunque altra condizione la quale assicuri che 
ogni estremante di Ic nella classe delle curve ordinarie congiungenti due 
punti, tutta interna ad A e senza punti comuni con I’, é un’estremale “). 


Osservazione IV. — Se il campo A é costituito da una striscia infinita 
parallela all’asse delle y il teorema dimostrato resta ancora vero purche il 
valore dell’integrale Ic calcolato sulle curve ordinarie aventi i punti termi- 
nali in un insieme limitato tenda a + co al tendere all’ infinito della mas- 
sima distanza dei punti della curva dall’origine delle coordinate ©). 


OssERVAZIONE V. — Alla condizione che i punti P,,P, sieno fissi si 
R > 
puo sostituire l’altra che appartengano a due insiemi limitati e chiusi del 
campo A. 


Esempio. — Consideriamo l'integrale quasi-regolare semidefinito positivo 


p 


le= {a Se Viet?) ba: 


(e 


L’equazione delle estremali ¢ data in questo caso da 


» Lb 2y ay" 
as Fler , 
e la condizione relativa al numeratore del secondo membro dell’equazione 
delle estremali € soddisfatta nel modo indicata nella Osservazione I. 

Si vede poi facilmente che é soddisfatta anche la condizione indicata 
nella Osservazione IV, e quindi si puo affermare che esiste il minimo di 
Ic nella classe di tutte le curve ordinarie del piano (x,y) congiungenti due 
punti fissi. 


(1) Per queste condizioni vedi L. TongLui, loc. cit., vol. Il, p. 359 e segg. 
(2) Delle condizioni sufficienti perché cid si verifichi sono date in TONELLI, loc. cit., 
vol. Il, p. 307 e sgg. 
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Matematica. — Sul problema della trave soggetta a uno sforzo 
di taglio. Nota di F. Tricom1, presentata‘? dal Socio G. Fusint. 


1. Il problema della determinazione delle tensioni interne in una trave 
incastrata ad un estremo e soggetta all’altro ad uno sforzo di taglio, si 
riconduce notoriamente @) al problema di Neumann per la sezione retta S 
della trave. Invero, mentre la componente normale o; della tensione unitaria 
agente su di un generico elemento piano di detta sezione si esprime con la 
stessa semplicissima formula valida nel caso della flessione semplice, le 
componenti tangenziali txz e tyz (rispetto agli assi baricentrali d’inerzia) 
di essa sono invece date dalle formule meno elementari 


Lys ob ; 
at (m + 1)J [n Ox Tae | 
{h oy 


=: Lane 2m— 1) 5 ae 
Oo tm Et) ila Oy paca i 5 ane 


(1) 


dove 1/m é il coefficiente di Poisson del materiale, J il momento d’inerzia di S 
rispetto all’asse principale x (asse neutro), T lo sforzo tagliante (supposto 
parallelo all’asse y) e Y(x,y) € una funzione armonica in S la cui derivata 
secondo la normale (interna) » al contorno s di S prende i valori: 


ay | 2a) Sedx I ; 4 2 
(2) 7s ole pamper CCL aw Od ret ileya* 


2m 


mM 


Ne segue che, tranne in alcuni casi molto speciali (p. es. quello della trave 
a sezione circolare), la determinazione effettiva, pur tanto interessante, delle 
tensioni tx; € Ty, non é€ cosa facile. 

Gli ingegneri cercano rimediare come possibile a quest’inconveniente 
con l’osservazione ingegnosa che, mentre la determinazione dei valori locali 
di txz € tyz presuppone la conoscenza della funzione armonica , il valor 


medio tyz di tyz (la pit importante delle due componenti) su di una corda 
di s parallela all’asse x, pu invece determinarsi con la formula semplicissima 


- E 
(3) Cy ay [fo 
Ss; 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 


(2) V., p. es. il bel libro di G. Cotonnerri, La statica delle costruzioni. (Torino, 
U. T.E. T., 1928-29), v. I, capp. VIII e IX, pp. 179-217. 


bn eee 
dove } denota la lunghezza della corda considerata ed S, ¢ quella delle due 
parti in cui si ¢ cosi venuti a dividere S che giace dalla parte verso cui é 
rivolto il verso positivo dell’asse y. In tal modo, rassegnandosi a trascurare 
le oscillazioni, spesso tutt’altro che irrilevanti) di ty; intorno ai detti suoi 
valori medi, si perviene ad una determinazione semplice e comoda della 
principale componente di tensione tangenziale. 


2. Il punto di partenza della presente ricerca é stata l’osservazione che 
la (3), che viene abitualmente dedotta applicando il principio di solidifica- 
zione ad un pezzo della trave, rappresentava in sostanza una proprieta inte- 
grale delle funzioni armoniche, posto in chiaro la quale, la formula in di- 
scorso doveva potersi ricavare direttamente dalle (2), cio¢ senza ulteriore 
Ticorso a considerazioni meccaniche. 

Tale proprieta integrale non é altro che quella semplicissima e ben 
nota che l’integrale esteso al contorno della derivata normale di una funzione 
armonica in unarea é zero; invero da questa e dalla prima delle (2) puo 
subito ricavarsi la (3). Ma vi & ben di pit, e cioé che, dal nuovo punto 
di vista in cui ci siamo messi, si vede subito che la (3) continua a valere, 
sostanzialmente immutata, ancorché, invece di considerare una corda rettilinea e 
parallela all’asse x, si pratica nell’area S un taglio qualunque AB=y, cid 
che aumenta enormemente la portata del metodo di approssimazione di cui 
si € accennato. Propriamente dico che, con notazioni analoghe alle precedenti, 
si ha 


(4) t= a hE ydS 


dove t, denota il valor medio su y della componente t, secondo la normale 

na questa curva (diretta verso interno di S,) della tensione tangenziale 

totale t (le cui componenti secondo gli assi sono le txz e ty; di prima). 
Infatti dalle (2) si trae che 


a (ay 


dy | 
2(m + 1)J hes dn 


dx 
(2m + 1) xy—— Ee —=[@ m — 1) x? Be Aime 


Th = 


donde, integrando su y da A a B ed osservando che, per Ja surricordata 
proprieta delle funzioni armoniche, ¢ 


ficsggr = 


(1) P. es. nel caso della trave a sezione circolare esse raggiungono il 38 + 40°/, 
(CoLONNETTI, I. c., p. 190). 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 32 


dove s, che é parte del contorno s che é anche contorno di S,, si deduce che 


bt, = lak: ap ds + (2m + o[ 9% —ds+ 


—saS)) 
ieee rye, 


ma su 5;, che é parte di s, vale la (2); dunque, sostituendo e indicando 
con [,, il contorno completo y + 5, di S,, avremo 


panera aie 
< 2(m +1)J 


Gh 1 ay ds + — £ [toma +915 a 


I 


donde, pel lemma di Gauss, segue 


eres (2m+1)— atx a x FRlem—oe ty} iS= 5 | foes 


che non é altro se non la (4). 
Notiamo infine che la (4) non cessa di esser valida nemmeno nel caso 
in cui y sia una curva chiusa contenuta in S. 


_ Per illustrare la notevole importanza, anche pratica, della generaliz- 
zazione ottenuta, mi limiterd ad osservare che se si suppongono note le linee 
di tensione della sezione S, cioe le linee tangenti alle rette d’azione della 
tensione totale t “, la (4) potra utilizzarsi per ety non solo valori medi 
di t,, ma addirittura per calcolare i valori di + punto per punto. 


(1) V. CotonnerTTI, loc. cit., pp. 164 € 190-91. Tali linee potranno tracciarsi p. es. 
ricorrendo all’analogia di Prandtl ne. come é stato gia osservato, pud estendersi al pro- 
blema del taglio. (Cir. G. ALBenGa, Estensione dell’analogia di Prandtl, « Annali dei lavori 


Infatti, detto P un punto qualsiasi interno ad S, di coordinate x, CNaly 
consideriamo un secondo punto P’ infinitamente prossimo a P e tale che 
il segmento PP’ sia normale alla linea di tensione ¢ passante per P, e siano 
rispettivamente Q e Q’ (senza escludere che sia Q = Q’) i punti del con- 
torno in cui vanno a finire c e la.linea di tensione c’ uscente da P’, pro- 


lungate nel verso concorde con quello positivo dell’asse y. Dalla (4), assunta 
come curva y la spezzata QPP’Q’, avremo allora 


= T 
(5) (tn)pp —= rae ff dS , 


avendo osservato che sulle due linee di tensione ce c’ & manifestamente 
Tt = 0. Ma daltra parte, se supponiamo che le linee di tensione siano rap- 
presentate dall’equazione complessiva ® (x , y) = cost. (e, in particolare, che 
a c ec’ corrispondano i valori k e & della costante) e indichiamo con dx 
e dy le componenti secondo gli assi della larghezza 2 dell’attuale campo S, 
(misurata all’altezza della generica ordinata y), a meno dinfinitesimi d’ordine 


superiore rispetto a PP’, avremo 
®, (x, y)dx + © (x,y) dy =k —k : dx /®, (x,y) = dy/®, (x, y) 
donde segue 


d = Ydx + dy? = (K —h)/VO? (x,y) + © (x, 9) 


e€ conseguentemente 


(6) A 


| 12 
— VOF Gate) +O us 98) op. 
/@2 (&,5) + © @,y) 


dunque, sostituendo nella (5) Ads al posto di dS e passando al limite per 
P’-»P, avremo 


y ds 


- z a Q 
(7) T (Xo Yo) oat ye: (Xo 5) Yo) oh a, (%o % v5/ o. (x > y) a ©, (x ? y) 


dove lintegrazione deve intendersi eseguita lungo la linea di tensione c. 

Nell’applicazione numerica potra evitarsi il calcolo della funzione ® e 
delle sue derivate tenendo conto del significato geometrico del rapporto che 
figura nella (6). Meglio ancora, quando si persegua lo scopo di farsi un 


pubblici », 1927, fasc. VIII, con l’avvertenza che nel secondo membro della formula finale (13) 
: . Bee bt 4 
va aggiunto l’integrale (facile a calcolarsi) di = 3? dx, che non @ nullo se non quando 


Pintegrazione ¢€ estesa all’intero contorno della figura). 


oe 488 = 


idea generale della distribuzione delle tensioni 7 nei vari punti della sezione S 
della trave, potra procedersi nel modo seguente: Supposto gia tracciate un 
sufficiente numero di linee di tensione, ben distribuite, si traccino anche 
(ad occhio) alcune delle loro traiettorie ortogonali, in modo da suddividere 
tutta area S in un certo numero di trapezi curvilinei T,s, sufficientemente 
piccoli, i cui momenti stalici, presto calcolati, indicheremo con Mrs; por- 


‘a= I ao 


"° 


rs 


remo cioe 


Per la (5) avremo allora, con sufficiente approssimazione se i trapezi T,s 
sono piccoli, 


Ay 25 ols ie 
(8) +P) = a BM, 


dove P” denota il punto di mezzo del segmento PP’ determinato da due 
successive linee di tensione c,c’ su una qualunque delle traiettorie ortogo- 
nali da noi tracciate, e il sommatorio é esteso a tutti i trapezi compresi 
fra ce c’ e sovrastanti a PP’. 


Matematica. — Sopra le superficie di livello zero di una fun- 
zione intera di pit variabili complesse. Nota di P. THULLEN, pre- 
sentata “) dal Socio F. SEvERI. 


E noto che una funzione intera di due variabili G (w , x), che possegga 
effettivamente un punto singolare essenziale all’infinito ha una simile singo- 
larit’ in ogni altro punto all’infinito ©). Come sono distribuiti gli zeri di una 
tal funzione? E certo che se esistono zeri di G(w,z), se ne trovano nel- 
Vintorno di qualche punto all’infinito. Vi sono dunque due alternative pos- 
sibili: o G non si annulla mai ed allora é del tipo e4“@>0, ove H € una 
conveniente funzione intera; oppure esiste qualche punto all’infinito tale che 
in un intorno qualunque di esso cadono zeri di G. Si potrebbe ora pensare 
che questo avvenga per qualche punto all’infinito e non per qualche altro. 
Ebbene, questo non & vero in generale. Cioé in generale, se un punto al- 
Yinfinito é di accumulazione per gli zeri di una trascendente intera, lo stesso 
accade per ogni altro punto all’infinito. 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 

(2) L’infinito nel campo di variabilita di w,z vien considerato dal punto di vista 
proiettivo, identificando cioé il campo stesso con la riemanniana R, del piano proiettivo 
complesso. Vedi Sever! « Rend. Sem. Mat. di Roma », 1932 e il trattato di BEHNKE-THULLEN 
Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Verinderlichen. Berlin, 1934 (in corso di stampa). 


Ww 


Fa eccezione il solo caso in cui la trascendente consta di un prodotto 
del tipo e#@>0 R(w,z), ove R é un polinomio in w,z; nel qual caso 
vi ¢ all’infinito soltanto un numero finito di punti di accumulazione di zeri. 
Scopo di questa Nota é di esporre la dimostrazione di tale teorema (n. 1) 
e di trarne alcune delle conseguenze che da esso derivano. 

Le proposizioni di cui ci occuperemo e le relative dimostrazioni. val- 
gono per funzioni di quante si vogliano variabili complesse. E soltanto per 
semplicita di linguaggio che ci limitiamo a funzioni di due variabili. 


1. Dimostriamo che: 

Se G(w,z) é una funzione intera la quale non si annulli mai in alcun 
punto al finito appartenente ad un intorno Ul (Po) di wn certo punto all’infinito P,, 
risulta 


G (ii, 2) eB RE (ey 2) 


ove H é una conveniente funzione intera ed R é un polinomio. 

Supponiamo che il punto P, di cui trattasi sia il punto allinfinito del- 
Passe w sul piano metrico—proiettivo complesso (w , x), (cioé in coordinate 
omogenee il punto (1,0,0)). L’intorno 1 (P.) sia definito dalle disugua- 
glianze 
(1) |w|>d\x|,  |wl>>r  (d,r numeri positivi non nulli) 


Sia & la superficie caratteristica di equazione G(w ,z) =o. Segue su- 
bito dall’ipotesi che un piano caratteristico qualunque © di equazione x = 
sega in un numero finito di punti. D’altronde variando con continuita C 
tenuto conto della molteplicita nelle intersezioni di } e di ©“, il numero 
di quei punti si conserva immutato; sia k e sieno w, (CG), W2(G),--+, we(C) 
i valori di w in quei punti. Le funzioni simmetriche elementari 

Ty; Wn y*> th) = 9, @), “WS 1,2,-2-58) 


e 
in virth del « Vorbereitungssatz » di Weierstrass sono olomorfe (nell’intorno 
considerato di €) e la % & percid (nel detto intorno) rappresentata da un’e- 
quazione del tipo 


Rw, j=w+ uw T,=0. 


Le Ty sono funzioni intere di x, perché non esistono punti di $ nell’ in- 
torno (1). 
Per la stessa ragione é 
[wi (G)|=4|6| oppure | wi()|=r 
epperO T, soddisfa alla 
pType) S| imere, (0=p=hk) 


dove C é€ una costante. 


(1) Vedi-Sevenrt,, I,_c.,. p.=39. 


Sr tar 
Pertanto Ty non cresce come una effettiva trascendente ; e quindi ¢ una 


funzione razionale intera. D’altronde la funzione - € una funzione intera 


R 


che non si annulla mai epperd il teorema & dimostrato “?. 


2. Chiamiamo brevemente superficie intera una superficie luogo degli 
veri di una funzione intera. In base al teorema precedente le superficie intere 
si ripartiscono in due classi: 

a) La classe delle superficie intere algebriche con soli punti multipli 
algebroidi. Come si sa la proprieta di possedere soltanto punti algebroidi 
basta a definire le superficie caratteristiche algebriche fra tutte le superficie 
caratteristiche e non soltanto fra le superficie intere @). Le superficie alge- 
briche sono varieti chiuse sulla riemanniana R,. Esse sono del resto super- 
ficie (algebriche) di Riemann delle curve algebriche. 

b) La classe delle superficie intere trascendenti, 1 cui punti si accu- 
mulano attorno ad ogni punto all’infinito, in modo che una tale superficie 
& aperta sulla riemanniana R,. Il piano caratteristico all’infinito ¢ luogo di 
punti singolari essenziali per ogni superficie intera trascendente. 


3. Nei riguardi delle superficie caratteristiche algebriche ricorderemo 
che Srvert nella dimostrazione del teorema sopracitato, che caratterizza le 
dette superficie come quelle che hanno soltanto punti algebroidi si giova del 
fatto che una tal superficie vien tagliata da un piano caratteristico in un 
numero limitato di punti. Orbene, vale un teorema, che qui ci limitiamo 
ad enunciare e che si dimostra con argomentazioni analoghe a quelle del 
n. 1, il quale prova come questo ultimo fatto, insieme a qualche ipotesi 
complementare, basti a caratterizzare le superficie algebriche. Precisamente : 

Se i punti singolari essenziali di una funzione G(w,z) uniforme e me- 
romorfa in tutto il restante spazio, costituiscono un insieme 3 che non tontiene 
un continuo a quattro dimensioni e in 3 non vi é alcun continuo formato da 
punti di accumulazione di xeri diG, allora si pud affermare che la superficie 
G=0 é algebrica non appena si sappia che é segata da ogni piano caratteristico 
in un numero limitato di punt. 

Basta anzi di sapere che esiste un punto P ed un intorno U (P) tale 
che G(w,z)==0 nei punti di U (P) dove G € meromorfa e che ogni piano 
caratteristico per P sega G = 0 in un numero limitato di punti\). 


(1) Il ragionamento esposto é dello stesso tipo di quello che si trova per un altro 
fine nel Cap. V (Satz 28) del citato trattato di BENHKE-THULLEN. 

(2) Vedi Srvert, |. c., p. 38. Che ogni superficie caratteristica con soli punti multipli 
algebroidi al finito sia una superficie intera € conseguenza di un classico teorema di Cousin. 


(3) Altre proprieta delle superficie intere, nonché la dimostrazione di questo teorema 
faranno oggetto di un prossimo lavoro. 


Ag h 


Matematica. —- Sur la Cinématique de la diffusion. Nota di 
G. Bouticanp, presentata“ dal Socio T. Levi-Crvira. 


1. Lorsqu’on envisage les principes de la Mécanique, entre |’option 
pour un déterminisme ultime soumettant encore les systemes les plus petits 
a des lois trés précises et l’option contraire laissant indéterminé le mou- 
vement de chaque particule élémentaire (la légalité ne s’imposant qu’a des 
assemblages par jeu de moyennes)®), il peut y avoir place a des concep- 
tions intermédiaires, 

Sans traiter de cette question dans toute son ampleur, je voudrais ex- 
poser ici les remarques découlant d’une comparaison géométrique dont je 
me suis deja servi“). Elle met en paralléle les représentations variées des 
phénomenes dynamiques et les caractéres de la correspondance entre un 
point d’une courbe et de la tangente en ce point (éléments que la dualité 
rapproche d’un couple de variables conjuguées dans les équations canoniques). 
Dans ce dernier probleme, divers cas peuveut se presenter. I] sera commode 
de ramener la correspondance a s’exercer entre un point de la courbe et 
un point d’une circonférence ot la tangente est paralléle a Ja tangente a la 
courbe. Au cas ow cette derni¢re n’est pas définie d’une maniére unique, 
je considérerai sous le nom de paratingente , toute position limite d’une 
droite portant une corde infiniment petite dont les deux extrémités tendent 
vers un point de la courbe. 


2. Dans le cas d’un arc convexe, ou la tangente, continument répartie, 
tourne d’un angle <7, la correspondance est biunivoque. A une suite d’arcs 
emboités avec point limite unique sur le profil convexe donné, repond une 
suite toute pareille sur la circonférence. Par un processus limite, on passe 
du cas des arcs au cas des points. C’est Pimage du determinisme ultime. 

Remplacons l’arc convexe par un arc sans point multiple tel qu’en 
chaque point, le paratingent contienne toute direction. A chaque point, va 
correspondre la totalite de la circonférence: c'est l'image de l’indétermination 
totale. 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 

(2) Cfr. T. Levi-Crvrra, Some mathematical uspects of the new Mechanics (« Bull. of 
the Amer. Math. Soc.», aotit 1933, p. 535 et sgg.). 

(3) G. Bouttcann, A propos de Vaxiomatique physique de M. Max Morand « Rev. gen. 
Sc.» (15 mars 1933, t. XLIV, p. 129). 

(4) G. Bouticanp, Introduction a la géom. inf. dir. Paris, 1932, ch. XI. 


L’incertitude s’atténuerait d’ailleurs par un retour au point de vue ma- 
croscopique. L’imprécision affectant alors la donnée de l’arc peut se traduire 
en admettant qu'il est astreint 4 se trouver dans la région du plan balayée 
par un disque de rayon pe, centré sur l’arc substitué pour approximation a 
celui qu’on cherche. C’est cette région R que couvrirait la pointe d’un crayon, 
tracant un trait d’épaisseur 20. De toutes les lignes idéales matérialisées de 
la sorte, lignes telles qu’aucun point fronti¢re de R n’en est jamais distant © 
de plus de g, nous prenons inconsciemment la plus courte comme approxi- 
mation, en quelque sorte, privilégi¢e, de l’arc cherche : celle-ci a une courbure 


; I : 
moindre que — ©). Cette attenuation de la courbure pour p croissant donne, 
¥ 


au point de vue macroscopique, une régularisation qui, dans notre probleme 
de correspondance, va en s’accentuant. 


3. Entre les cas précedents, on congoit des cas intermédiaires. L’inde- 
termination ne serait que partielle, dans le passage de la courbe & la cir- 
conférence, si nous partions d’un arc A paratingent incomplet en chaque 
point. Limitons-nous a la catégorie plus restreinte des lignes convexes pré- 
sentant des sommets; la demi-tangente postérieure (p. ex.) n’est donc pas 
répartie continiment. Notre correspondance posstde alors des proprictes 
remarquables, pouvant s’énoncer sous une forme qui s’applique aussi a la 
correspondance analogue entre une portion de surface convexe et sa repre- 
sentation sphérique “). Les proprictés ne s’en dégagent clairement qu’en con- 
sidérant wne correspondance entre ensembles. A chaque ensemble A de points 
de la surface correspond un ensemble + (A) de points de Ja representation 
sphérique tel que inclusion A< B implique + (A) < + (B)“; si la distance 
des ensembles A et B tend vers zero, il en est de méme de la distance de 
+(A) et de +(B); si A est un continu, B Pest aussi. Dans ce genre de 
correspondance, un ensemble forme d’un point unique peut donner naissance 
A un arc de cercle ou 2 une aire, section droite d’un demi-cone convexe: 
autrement dit, image d’un point peut ¢tre diffusée per la representation. 
Celle-ci dérive d’ailleurs, par un passage a la limite, de correspondances 
ponctuelles de Ja méme famille, qui sont continues et. biunivoques. 


4. En cinématique, apparait facilement un prolongement possible de 
ces considérations. Considérons la transformation qui permet de représenter 
le changement de configuration du milieu entre un instant initial et un 


(1) Nous faisons intervenir ici la plus courte distance d’un point a un ensemble, 
consistant en une de nos lignes. 
(2) A. Errera, Un probléme de géométrie infinitésimale « Mém. Ac. Roy. Sc. Belgique », 
XII, 1932, pp. 1-45. 
(3) G. BouLicanp, Géom. inf. dir., ch. XIV, p. 143 et sgg. 
(4) Ces inclusions peuvent n’étre réalisées qu’au sens large. 


i 
i 
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instant final. On se borne, en Mécanique des fluides, au cas ot: l’instrument 
de ce changement est une transformation biunivoque et continue de point 
4 point. On peut alors remarquer, avec M. J. Hadamard, que le milieu étudié 
ne peut se diffuser en lui méme. 

Si la diffusion est possible, la cinématique la plus simple qui se preé- 
sente sera celle ot Pon érige en hypotheses les propriétés des ensembles corres- 
pondants lorsqu’on passe d’ une surface convexe a sa représentation sphérique. 
Au lieu de suivre individucllement les points, on est donc ici obligé de 
recourir aux ensembles: lorsqu’on cherche 4 revenir aux points, se présen- 
tent des effets d’incertitude (ou de diffusion) du genre rencontré dans notre 
etude géometrique “. 

Toutefois en se limitant 4 ]a géneralisation de cet exemple, on restreint 
d@une maniére assez étroite Vexercice de la diffusion: et les mouvements 
obtenus sont toujours limites de mouvements considerés dans la cinematique 
classique des fluides. Mais il est clair qu’a la faveur de la comparaison pré- 
cédente, on peut espérer atteindre d’autres processus de diffusion. Quelle 
qu’en soit la nature, le probleme se posera toujours, étant donne un certain 
ensemble A a l’instant initial, de connaitre l’ensemble t (A) qui lui correspond 
a Vinstant final. 

Si lon envisage un ensemble A composé d’un point unique, l’ensemble 
< (A) sera formé des points communs aux images t, (A) des spheres dé- 
crites de A avec les rayons ¢, (ol e, décroit et tend vers zero). La limite 
+ (A) ainsi obtenue donnera la diffusion qui s'est accomplie au point consideéré, 
depuis instant initial jusqu’d Vinstant final. A ce point de vue, de chaque 
point nait donc sans cesse une collection de points. 

On pourrait présenter des remarques analogues au sujet des vitesses. 
Si Pon veut concevoir le champ des vitesses 4 un instant donné, il faudra 
se représenter, eh un point géometrique, non une vitesse unique, mais un 
collectif de vitesses. La théorie cinétique classique envisage ce collectif 
comme complet. Elle tempére seulement cette indétermination par |’intro- 
duction des probabilites. 


Matematica. — Le condizioni di Saint Venant per le deformaxioni di 
una varieta riemanniana generica. Nota di C. AGOSTINELLI, presentata dal 
Socio T. Levi-Civita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(t) Pour les points de contact le principe d’ Heisenberg et la théorie classique de la 
diffusion, voir: R. Furtu, Ueber einige Bezichungen zwischen Klassischer Statistik und Quan- 
tenmechanik (« Zeitschrift fiir Physik», t. 81, 1933, p. 143-162), 


= 494. > 


Meccanica. — Sur les trajectoires du probleme des trois corps 
et de la relativite. Nota di M. Kivexiovitcu, presentata “ dal 
Socio T. Levi—Crvita. 


Considerons le mouvement d’un point matériel de coordonnées x; et 
de vitesses p; régi par les equations: 


d? x; 


(1) ae = Axi + Bp. 


Les A et B sont des fonctions symétriques des x; et pi, invariables par la 
pérmutation circulaire des indices 7. 

On voit de suite que le mouvement doit ¢tre plan: 7=1,2, car 
autrement, pour i= 1,2, 3, le systeme (1) représentera 3 équations linéaires 
a deux inconnues: A et B; il faut alors que le déterminant fonctionnel 
a2 i dx: 


awe eras 


entre les trois fonctions: 


=0 c.-a.-d., qu'il existe une relation 4 coeficients constants 


dine Ox 
ge eae 

Pour étudier le systeme (1) supposons que les x; se trouvent dans un 
domaine D qui ne contient pas les points singuliers du systeme (I). On 
peut donc intégrer le systeme de proche en proche au voisinage des données 
initiales P. (x;,p;) pour t= 0. Les x; et p: d’un point P seront développées 


et x;, le mouvement est plan c. q. f. d. 


en séries de puissances entiéres et croissantes de ¢, dont les coefhicients 
seront des fonctions des x; et p?. On trouve facilement; par suite de la 


symétrie des equations, que ces développements seront de la forme: 

| Xi = 6X 4- BP, 
(ID) re ee 
pi = ax, +> 6 D; 


Les a ,B et leurs dérivées «’ et B’ sont des séries entiéres et croissantes de 1, 
dont les coefhcientes sont des fonctions syméetriques en x, , p;, invariables 
par la permutation circulaire des indices 7. 


ik 3 
a=! +Ao— + (A, + A.B.) 4+. 
— ie 


1 ie ; ee 
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(1) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 


> alae 
Ao, Bo et leurs dérivees A) B’--- sont les valeurs de A,B,A’,B’--- au 
. ele, = te) fe) 
point initial x, ,p,. 
Cherchons la condition pour que le point P passe au temps ¢ = /, au 
point P,, c.—a-d. pour que la trajectoire admette au point P, un point 
double. Pour cela il faut que 


oO 


xo a(t) -+B(h)p? ou [a(h)—1]x°+ BCL) ph =o 


c.—i-d. on a deux equations homogénes a deux inconnues: «—1 et B; 
si elles ne sont toutes les deux nulles a Ja fois, il faut que le déterminant 
hee.0 ° oe 
|X; > P; || =0 c—a-d. que le mouvement est rectiligne. 

Si « (t:) —I = 6 (t,) =0, on peut éliminer entre ces deux équations 
t; et on aura une relation entre les variables initiales: x; , p>. Les premiers 


termes de cette relation seront 


3 Ao B, As. 4 eBay ake 
I at 2 0 o} **o 
Set a (hee Ba (A A,B, 


il faut en outre que f, soit reel. 

On peut donc enoncer le theoreme suivant: 

I. Les trajectoires du systéme (1) pour des conditions initiales quelconque 
wadmettent pas, en général, des points doubles, exception faite des trajectoires aont 
les coefficients A et B vérifient a Pinstant initial une rélation de la forme (Il). 

On aura un théoreme analogue pour les vitesses pi: 

II. Les trajectoires du systéme (1) n’admettent pas, en général, deux vitesses 
égales, sauf pour un certain nombre des systémes qui vérifient une relation analogue 
a la relation (III). 

Il est bien entendu que dans tous ces raisonnements nous avons fait 
exception des orbites periodiques. 

Un exemple particulier présentent les syst¢mes pour lesquels: 


(2h) Via MES A SS ee awk oe 
Le systeme admet une integrale des aires: 


Xr P2— Xa pr = XP; —¥, 2 


ees 1 
L dt aa’ eae 


ou en coordonnées polaires 


et une intégrale des forces vives: 
Fe ye | ees 
PoFO=R-FG) FO-F@) =F] foe. 


® 


Cherchons la condition pour que le point P, soit un point double c.-a~d. 
Bi fe), ee ee eet 


on trouve de suite que 


© (ar), =(a), 


d’apres Vintégrale des aires et 


(2) pb, =, 


I 


d’aprés lintégrale des forces vives d’ot 


° = 
L’équation (3) admet deux solutions 

(4) (=) = (a). mouvement pcriodique 

(5) (=) + (3) o la condition d’un point double. 


c.—a-d. la perpendiculaire 4 OP, en P, est bissectrice de l’angle formé par 
les deux tangentes aux deux branches de la courbe. C’est le cas p. e. d’un 
point attiré par un centre en raison inverse de la troisi¢me puissance de la 
distance. 

On voit de suite que toutes ces trajectoires n’admettent pas de points 
triples. 

Comme cas particulier d’un systéme (I) avec B==0, considerons les 
formules de Schwarzschild pour la relativité. En coordonnées cartesiennes 
on aura ©) 
aX; w DF ee 2ape o ee ‘ 2 pr 


|p ee ee ee 
dt2 v3 V2 r V2 Ve ie 2p os) Iv =r ( ) 


dr . 2 
(r Phage p= pas pip etiaV ides constants}. 


Ce systeme admet deux intégrales: 


r 


(6) xy p2 Ses px = ae (Vv = *t) 


(1) Voir J. Cuazy, La théorie de la relativité et la Mecanique Celeste. T. 1, p. 97 et suiv. 
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correspondante a lintégrale des aires et 


2 2\? 
, V—— 
(7) ee Ys Uner 


correspondante 4 l’intégrale des forces vives (A et C-— des constantes). 
Si l’on calcule ces deux intégrales au pointe double P, pour les deux 
instants tf = t, et tf = 0, on trouve 


, - Ee Ae RY AO 2 d0 bs son {49 
(es p2 Xo Dia =x, DP, x, p. ou ie eo == MG ea 


2 : dO dQ : : ee, 
et comme r, =r, on a (7) ive oe. de méme pour l’autre intégrale: 
Ql 0 


ty a 


(8) gh lh occa 


I 


2 


et en utilisant la formule (7) on trouve: r’’? —r. 


; = 0 ce qui nous donne 
x I 
deux solutions: 


, 
ie) 


(2) r, =r) mouvement périodique 


oO 


et 


(b) r +r, =0 une condition necessaire pour l’existence d’un point double. 
“at 


On voit également que les trajectoires n’admettent pas des points triples. 
Hy {A= sors F a ’ Soy SPE | / oe Ee. jee) . 
¢ Pighe 0 toler 1, 0 dol fr, = r.— mouvement périodique). 


2 


On aura un resultat analogue pour les equations approchées de de Sitter 
pour lesquelles 


u Agape _ 4ur 
A = 2 Z V2r oe V2 es V2 2 


ainsi que pour un certain nombre des formules correctives de la loi de Newton 
comme celles de Weber, Rietz, Riemann et autres. 

On trouvera des relations interessantes en appliquant le théoreme II. 4 
ces systtmes differentiels. 


Passons maintenant au cas plus général de deux points P et P’ des 
I , : / oy Eee ' . 
coordonnées x; et x’, et des vitesses p; et p, (1 = 1, 2, 3) dont les equations 


du mouvement seront de la forme: 
d? x; 


a = Aras + Bi pi + Ci x, + Ds 


d? x’, 
rT = A, Xi — B, pi ae on a + Dg p; 


(IV) (= 1,2, 3): 


= AOS ters 
Les A,B,C et D sont des fonctions symétriques en x;, x’, , pi et p’, invariables 
par la pérmutation circulaire des indices 7. 

Choisissons comme domaine d’intégration un domaine D qui ne con- 
tient pas les points singuliers du systeme (IV). On peut intégrer le systeme 
de proche en proche au voisinage des valeurs initiales: x°, p;, x.”, p” pour t=o. 

Les variables x:, pi, x, et p, seront developpables suivant les puissances 
entiéres et croissantes de 1; les cocfhicients de ces developpements seront 


des fonctions des variables initiales. 
On trouve, par suite de la symétrie des équations, que ces dévelop- 
pements seront de la forme: 
) to) 10 10 
Xs == Or X, + Br p, + yr x, +9; 
To 0 Leer , 10 
(Vv) pisax, +B p+, %; + 8; (i ) 
/ / (RENE PD HN) 
, 10 ' ee) 
x = Oy x; + Bap; + Y2x, + 82 p? 
, , fe) / fe) , £0 , 70 
p, =«,%,+ BP; +¥,%, +32; 


Les a,B,y,86 et leurs dérivees sont des fonctions developpées suivant les 
puissances entiéres et croissantes de t, les coéfficientes de ces développements 
sont des fonctions symétriques en x,,p,, x”, p,, invariables par la permu- 

Mf q i? P; Ce i) P; ) P P 
tation circulaire des indices i. Les premiers termes de ces developpements 
seront: 


aye t? 
od Dept ass roe mca MRS News Line) pee a 


ee (ee : Sees RSIS 
re : ; GES ; 
ARN eae : eee oi pet 
Se : 2 age ; 
fi = Ta Cancels “Gagne ee ee eee 
ie sie Oe) 


Les A°, Be, Ce et De sont les valeurs de A,B,C et B pour les variables 
initiales. 

On peut utiliser les developpements (V) pour étudier certaines pro- 
prictés des trajectoires. Cherchons p. e. la condition pour que la trajectoire 
du point P passe deux :ois par le point P, c.—a.-d. les x; = axes pour =sr0 
et 4 = 1, les autres variables p;,x:,p, sont quelconques pour t= ?,. On 
trouve 

8; = Os () x; + Br (4) P+ Ys (a) xP + 8: (tH) PP GE =1,2,3) 


ou 


(VT) [as (4) = 1) 4} + Be (HYPE + Ye Ch) af + 3 (4) P= 0. 


aS 
Pour que le mobile P passe trois fois au point P, aux instants: 


t,,t, et t= 0 on aura deux systémes de relations de la forme (VI): un 
systtme des équations (VI) et un autre: 


(VI) [as Ga) — 1] x; + Bs (he) PP + yn (ta) xP +8: (te) PP =O (i= 1,2, 3). 


Si entre ces deux systémes (VI) et (VI’) on élimine p. e. p? on 
trouvera : 


(VID) h, x? +h, Pe th, xP =o. 


Un systeme des équations homogénes a 3 inconnues: /;,/), et /,. Il faut 
done que le determinant 


c.-a.-d. que les trois vecteurs (x?) ,(p;), (x?) se trouvent dans le méme 
plan. De méme en éliminant entre (VI) et (VI’) x’, on voit que (p’”) se 
trouve aussi dans le méme plan. Le mouvement est donc plan pour t = 0, 
on en déduit facilement qu’il restera plan pour ? quelconque, ce qui est 
contraire a notre supposition. 

Un cas d’exception se présente pour ), = b, = hb, = 0 c.-a.-d.: 


emt Ah) ee, 
a) Bh) yah) 8s) 


Si entre ces trois ¢quations on élimine ?, et t, , on aura une relation 
entre les variables initiales: x?, p>, x, et pi’, c’est la condition pour que la 
trajectoire gauche de P admette un point triple. On peut donc énoncer le 
théoreme suivant: 

I. Le systéme differentiel (IV) admet, en géneral, pour chaque point 
P (su P’) des trajectoires gauches qui peuvent passer au plus deux fois par un 
méme point de espace, les conditions initiales étant quelconques (dans le cas 
du plan trois fois), sauf pour des trajecloires excéptionnelles définies par wne 
certaine rélation entre les variables initiales. 

On aura un théoréme analogue pour les vitesses : 

II. Les trajectoires gauches du point P (ou P’) admettent, en général, au 
plus deux points ayant la méme vitesse (trois dans le cas du plan) pour des 
conditions initiales quelconques, sauf pour un ensemble des trajectoires exception- 
nelles définies par une certaine relation entre les variables initiales. 

Dans tous ces raisonnements nous avons exclu les orbites periodiques. 

Le cas newtonien des trois corps appartient au type (IV). Rapportons 
les mouvements des deux corps P et P’ au troisi¢me corps P.. On aura 


un systeme differentiel : 


d? x; o - ey Pgs p 
7 = =i) te ieae gat ghee ere 
ol 02 12 (E21 eQeaayn 
d? x Cn ee 
5 , es ~ , 
a3 = my ee: | fee aaa POUD le corps P 
02 12 12 


Les seules points singuliers sont, d’aprés les recherches de Painlevé 
et Sundman, les chocs doubles et triples. On élimine les chocs triples en 
supposant que la constante des aires est différente de zero; on élimine les 
chocs binaires en supposant que les deux conditions entre les variables 
initiales necessaires pour un choc binaire‘) ne sont pas vérifi¢es. On aura 
donc un syst¢me analogue au systéme differentiel (IV) et on peut appliquer 
les théoremes (I) et CII). 

Un cas intermédiare avec un nombre impair des variables présente le 
probleme d’un corps attiré par deux centres fixes suivant la loi de Newton. 
Prenons comme origine le centre fixe O, les coordonnees de lautre centre 
fixe seront: a; et ceux du point mobile P: x; ,p:. Le systeme differentiel du 
mouvement de P sera: 


pa Boe 
: ee Sy AG ay=—(S 4B )uts i = Faeaee 


dt? 73 "3 3 3 


Si lon élimine les chocs binaires on peut développer les x; et pi en 
séries entiéres et croissantes de ft, les coefficients de ces développements 
seront des fonctions des variables initiales x}, p? (pour t = 0). et des a:. 
Par suite de la symétrie des équations ces developpements seront de la 
forme: 

Kiig Bond fe} fo} : 
Ki = Ox. + BP. YA: 
oO fe) 
pisox + Bp, + 7 a 
les fonctions «,8,y sont analogues aux fonctions: «,,8,--+ des for- 
mules (V). 


Pour que le point P passe deux fois au point P,, il faut par analogie 
avec le systetme (VI) que l’on ait 


(a, —1)x, + Br p, + yr ai =O (i= 15:2.5:3) pour Giaawe 


trois équations homogénes 4 3 inconnues: «#;—1,§; et y; il faut donc 
que le determinant: 
fe) fo) 
Il *;5P; ,a:|| = 0 


(1) Voir notre travail: Sur les points singuliers du probléme des trois corps (« Bull. 
Astr.», to. VII, fase. II], pp. 75-127, 1932). 


—— 


ve ee 


c.—a-d. que le mouvement est plan; le plan de la trajectoire contient la 
droite des deux centres fixes. Une exception est possible lorsque «, —1 = 


= 6, = y: = 0. Si Pon élimine ¢, entre ces trois équations, on aura deux 
rélations entre les variables initiales. 

Le point mobile P passe donc en général, pour les variables initiales quel- 
conques, une seule fois par un point quelconque de l’espace (deux fois dans le 
cas du plan), sauf pour des trajectoires exceptionnelles pour lesquelles les variables 
initiales vérifient deux rélations spéciales. (Exception faite pour les orbites pé- 
riodiques. | 

On aura un théoreme analogue pour les vitesses. 

On peut géneraliser les théorémes (I) et (Il) pour les mouvements 
des n corps matériels, si l’on réussit 4 determiner un domaine D qui ne 
contient pas des points singuliers du systéme differentiel. Dans ce cas les 
trajectoires gauches passent, en général, pour les conditions initiales quel- 
conques, au plus 27 — 2 fois par un point de l’espace (2 »——.1 fois dans 
le cas du plan) sauf des trajectoires exceptionnelles définies par une certaine 
rélation determinées entre les variables initiales. De méme un théoréme 
analogue pour les vitesses. 

Ces théorémes sont applicables au cas newtonien des ” + I corps ainsi 
qu’au probleme des m + 1 corps dans la rélativité “). 


_ Meccanica. — Derivaxione rispetto ad un punto e coefficiente di dilata- 
xione lineare. Nota di Maria Pastort, pres. dal Corrisp. U. Cisorrt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Astronomia. — Orbita parabolica dello sciame meteorico del 9 ottobre 1933. 
Nota di L. Graranetta, pres. dal Socio G. ARMELLINI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) Cuazy, idem, to. II, pp. 175-182. 
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Fisica. — Comportamento delle valvole raddrizzatrict in un cir- 
cuilo comprendente delle capacita, e conseguenze sul funzionamento dt 
alcuni apparecchi per raggi X. Nota di N. Mortara, presentata ‘” 
dal Socio O. M. Corsino. | 


Nello studio del funzionamento di un apparecchio a valvole, per la 
produzione di correnti continue e costanti ad alta tensione ©), era stata no- 
tata una differenza di comportamento tra le valvole che hanno I’anodo col- 
legato al trasformatore e quelle che hanno il catodo collegato al trasforma- 
tore stesso, Precisamente si era riscontrato che, a parita di altre condizioni, 
la differenza di potenziale utilizzabile risultava maggiore quando la valvola 
aveva il filamento collegato al trasformatore. Per chiarire tale anomalia, sono 
state eseguite le seguenti esperienze. 

Da principio, per semplificare le condizioni in cui si studiava il feno- 
meno, servendosi di un trasformatore, collegato alla rete monofase, si ¢ 
alimentata una ampolla per raggi X attraverso una valvola, il cui filamento 
era riscaldato con accumulatori convenientemente isolati. Avendo disposto le 
cose in modo che la valvola potesse essere facilmente invertita, si ¢ con- 
statato che lemissione di raggi X era pil intensa nel caso in cui il fila- 
mento era unito al trasformatore; anche il milliamperometro indicava, in 
queste condizioni, una maggiore erogazione di corrente. 

Una ulteriore semplificazione delle condizioni sperimentali si é fatta 
sostituendo all’ampolla per raggi X uno spinterometro a punte: se si regola- 
vano le cose in modo che, quando il filamento era collegato al trasformatore, 
la scintilla scoccasse con una differenza di potenziale, ai poli del trasformatore, 
di 60.000 Volt, occorreva aumentare tale differenza di potenziale fino a 
70.000 Volt perché la scintilla scoccasse, quando si invertiva la valvola. 
E stato verificato che I’ inversione dello spinterometro non produceva nessun 
effetto. 

Studiando l’andamento del potenziale nelle singole parti del circuito, 
si € ritenuto che la causa del fenonieno accennato potesse attribuirsi alla 
distribuzione delle capacita nel circuito stesso. Per poter fare la ricerca con 
maggiore semplicita, si € ripetuta lesperienza a basse tensioni, servendosi 
sia di un trasformatore locale, sia direttamente della linea stradale. Lo schema 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 


(2) Mortara, Ricerche sperimentali su un generatore di correnti continue e costanti. 
«Rend. Lincei», maggio 1933. 


\ 


della disposizione sperimentale & rappresentato nella figura: il trasformatore 
ha uno degli estremi a terra; l’altro, attraverso un diodo (80), fa capo ad 
un voltmetro elettrostatico V, collegato dall’altra parte con la terra. Tra i ser- 
rafili della valvola e tra quelli del voltmetro sono inserite due Capacita varia- 


bili GoeG: 
i 
ees 


Cominciamo co] determinare i valori del potenziale in A e in B quando 
Ja lampada € spenta, ossia quando la sola corrente che puo percorrere il 
circuito € la alternata, Ja quale trova la sua strada attraverso le capacita C, 
e C. Supposto che nel punto A il potenziale sia 


Vi,=Esenat, 


la differenza di potenziale fra A e B risulta: 


gi ee 6 


Va—Vs= Va wiC7 Gai: ag Eger Wie 
Il potenziale in B é percio: 
¢ Cy 
(1) Va= Vili eee) = ce Een. 


Se ora accendiamo la lampada, in B arriveranno, attraverso ad essa, 
degli impulsi unidirezionali, cosicché il potenziale V7, , in questo punto, risul- 


tera, in definitiva, dalla parte alternativa data dalla (1) e da una parte co- 
stante, che chiameremo Vo: 


Vi = Vif Vo. 


Gli impulsi, che determinano il valore V., cessano, e quindi V, rimane co- 
stante, quando la differenza di potenziale Va— Vj, conserva per tutto il 
periodo il segno che vieta alla valvola di lasciar passare corrente. Questa 
differenza di potenziale ¢, per quanto si ¢ detto: 


& 


Va — V, = Va— Va— Vo = CSG ee ae 


C 
CEC ae 


E, perché essa non debba cambiare di segno, Vo deve raggiungere il valore 
massimo del primo termine; ossia deve essere: 


C 
cere ge A 
Quindi: 
ENTS 7 Spier ae 
ied eminence cHierercsrmmenere elu 


Il valore efficace V;, che noi leggiamo sul voltmetro, & dunque tale che 


od G5: hee : 
Vireo | 
e, ponendo C/C; = y, 


2 E’ I 1/2 + y¥? 5 1/2 + ¥? 
V = S| — 2 ay eles Ve | 5 = ae aS 
eae 4 (cea, *a +7) me 


essendo E la rorza elettromotrice massima data: dal generatore, ed Eeg, la 
efficace. | 

Si vede che, al variare del rapporto y, la differenza di potenziale misu- 
rata pud subire notevoli variazioni: cosi, per y molto grande (C > C,), si ha: 


2 
Vi ='2 Ew’; ovvero, -Vy== 1.41 Eg; 
mentre il valore minimo di V,, corrispondente al valore y = 1/2, e dato da: 
2 2 
V; — 213 Eee} ovvero. V; = 0.81 E.g; 


infine, per y piccolissimo, si ha: 


V; Er: 


Per la interpretazione delle esperienze di cui si é parlato al principio 


della presente Nota, occorre esaminare, per un dato valore di y, |’ influenza 
che ha su V‘, una piccola variazione di C. Basta per questo calcolare la 


; ce eo coe 
derivata di ~~ rispetto a y. Questa é: 
pee Os: 
Vee 
(1 + Y)3 


Appare quindi evidente che: 
se y>>1/2, il potenziale V'‘, cresce al crescere di C; 
sey =. 1/25, :ilspotenziale, V_. decresce al. -crescere \di..C: 

Nelle esperienze cui si ¢ accennato, la capacita C é quella, verso terra, 
del tratto di conduttore dalla placca della valvola all’utilizzatore; essa é, in 
generale (come nel caso dello spinterometro), piccola rispetto alla capacita C, 
tra filamento e placca della valvola. In tale caso, y ¢ minore di 1/23; percio 
un piccolo aumento di C, quale é quello che si ha per la inversione della 
valvola (in quanto si trasporta sul tratto considerato il sistema riscaldatore 
del filamento del diodo), porta per conseguenza che il potenziale misurato 
in B risulta ridotto; come l’esperienza aveva indicato. 


Chimica. — Sull’ azione ossidante del biossido di selenio™. 
Nota di Lypra Mont, presentata® dal Corrisp. G. BARGELLINI. 


Diversi sperimentatori hanno recentemente iniziato una serie di ricerche 
intorno all’azione del biossido di selenio sulle sostanze organiche. Dagli studi 
fin qui eseguiti risulta che qualche volta il selenio reagisce in modo da for- 
mare composti selenio-organici G) ma generalmente agisce come ossidante, 
riducendosi a selenio elementare. Cosi, con gli idrocarburi non saturi rea- 
gisce formando composti carbonilici 


R — CH = CH, > R — CO — CHO 
CH = CH — CHO — CHO. 

Pit notevole é il modo di reagire del biossido di selenio sui composti 
che contengono un gruppo.— CH, oppure cH. i cui atomi di idrogeno 
siano resi mobili dalla vicinanza di un gruppo carbonilico. In queste reazioni 

(1) Lavoro eseguito nell’Istituto Chimico della R. Universita di Roma. 

(2) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 


(3) Stamm e Gossrau, «Ber.», 66, 1558 (1933). 
(4) Ritey e FRIEND, «Soc. », 2343 (1932). 
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il gruppo cH. viene senz’altro ossidato a gruppo CO. Cosi molte al- 


deidi e molti chetoni hanno potuto essere trasformati in «-cheto-aldeidi e 
in «-dichetoni “) secondo lo schema 


— CH, — CO 
| . +SeO,= — |. .+:H,0-+ Se. 
— CO — CO 
Anche un doppio legame vicino al gruppo CH, puo agire come atti- 
vante sugli atomi di idrogeno di questo aggruppamento, in modo che per 
azione del biossido di selenio viene trasformato in gruppo co. L’«-pinene 


per es. viene facilmente trasformato in verbenone ) 


CH, CH, 
ne (C = (Clal He =C CH 
a 7 
ER cae PK 
SS 
h,| “CH. al 
HEC CH=CH OC CH ==. CH, 


Ricordando le analogie strutturali fra i gruppi Qiss Gan Ge e 


—CH=C— CH. e il gruppo — N= nee CH nel quale, Berks: sate 
| 


con altri see gli atomi di idrogeno del pnd — CH, mostrano una par- 
| 
ticolare facolta di reazione, ho voluto estendere le ricerche sull’azione ossi- 


dante del biossido di selenio anche ai composti organici azotati ad anello etero- 
ciclico contenenti nella loro molecola il gruppo — N = C —CH,. 


Ho trovato ottimo materiale di studio nella #-chinaldina, la quale rea- 
gisce facilmente col biossido di selenio trasformandosi in a—chinolin—aldeide 


Was TOES 
Se 
wa 


Ho potuto cosi studiare e caratterizzare meglio questa aldeide della quale 
ben poche notizie si ritrovano nella letteratura. 


(1) Rivey, Mortey e Frienp, «Soc.», 1875 (1932) e MULLER, «Ber.», 66, 1668 (1933), 
(2) ScHwENK e BorGwarprT, «Ber.», 65, 1601 (1932). 


aks 


Ho in corso altre ricerche con altri composti eterociclici azotati con- 


tenenti un gruppo — CH, in posizione « e anche con quelli contenenti lo 
stesso gruppo in posizione y all’ azoto. 


PARTE SPERIMENTALE. 


Ossidazione dell’x—chinaldina con biossido di selenio. 


A gr. 2 di chinaldina (Kahlbaum) disciolti in cc. 15 di xilolo si addizio- 
nano gr. 1.45 di SeO, finemente polverizzato. Basta far iniziare la reazione 
alla temperatura del bagnomaria perché essa poi continui e si completi anche 
a temperatura ambiente. Dopo 48 ore si filtra raccogliendo il selenio che si 
€ separato. Ill filtrato si diluisce con acqua e si distilla in corrente di vapore 
che trascina lo xilolo e l’«-chinolinaldeide formatasi. Si estrae il distillato 
con etere e la soluzione eterea colorata in giallo viene dibattuta con una solu- 
zione concentrata di bisolfito sodico, Si separa cosi il composto bisolfitico 
bianco cristallino. In media partendo da gr. 2 di chinaldina si separa gr. 1.5 
di composto bisolfitico e altro ne rimane disciolto nel liquido. 

L’ossidazione della chinaldina avviene analogamente anche usando come 
solvente l’alcool invece dello xilolo. ; 

Il composto bisolfitico & facilmente solubile nell’acqua. Alcalinizzando la 
soluzione acquosa del composto bisolfitico con carbonato sodico, e poi estra- 


~ endo con etere si ottiene l’aldeide libera che, fatta cristallizzare da etere di 


petrolio, si separa in magnifici ciufh di cristallini gialli che fondono a 71- 
72° come fu indicato da Miller e Spady) e da Kaufmann e Vallette @, Trat- 
tando la soluzione acquosa del composto bisolfitico, acidificata con acido ace- 
tico, con fenilidrazina precipita il fenilidrazone sotto forma di minuti cristallini 
di color rosso aranciato che per riscaldamento diventano gialli e fondono de- 
componendosi a 198-199° d’accordo con quanto fu indicato da Miller e Spady. 

Trattando la soluzione acquosa del composto bisolfitico con soluzione di 
cloridrato di idrossilammina, in presenza di carbonato sodico, si deposita 1’os- 
sima sotto forma di polvere cristallina bianca che ricristallizzata da alcool e 
acqua fonde a 182-184 come era stato riportato anche da Hammick %), 

La soluzione del composto bisolfitico trattata alla temperatura del bagno- 
maria con una soluzione di cloridrato di senicarbazide, in presenza di ace- 
tato potassico, lascia separare un semicarbazone di color bianco giallastro che 
da alcool metilico acquoso cristallizza in aghetti bianchi avorio fusibili a 221- 
222°. Su questo semicarbazone seccato in stufa a 100° fino a peso costante 


fu determinato |’azoto 
trovato N °, 16.20 


Pere, N, ~~ calcolato 16.16. 


(1) MILLER e Spapy, «Ber. », 18, 3404. 
(2) KAUFMANN e WALLETTE, «Ber.», 46, §7. 
(3) HamMicx, «Soc. », 1302 (1926). 
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Chimica. — Siruttwra fibrosa in reticoli ionici. Nota di G. R. Levi e 
M. Taset, pres. dal Socio N. ParRavano. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — La strultura dei fili di cloruro d’argento lavorati a freddo 
e la ricristallizzazione di essi. Nota di V. Cactiorti, pres. dal Socio N. Par- 
RAVANO. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Biologia (Genetica). — I! problema della distinzione dei sesst 
nei bachi da seta. Proposta di applicazione dell eredita legata al sesso. 
Nota di C. Jucct, presentata® dal Socio F. Bortrazzi. 


Dei 40-50 milioni di Kg. di bozzoli che l’Italia ogni anno produce, la 
massima parte, circa i nove decimi, € rappresentata da prodotti di incrocio 
delle razze gialle indigene con le razze cinesi, oro e bianca. Con questo in- 
crocio si cerca di riunire, nella migliore combinazione possibile, la robustezza 
delle razze orientali con la produttivita superiore, per quantita e qualita di 
secrezione serica, delle razze europee. 

Siccome nelle successive generazioni avverrebbe la scissione mende- 
liana dei caratteri dando un prodotto commercialmente svalutatissimo, perche 
troppo eterogeneo, bisogna ogni anno ripetere l’incrocio. E questo uno de 
compiti essenziali dell’industria semaia, e continuera ad esserlo per molto 
tempo ancora, se pure approderanno a completo successo i tentativi diretti 
a diffondere nella pratica degli allevamenti nuove razze « stabilizzate ». Na- 
turalmente la confezione industriale del seme di incrocio rende necessaria 
la separazione dei sessi prima dello sfarfallamento: € una operazione labo- 
riosa, dispendiosa e difficilmente perfetta. II metodo piu sicuro ¢ quello degli 
isolatori, casellari ove si racchiudono i bozzoli uno per uno, per impedire 
gli accoppiamenti tra le farfalle della stessa razza. Ma richiede molto tempo, 
spazio e lavoro, per essere comodamente applicabile in uno dei grandi sta- 
bilimenti che confezionano molte decine di migliaia di once di seme. E piu 
conveniente il sistema dei ginecrini, che si basa sulla differenza di peso tra il 
bozzolo contenente una crisalide femmina e il bozzolo contenente un maschio. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Zoologia e Anatomia Comparata della R. Univer- 
sita di Modena. 


(2) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 


Ma per quanto questa sorta di bilance multiple siano state ingegnosamente 
perfezionate per raggiungere le migliori condizioni di precisione e di rapi- 
dita, la separazione che esse effettuano ¢ necessariamente imperfetta: giacché 
se le crisalidi femmine pesano in media pili dei maschi, perd le due curve 
di variabilita si sovrappongono parzialmente, si che bisogna lasciar da parte 
un grosso gruppo di «incerti » o esporsi ad errori di « ginecrinatura » che 
possono superare in cifra il 20°/,; errori dei quali anche la pit accurata 
sorveglianza delle « arpe » di sfarfallamento non riesce ad eliminare le con- 
seguenze. 

Si € tentato percid di giungere allo scopo della selezione dei sessi per 
altra via che non fosse quella del peso dei bozzoli. Ma né l’esame alla luce di 
Wood (Lombardi, 1928), ne la radioscopia (Levrat, 1896; Beer, 1930) sono 
risultati utili allo scopo. Utile per esperienze di laboratorio, ma naturalmente 
non applicabile in pratica, @ la distinzione, in base a caratteri morfologici, 
delle crisalidi maschili dalle femminili, secondo le osservazioni della Foa. 

Applicabile invece ¢ la distinzione dei bachi di 5* eta in base ai « punti 
di Ishiwata » (1903), due coppie di piccoli dischi sulla faccia ventrale del- 
’8° e 9° segmento addominale, presenti solo nella femmina (descritti gia sin 
dal 1896 dal Verson come « gli orifici d’ accesso che metton capo ai 4 dischi 
sessuali dell’immagine »). Acqua ha cercato di diffondere nella pratica questa 
« ginecrinatura ottica » rendendola pit agevole e rapida col suo « ginandro- 
scopio ». Ma le condizioni attuali dell’ industria bacologica, non permettono 
di pensare a complicazioni costose. Lo stesso prof. Acqua sta oggi cercando di 
risolvere il problema della separazione dei sessi per altra via, allo stadio di 
uova, basandosi sulle differenze di tipo metabolico (e quindi di potenziale 
di ossidazione—riduzione ?) tra le uova dei due sessi. 

Certo la selezione dei sessi allo stato di uova rappresenterebbe la so- 
luzione ideale del problema, con vantaggio pratico enorme. Ma non mi pare 
probabile che queste ricerche — tutt’ora in corso e che accennano gia a dare 
risultati positivi e che presentano in ogni modo grande interesse fisiolo- 
gico - potranno offrirci un metodo pratico, preciso e sicuro di separazione 
dei sessi. 

E probabile che le caratteristiche metaboliche delle uova dei due sessi 
oscillino attorno ai rispettivi valori medi secondo curve di variabilita par- 
zialmente sovrapponentisi, come avviene per la grandezza delle uova secondo 
gli studi della Foa (1925). 

A me pare, dopo una diligente considerazione del problema nei suoi 
aspetti teorici e pratici, che una soluzione soddisfacente, semplice e perfetta, 
potra essere offerta solo da una applicazione conveniente della eredita legata 
al sesso. 

E noto che, mentre generalmente quando si incrociano due forme gl’ibridi 
F, sono tutti simili tra loro nell’uno come nell’altro dei due incroci reci- 
proci, e nella F, i diversi tipi sono ripartiti ugualmente tra i due sessi, invece 


i caratteri legati al sesso, i fattori ereditari dei quali risiedono nel cromo- 
soma X, unico in un sesso e duplice nell’altro, presentano un comporta- 
mento molto diverso. Nei bachi da seta nei quali il sesso digametico é il 
femminile, ]a femmina riceve il suo cromosoma X dallo spermio e siccome 
il cromosoma Y che le deriva dalla madre non porta geni per il carattere 
legato al sesso, essa presentera il carattere paterno. Invece il maschio riceve 
un cromosoma X da ciascuno dei genitori e percio presentera il carattere 
dominante, provenga esso dal padre o dalla madre 
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Io studio da pit anni il comportamento ereditario e la natura fisiologica del 
carattere « pelle trasparente ». Questo carattere che dipende, pare, dalla de- 
ficienza nelle cellule dell’ ipoderma delle concrezioni cristalline uriche che 
danno alla pelle dei bachi normali l opacita caratteristica, si trasmette come 
un fattore mendeliano recessivo rispetto all’allelomorfo « pelle normale ». 
Non é legato ad altri caratteri della pelle come il « pelle gialla » (recessivo 
rispetto al normale «pelle bianca»), né al colore del sangue. Non é neanche 
legato al sesso nello stipite che io ho studiato derivandolo dal reincrocio di 
un ibrido F, Bianco giapponese & Oro chinese con una razza giapponese a 
pelle gialla. Ma in altri casi lo stesso carattere é legato al sesso, come in 
certe famiglie studiate da Tanaka. 

Or bene, questo carattere « pelle trasparente » legato al sesso pud for- 
nire un ottimo distintivo per il riconoscimento dei sessi nei bacolini ai primi 
stati larvali. Un maschio « trasparente » accoppiato ad una femmina « nor- 
male» dara femmine tutte «trasparenti» e maschi tutti normali (cris-cros) 
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I] riconoscimento gia possibile durante la prima eta diviene facile e si- 
curo nella seconda. Bisogna evitare di procedere alla separazione durante il 
sonno o subito dopo la muta, perché allora essendo il baco digiuno riesce 
piuttosto difficile apprezzare la « trasparenza della pelle ». 

Ma nel baco che mangia l’aspetto & cosi caratteristico da escludere qua- 
lunque possibilita di dubbio. Dorsalmente i due terzi anteriori del corpo sono 
di un bruno verdastro, evidentemente per trasparenza del tubo intestinale, 
pieno di foglia. E giallo il terzo posteriore del corpo e specialmente il segmento 
corrispondente all’ultimo paio di pseudo-zampe. Tutte le pseudo-zampe 
appaiono intensamente gialle; sulla linea mediana ventrale traspare il vaso 
pulsante. 

Ecco dunque che l’allevatore cui la Casa semaia abbia affidato un lotto 
da riproduzione (naturalmente per i bozzoli che la massa dei bachicultori pro- 
duce, destinata alla filanda, é affatto inutile una distinzione dei sessi) potrebbe 


con tutta facilita, grande rapidita e assoluta sicurezza, prima della matura- 
zione, alla quarta o alla quinta etd, separare i bachi trasparenti dai normali, 
cioé le femmine dai maschi, facendoli imboscare separatamente. 

Cosi lo Stabilimento avrebbe a sua disposizione per la produzione del 
seme-bachi da commercio, bozzoli gid « ginecrinati » e nel modo pit per- 
fetto (e il lotto dei bozzoli maschili potrebbe ridursi a meta o ad un terzo, 
adoperando poi i farfallini per due o tre accoppiamenti e realizzando cos! 
una fortissima economia). La Casa potrebbe anche passare tutti i bozzoli di 
un sesso alla scottatura, conservando solo quelli dell’altro quando non de- 
sideri i due incroci reciproci ma uno solo dei due (in pratica l’incrocio desi- 
derato ¢ il Q Oro % Giallo e non il Q Giallo < Oro). Ma per la con- 
fezione del seme da riproduzione, del seme cioé che la Casa affidera nell’anno 
venturo agli allevatori di sua fiducia per procurarsi i bozzoli da sfarfalla- 
mento, questo materiale « ginecrinato » non sarebbe pili adatto, perché, es- 
sendo ora la costituzione dei maschi XX’ e delle femmine X’Y, dal loro 
accoppiamento deriverebbero, sia tra i maschi che tra le femmine, meta bachi 
« trasparenti » e meta bachi «normali »: 
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Onde la distinzione non sarebbe pit possibile. Sarebbe quindi necessario 
che lo Stabilimento conservasse per la confezione del seme da riproduzione, 
gli stipiti originari, trasparenti e normali (e per la razza Oro e per la razza 
Giallo indigena) da accoppiare tra loro per ottenere il suo seme da distri- 
buire ai suoi allevatori. 

Ma questa é una notevole complicazione ed esclude la possibilita di trarre 
il seme da riproduzione dalla primissima scelta di tutti i lotti di bozzoli ricavati 
da tutti gli allevatori di fiducia. Senza dubbio il vantaggio sarebbe ancora 
maggiore se si potesse ottenere la distinzione dei sessi nella razza pura. Biso- 
gnerebbe allora che |’eredita del carattere « pelle trasparente » fosse, invece 
che diandrica, cioeé trasmessa traverso i maschi alle femmine, ologinica cioe 
trasmessa esclusivamente nella linea femminile: che cioe nella razza pura 
sempre tutte le femmine venissero trasparenti e tutti i maschi normali. Biso- 
gnerebbe insomma che il gene risiedesse non nel cromosoma X, ma nel cro- 
mosoma Y, come nel caso dei fattori studiati da Winge. Ora, é possibile 
scoprire un fattore «pelle trasparente » che risieda nel cromosoma Y ? Non 
dovrebbe essere impossibile. Gia si sa che detto fattore puo essere conte- 
nuto o in un autosoma o nel cromosoma X. Di certi caratteri umani, come 
Y emofilia, si sa che nelle varie famiglie possono mostrare un comportamento 
diverso. Si sa anche che il trattamento con i raggi X in (Drosophila) ha tal- 
volta prodotto la congiunzione di un frammento di un autosoma al cromo- 
soma X, rendendo cosi legato al sesso un carattere che ne era indipendente. 

Si potrebbe cercar di ottenere nel campo della bachicoltura qualche cosa 
di analogo a quella razza di polli Cambar, creazione di Punnet, che viene ri- 


cuardata come l’ultimo e pil splendido trionfo dell’ avicoltura inglese, perche, 
pur propagandosi pura presenta il vantaggio dell’eredita legata al sesso“, 
a questo punto, a parte i problemi pratici, sarei tentato a domandarmi se 
non potrebber considerarsi (ipotesi di lavoro schematica ma suggestiva) 
i caratteri sessuali secondari come determinati (in qualche caso almeno) 
da fattori ologinici (e nelle forme a sesso digametico maschile olandrici) 
cioé risiedenti nel cromosoma Y e perciO trasmessi sempre e unicamente 
nello stesso sesso. Naturalmente nei vertebrati i fenomeni si complicano assai 
per l’evidente influenza delle secrezioni interne, ormoni delle gonadi, sullo 
sviluppe dei caratteri sessuali secondari. 

Ma senza per ora sconfinare in un troppo vasto campo teorico, mi sembra 
assai interessante segnalare questa possibilita di soluzione, per applicazione 
di determinati princip? genetici, di un problema pratico che coinvolge for- 
midabili interessi economici. 

La nostra industria serica € in grave crisi; non bisogna trascurar alcun 
mezzo che la scienza possa offrirci per abbassare i prezzi di produzione si 
da poter competere vittoriosamente sui mercati anche quando e dove non 
basti la superiorita intrinseca del prodotto ad assicurarne la preferenza. 


(1) Dai lavori di PuNNer a Cambridge risultd che certi caratteri del piumino dei pul- 
cini appena nati (argento-dorato, macchia chiara-macchia scura) seguono la legge dell’ ere- 
dita legata al sesso; onde la possibilita di distinguere con certezza assoluta, facendo uso 
di incroci appositamente combinati fra due razze differenti, il sesso dei pulcini. L’ applica- 
zione é stata felice: in Inghilterra si vendono ogni anno milioni di pulcini di un giorno 
col sesso garantito. Ultimamente Punnet (ricavo queste notizie dalla Mostra della Gran Bre- 
tagna all’Esposizione Mondiale di Pollicoltura in Roma, settembre 1933; una delle pit inte- 
ressanti Mostre di questa meravigliosa Esposizione) @ riuscito a «costituire una varieta, la 
razza Cambar, che pur moltiplicandosi in linea pura conserva la chiara differenziazione 
legata al sesso fra piumino dei pulcini maschi e piumino delle femmine. In questo modo 
Vallevatore godra tutti 1 vantaggi dell’ eredita legata al sesso senza la necessita di tenere 
differenti ceppi per scopi di incrocio ». Il fatto che «il Cambar argentato porta il carattere 
legato al sesso, non soltanto se allevato in linea pura, ma anche se Je galline vengono incro- 
ciate con galli di qualsiasi altra razza contribuisce molto ad aumentare il suo valore. Eppure 
il fattore del piumaggio nei pulcini risiede non nel cromosoma Y, ma nello X. Gli é che 
nella Cambar (secondo Punnet) tanto © che 9 portano nel cromosoma X (il J nei due X, 
la Q nelPunito X) il carattere del ‘barring dominante’ (come nella Plymonth Rak). Na- 
turalmente in tutte le generazioni il o € X’ X’ e O X’ Y. Ora la presenza in doppia 
dose del carattere ‘barring dominante’ produce un’azione inibitrice dello sviluppo del 
pigmento maggiore che a dose ‘simplex’: onde un colorito pitt chiaro nel maschio che 
nella femmina. L’inibizione, evidente anche su fondo nero, lo é piti (onde la differenza 
tra ’azione duplex e simplex € maggiore) su fondo dorato e soprattutto é spiccata nel 
nel piumino dei pulcini. 

Non pare possa conseguirsi simile risultato con un carattere recessivo come il ‘ pelle 
trasparente’. 


Biologia. — Introduzione parenterale di carotinoidi (iniexione 
di sangue giallo) in bachi da seta di raxza verde (a flavoni) “. Nota 
della dott.ssa C. ManuntTa, presentata dal Socio F. Borrazzi. 


Tra le razze di bachi da seta a sangue bianco e a bozzolo bianco ve 
ne sono di bianche recessive e di bianche dominanti. Incrociate con razze 
gialle le prime danno alla F, tutti gialli, alla F, 3 gialli: 1 bianco; le se- 
conde alla F, tutti bianchi, alla F, 3 bianchi: 1 giallo. Dalle sue ricerche 
in proposito il prof. Jucci conclude che le razze bianche recessive mancano 
della « permeabilita intestinale ai carotinoidi » e che le bianche dominanti 
sono tali perche posseggono un fattore inibitore, che impedisce Ja presenza 
dei carotinoidi nel sangue perché li ossida man mano che penetrano in cir- 
colo. Il prof. Jucci ha cercato di dimostrare questa ipotesi che spiegherebbe 
bene i risultati degli esperimenti genetici: 1) mettendo a contatto in vitro 
sangue delle diverse razze — 2) iniettando in bachi di bianco dominante 
carotine e xantofille in soluzione acquosa colloidale e in soluzione oleosa — 3) 
iniettando a bachi di una razza sangue di bachi di altra razza. Questo terzo 
metodo appare per ora il pit promettente, benché una forte percentuale dei 
bachi iniettati muoia con sintomi caratteristici di intossicazione. Benché tale 
mortalita si verifichi anche in autoinoculazioni, cioe iniezione del sangue 
nello stesso individuo da cui si € cavato, Jucci sospettd l’esistenza di diffe- 
renze individuali analoghe ai gruppi sanguigni degli animali superiori. Ma 
il prof. Lattes, insigne specialista in questo campo di studi, avendo diretta 
specificamente la sua attenzione su questa possibilita, non é riuscito, mal- 
grado ingegnosi accorgimenti, a dimostrarla o ad escluderla 4). 

Iniettando sangue di bachi di razza gialla in bachi di Bagdad, abbiamo 
ottenuto dai sopravvissuti bozzoli per lo pil. bianchi, qualche volta gialli; 
come se di solito i pigmenti fossero stati distrutti (ossidati? trasformati in 
leucoderivati?) ma in qualche caso no e fossero allora passati nel prodotto 
di secrezione delle ghiandole serigene. Ora appunto |’ esperienza genetica 
dimostra che nella razza Bagdad vi sono, misti ad una maggioranza di bianchi 
dominanti, degli individui bianchi recessivi. 

Ma l’esperienza va ripetuta su pil larga scala per assicurare un mag- 
gior numero di sopravviventi. 


(1) Ricerche eseguite nell’Istituto di Zoologia e Anatomia Comparata della R. Uni- 
versita di Modena. 

(2) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 

(3) L. Larres, Esistono isoreazioni negli invertebrati? «Boll. Biol. Sper.», v. VIH, 


f, 8, pp. 1433-35, 1933. 
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Si presentava anche interessante I’ inoculare carotinoidi in bachi di razza 
Verde. Il pigmento dei bozzoli di questa razza & dato, come risulta dalle 
ricerche di Jucci e Manunta, da pigmenti di tutt’ altra natura, i flavoni. Ma, 
oltre a una relativa impermeabilita intestinale ai carotinoidi (nelle uova di 
Verde, secondo le mie determinazioni, si trovano, assieme a flavoni, xan- 
tofille e carotine; e queste secondo ogni probabilita derivano dal sangue 
della crisalide) c’é anche, nella costituzione genetica della razza Verde, una 
«impermeabilita delle ghiandole serigene ai carotinoidi » ? 

Per cercare di rispondere a questa e ad analoghe questioni, ho condotto 
le seguenti esperienze. Il 19 giugno 25 bachi di razza Verde, previamente 
dissanguati, vengono, dopo cauterizzazione del cornetto da cui fu prelevato 
il sangue, iniettati di sangue ricavato dal dissanguamento di 25 bachi di 
razza Giallo Ascoli. L’ indomani iniettai altri 36 bachi. Tre del primo gruppo 
e 15 del secondo morirono a poca distanza di tempo dalla iniezione (la pit 
alta mortalita nel 2° gruppo forse é dovuta al grado di pil. avanzata ma- 
turita raggiunta dai bachi). 

I bachi sopravvissuti quasi tutti filarono il bozzolo, solo alcuni mo- 
rirono. Ottenni 40 bozzoli di cui 28 tessuti completamente o quasi e gli 
altri incompletamente, alcuni essendo ridotti alla prima trama. 

Aperti dopo pochi giorni i,bozzoli, essi mostrarono quasi tutti il baco 
annerito, morto prima dell’ incrisalidamento. Solo 6 bozzoli, che furono se- 
parati ad uno ad uno in sacchetti, contenevano crisalidi ed una di esse era 
annerita, gid. morta. Ho voluto seguire attentamente lo sfarfallamento dei 
pochi superstiti, per vedere se i carotinoidi iniettati si ritrovassero nel corpo 
dell’ insetto perfetto. Il 7 luglio @ sbocciata la prima farfalla: essa presen- 
tava, sulla linea mediana dorsale negli ultimi anelli dell’addome, una mac- 
chia brunastra in corrispondenza della puntura e tra gli intersegmenti tra- 
spariva un color giallo molto piu intenso che nelle farfalle di razza Verde 
normali. L’indomani la farfalla moriva dopo aver deposto una parte delle 
uova, che sembravano lievemente piu gialle di quelle deposte da farfalle di 
razza Verde normali. Una seconda farfalla ¢ morta nello sbocciare, deponendo 
nella stessa buccia crisalidale un mucchietto di uova, piuttosto giallastre. Una 
terza farfalla ¢ sfarfallata torpidamente; ¢ tutta varicosa (a membrane interseg- 
mentali nell’addome sfiancate) con una macchia verso la regione della iniezione: 
anch’essa depone uova che sembrano lievemente pit giallastre del normale. 
Il 10-7 & sbocciato un maschio che appare negli intersegmenti spiccata- 
mente giallo e pil distintamente ancora lo risulta, in confronto ai maschi 
normali, lacerando |’addome. Si direbbe che anche in questo individuo i 
carotinoidi non siano stati ossidati e non siano passati alla seta, giacché i 
bozzoli si presentano, per quanto puod giudicarsi ad occhio, simili in tutto 
a quelli normali della*razza Verde: solo presentano un color lievemente 
giallastro nella fodera interna che nei bozzoli normali invece ¢ bianca; ma 
questo potrebbe dipendere dal fatto che non siano stati filati completamente. 


Per vedere se i carotinoidi siano passati dal sangue alla seta o no (come 
parrebbe ad occhio nudo) estraggo a bagno-maria 14 bozzoli a temp. di 
30-40° con acetone al 30°/, che in queste condizioni estrae solo i flavoni, 
senza nessuna traccia di carotinoidi: difatti estraendo con etere etilico il sol- 
vente rimane perfettamente incoloro. Dopo averli esauriti completamente 
(finché il liquido acetonico non da pit con NaOH la colorazione gialla bril- 
lante) i bozzoli vengono estratti con alcool a 95° a bagno-maria, in apparecchio 
con refrigerante a riflusso. II liquido alcoolico, lievemente colorato in giallo 
pallido, viene estratto con etere etilico; I’ estratto ridotto a volume di RSccine 
in provetta graduata, € colorato in giallo pallido. Per assicurarmi che 
queste tracce di carotinoidi provengano realmente dal sangue iniettato, ho 
trattato, come sopra, 14 bozzoli di razza Verde, normali. L’estratto etereo 
ridotto a Iy cm. € molto pit pallido del primo: il confronto tra le due 
soluzioni al colorimetro da 36 per la soluzione ottenuta dai bozzoli filati dai 
bachi iniettati e 21,6 per quella dei bozzoli normali. Nello stesso modo ope- 
rando con 6 bozzoli avuti da bachi iniettati e 6 bozzoli normali del mede- 
simo peso, ho avuto al colorimetro 36 per i bozzoli normali e 25,5 per i 
bozzoli dei bachi sottoposti alla iniezione. Risulta una concentrazione media, 
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Pare dunque che i bozzoli di razza Verde giapponese contengano, me- 
scolate ai flavoni caratteristici, traccie di carotinoidi e che se si introducono 
nell’ organismo di bachi Verdi per via parenterale (iniezioni di sangue giallo) 
dei carotinoidi, questi migrano, in parte, alle ghiandole serigene ed alle uova. 

Ripetendo le esperienze su pili larga scala sara forse possibile chiarire 
se degli individui di Verde alcuni posseggano la ‘permeabilitd delle ghian- 
dole serigene ai carotinoidi’ e altri no. La razza Verde, pura per la « permea- 
bilita ai flavoni », pud non esserlo per fattori sui quali, data la loro ne- 
cessaria latenza in presenza della « impermeabilita intestinale ai carotinoidi », 
non puo esercitarsi la selezione. 
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Biologia. — L’accrescimento embrionale del « Loligo vulgaris >‘. 
Nota di G. Sroxri, presentata® dal Corrisp. G. QUAGLIA- 
RIELLO. 


Davenport“) dimostrd che durante l’accrescimento embrionale delle 
rane si ha assunzione di acqua dall’ambiente, per cui i piccoli al momento 
della loro uscita dall’uovo, contengono una quantita di acqua notevolmente 
maggiore di quella contenuta nelle rispettive uova. Questo reperto venne 
confermato da Schaper “) sugli stessi animali, da Gray “) su Salmo fario, 
da Ranzi su Sepia officinalis e Scyllium canicula, per citare solo i lavori 
principali riguardanti animali le cui uova si sviluppano in ambiente acquatico. 
E noto, inoltre, per le ricerche di Kanzi “) confermate da Needham e Need- 
ham ©), che ’embrione degli animali acquatici, nel corso dello sviluppo, 
assume dall’ambiente non solo acqua, ma anche sostanze minerali. 

Per consiglio del prof. Ranzi, ho studiato le variazioni di acqua e so- 
stanze minerali nel corso dello sviluppo delle uova di Loligo vulgaris Lam, 
sia per portare un modesto contributo allo studio della embriologia chimica, 
sia perche mi ¢ sembrato interessante comparare le variazioni di sostanze 
minerali che si osservano nel Loligo con quelle riscontrate dal Ranzi nella 
Sepia. I piccoli di Sepia, infatti, quando escono dall’uovo, presentano un pic- 
colo guscio ben calcificato (osso di seppia), per cuii dati del Ranzi, mentre 
rispecchiano la quantita di sostanze minerali prese dall’ambiente, non sceve- 
rano quella che é entrata a fare parte dei tessuti dell’embrione da quella che 
si deposita nel guscio. Anche il Loligo presenta all’atto della nascita un guscio, 
ma innanzi tutto esso é, a giudicare dalla consistenza, povero di sali calcarei, 


(1) Ricerche eseguite nell’ Istituto di Chimica Biologica della R. Universita di Napoli 
e nella Stazione Zoologica di Napoli. 

(2) Nella seduta del 19 novembre 1933. 

(3) Davenrort, The réle of wather in growth « Proc. Bost. Soc. Nat. Hist. », 28, 1897. 

4) Scuarer, Beitrige zur Analyse des thierischen Wachstums. I. « Arch. f. Entw. 
Mech. », 14, 1902. 

(5) Gray, The growth of Fish. I. «Brit. J. exp. Biol.», 4, 1926. 

(6) Ranzi, L’accrescimento embrionale dei Cefalopodi. « Arch. f. Entw. Mech. », 121, 
1930. 

(7) Rawat, Le bast fisiologiche dello sviluppo embrionale dei Selaci. Parte I « Pubbl. 
Staz. Zool. Napoli», 12, 1932. 

(8) Ranzi, L’accrescimento embrionale dei Cefalopodi. «Rend. R. Accad. dei Lincei », 
9, 1929. 

(9) NEEDHAM J. e NEEDHAM D.M., On phosphorus metabolism in embryonic life. « Journ. 
exp. Biol.», 7, 1930. 
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e poi il rapporto tra il suo peso e quello dell’animale & tanto piccolo, che 
Perrore derivante dal comprendere nell’analisi anche il guscio non pud avere 
nelle mie esperienze una grande importanza. 

Oltre all’acqua e alle ceneri, ho determinato la sostanza organica del- 
Puovo e dell’embrione a termine, per conoscere quanta parte di essa é con- 
sumata dall’embrione per i suoi bisogni energetici; e per meglio chiarire 
questo punto, ho determinato a parte i grassi e l’azoto totale. 

Le analisi sono state eseguite su diversi lotti di nidamento di Loligo, 
deposti verosimilmente dallo stesso animale, perché raccolti contemporanea- 
mente e nello stesso posto. Di ogni lotto si sceglievano quei nidamenti che 
contenevano le uova all’inizio dello sviluppo, e questi erano divisi in due 
porzioni, di cui una veniva utilizzata immediatamente. Per mezzo di due 
aghi da dissezione, isolavo con ogni cura le uova dal nidamento, e le distri- 
buivo in tre crogioli tarati (circa 100 per ogni crogiolo): essiccavo quindi 
il materiale. Dei tre residui secchi, il primo lo incenerivo, il secondo mi 
serviva per la determinazione dei grassi, il terzo per quella dell’azoto totale. 

L’altra porzione era messa a sviluppare in un bacino da allevamento con 
acqua di mare circolante (temperatura media dell’acqua 13° C). Dopo circa 
40 giorni, quando per trasparenza vedevo che i piccoli erano pronti per la 
schiusa, li isolavo e per le analisi seguivo lo stesso procedimento impiegato 
per le uova: anche qui utilizzavo circa 100 embrioni per ogni determina- 
zione. 

La determinazione dell’acqua é stata eseguita essiccando il materiale a 
temperatura ambiente su acido solforico e col vuoto. Ho dovuto adottare 
questo metodo, perche in stufa a secco a 100° C riusciva impossibile rag- 
giungere il peso costante per la formazione di prodotti volatili. 

Il materiale disseccato era incenerito in muffola alla pil. bassa tempe- 
ratura possibile. La differenza tra il residuo secco e le ceneri esprime la 
sostanza organica. 

Il grasso € stato determinato estraendo il materiale secco con alcool 
bollente per 72 ore, in un piccolo apparecchio costruito secondo il principio 
di Kumagava: filtravo poi alcool e l’evaporavo in termostato a 37°C, Ri- 
prendevo con etere bollente, filtravo in pesafiltro tarato, evaporavo |’etere 
a 37°C e quindi pesavo il residuo. 

L’N é stato determinato col metodo di Kjeldhal. 

I dati delle analisi riportati nella tabella I, che esprimono i mg di so- 
stanza per 100 uova e 100 embrioni, rappresentano ognuno la media di 
5 determinazioni: riferisco le medie perche i risultati delle analisi sono 
abbastanza concordanti fra di loro. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 34 


=e 518 ae 


TT ABRELE ols 


Composizione media di 100 uwova e di 100 embrioni a termine. 


Uova Embrione a termine Differenza 


mg ofo oi mg | ol mg fo 
Pesomtotale=aser aes e 239 — 268 — 36 155 
ANCQU ae ss antees! He Mien 132.5 57-1 191 ype? 58.5 44.2 
Sostanza organica . . 95°5 4i.t ak 26.5 24.4 255 
(CRESS Gy tee re 31.5 13.5 16.5 6.1 15.0 47.6 
Proteine (N 6.25) ... | 62.5 26.9 53-3 12.8 9.2 15.0 
Generic. Ts moe 4.0 1.7 5-9 DD 1.9 47-5 


Come si vede dalla tabella I, vi ¢ una diminuzione della sostanza orga- 
nica nel corso dello sviluppo (25,5 °/0): questa diminuzione ¢ dovuta per 
il 15,7°/o al grasso, per il 9,8°/. alle proteine. 

L’embrione ha un contenuto di acqua maggiore del 44,2 °/. di quello 
dell’uovo. Questo aumento non é dovuto, perd, interamente a acqua che 
Vembrione assume dall’ambiente, perché ¢ in parte acqua di ossidazione, acqua 
cioé che si forma per.la combustione della sostanza organica. Tenendo conto 
della sostanza organica scomparsa durante lo sviluppo, si calcola che del 
44,2 °/, circa il 15,06 (34 °/o) & acqua di ossidazione. 

Anche le ceneri sono contenute nell’embrione in quantita maggiore che 
nell’uovo, infatti aumentano del 47,5 °/. del peso iniziale. Questo aumento 
é rilevante, ma € notevolmente inferiore a quello ottenuto da Ranzi per la 
Sepia: tale differenza ¢ dovuta verosimilmente al fatto, innanzi accennato, 
del maggiore sviluppo del guscio nella Sepia. 

Per potere, perd, stabilire se Pembrione in via di sviluppo: prende acqua 
e sostanze minerali dall’ambiente (acqua- di mare) o dagli involucri, ho do- 
vuto determinare il contenuto in acqua e ceneri nel nidamento al momento 
della deposizione delle: uova e al termine dello sviluppo. A tale scopo ho 
determinato il contenuto in acqua e ceneri di 4 nidamenti contenenti uova 
al? inizio dello sviluppo e di altrettanti contenenti embrioni a termine. Le 
analisi furono condotte in questa maniera: contavo il numero delle uova e 
rispettivamente degli embrioni contenuti in ogni nidamento, e determinayo 
poi l’acqua e le ceneri dei nidamenti i toflo. Sottraevo poi dai valori cosi 
ottenuti il peso medio delle uova o degli embrioni e dei loro componenti 
quali risultano dalla tabella I, e dividevo infine la differenza per il numero delle 
uova o degli embrioni contati. Ottenevo cosi la quantita di sostanza di nida- 
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mento corrispondente a un uovo e rispettivamente a un embrione. La quan- 
tita di questa sostanza corrispondente a un uovo ea un embrione varia da 


nidamento a nidamento, e, in generale, & tanto piu. grande quanto minore 
il numero delle uova o degli embrioni contenuti nel nidamento stesso. 


TaBetta II. 


Composixione media della sostanza di nidamento corrispondente a un uovo 


e a un embrione a termine. 


Sostanza di nidamento | Sostanza di nidamento 
corrispondente corrispondente Differenza 
a un uevo aun embrione a termine 
mg ‘| lo meg lo mg 
PESOS J oaeia se Mires 8 60 = 119 os 59 
Jalec [Uy Gre nor oi Sal he DAE 551 91.8 Hig 94.3 Se 
Sostanza organica . . 3.0 5.0 2.4 2.0 0.6 
Cenenigne. Segre 3 1.9 3) 4.3 3.6 2.4 


Nella tabella II riferisco le medie delle analisi, dalle quali risulta che 
anche il nidamento durante lo sviluppo si arricchisce di acqua e di sostanze 
minerali: si puo quindi concludere che lacqua e le sostanze minerali di cui 
lembrione si arricchisce nel corso dello sviluppo vengono prese dall’ambiente (acqua 
di mare) e non dagli involucri dell’uovo, 
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Fisiologia. — Osservaziont sperimentali iniorno ad un pigmento 
verde urinario, dipendente dalla somministrazione di diele iperpro- 
jeiniche a alti albini®. Nota di F. Perrini, presentata @) dal 


Corrisp. S. BAaGLIONI. 


Tra le modificazioni pil importanti del ricambio indotte nel ratto albino 
da una dieta iperproteinica (albume d’uovo) sublipinica subcarboidrosica 
S. Baglioni) notd Veliminazione nelle urine di un pigmento verde carat- 
teristico, il quale comparve dopo circa 25 giorni dall’ inizio di tale alimen- 
tazione e si mantenne fino alla fine dell’esperimento (dal 20 agosto al 25 ot- 
tobre 1927). Continuando le ricerche A. Galamini‘) confermo la comparsa 
di tale pigmento dopo circa 1 mese di alimentazione quasi esclusiva di al- 
bume d’uovo, comparsa che fu pil precoce (entro 10-12 giorni) se si ageiun- 
geva alcool a dosi crescenti; il pigmento comparve ancora prima in-un ratto 
precedentemente smilzato, mentre non si apprezzarono modificazioni in un 
ratto privato di un lobo epatico. Il pigmento compariva anche con alimen- 
tazione di baccala, mentre era del tutto assente nelle urine di ratti alimentati 
con sola carne sia cotta che cruda (e anche con aggiunta di alcool); lA. 
osservd, perd, che quando il ratto cosi alimentato fu nutrito poi con oval- 
bumina il pigmento comparve precocemente al sécondo giorno. Osservo 
pure 6) che il pigmento scompare rapidamente (in 2-3 giorni) quando alla 
dieta iperproteinica (ovalbume) si aggiunge una determinata quantita di burro 
o di amido. 

Tralasciando le diverse caratteristiche rilevate dai due AA. a carico di 
queste urine e del pigmento contenutovi, nonché la sua possibile genesi, e 
limitando la presente esposizione alle sole modalita di comportamento di 
questo caratteristico pigmento nelle urine dei ratti sottoposti ad alimenta- 
zione iperproteinica, riferird i risultati da me ottenuti in ratti in via di svi- 
luppo, alimentati con carne muscolare cruda o con albume d’uovo cotto 0 
con caseina o con fibrina (queste ultime due preparate in polvere asciutta). 

I ratti tenuti separatamente in gabbie da ricambio (mod. Baglioni) erano 
forniti quotidianamente di una delle suddette sostanze proteiche (che inge- 


(1) Lavoro eseguito negli Istituti di Fisiologia Umana della R. Universita di Roma 
e di Fisiologia della R. Universita di Bari. 

(2) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 

(3) S. BaGLiont, « Boll. Soc. It. Biol. Sper.», V. II, fasc. 8, 1927. 

(4) A. Gatamint, «Arch. Farm. sper. € sc. affini», 1928, p. 215. 

(5) A. Garamint, « Boll. Soc, Ital. Biol. Sper.», V.IV, fasc. 1929; € « Il problema 
alimentare», anno III, fasc. I, 1933. 


rivano a volonta) alle quali venivano sempre aggiunte quantita fisse di carta 
bibula grattugiita (0,5-1 gr.), di amido (gr. 0,5), di burro (gr. 0,2), nonche 
di lievito di birra e di miscela salina di Osborne in ragione rispettivamente 
del 0,10 e 0,05 °/o del peso dell’animale (alimentazione iperproteinica, subli- 
pinica, subcarboidrosica); avevano disponibilita libera di acqua, e le urine, 
mediante imbuti di vetro aderenti al fondo delle gabbie, venivano giornal- 
mente raccolte sotto toluolo in cilindretti di vetro graduati. 

Le osservazioni furono condotte per un periodo di tempo abbastanza 
lungo (oltre 8 mesi) su quattro serie (o covate) di ratti, appartenenti allo 
stesso ceppo, in varie epoche di sviluppo, allo scopo anche di studiarne i 
rapporti col comportamento del peso corporeo (e quindi con lo sviluppo 
stesso dell’animale); risultati, questi ultimi, gia comunicati in una mia 
Nota alla quale mi riferisco per tutto cid che riguarda il valore del 
peso corporeo degli animali all’inizio e al termine dei vari periodi di espe- 
rimento,. 


Alla I" serie appartengono 6 ratti (oltre quello controllo, tenuto in questa come nelle 
altre serie ad alimentazione normale mista, costituita da latte, pane, uova, verdura e for- 
maggio), dei quali il ratto n.1Q (del peso iniziale di gr. 51) alimentato con ovalbumina 
muore dopo 6 giorni (per br.-polmonite) senza presentare pigmento nelle urine. 

Nelle urine del ratto n. 2Q (peso iniziale gr. 53) alimentato con ovalbumina, com- 
pare al 7° giorno di esperimento un lieve pigmento verde che diventa pili intenso (verde 
smeraldo) nelle urine dell’indomani, e tale si mantiene negli altri 11 giorni di esperimento, 
scomparendo nello stesso giorno in cui il ratto, con peso corporeo molto diminuito e sof- 
ferente, & posto a vitto normale. Rimesso quindi ad alimentazione con ovalbumina (peso 
iniziale gr. 75) si ha all’8° giorno la ricomparsa del pigmento, che & quasi sempre presente 
nelle urine degli altri 108 giorni di esperimento, oscillando nell’intensita di colore (qualche 
volta pil, qualche volta meno di quello delle urine dei ratti della stessa serie alimentati 
con fibrina) e scomparendo solo 2-3 volte e per brevi periodi (spesso dalle urine di un 
solo giorno): l’assenza del pigmento fu pero costante e rimarchevole per un periodo di 
6 giorni (dal go° al 96° giorno) in cui le urine erano giallo chiare. Il ratto al termine del- 
l’esperimento e sempre alimentato con ovalbumina fu accoppiato con un ratto oj’ pure nu- 
trito con ovalbumina, e dopo 25 giorni partori 6 figli. 

Nelle urine del ratto n. 3 cj’ (peso iniziale gr. 55) alimentato con fibrina, il pigmento 
compare al 6° giorno di esperimento ed ¢ sempre presente nelle urine degli altri 24 giorni 
di esperimento, persistendo per altri 2 giorni dopo che il ratto (molto sofferente) € posto 
a vitto normale. Rimesso quindi ad alimentazione con fibrina animale (peso iniziale gr. 72) 
presenta gia al 3° giorno le urine tinte in verde per la ricomparsa del pigmento che per- 
siste negli altri 67 giorni di esperimento (particolarmente intenso dal 42° al 48° giorno) 
senza mai attenuarsi o scomparire neppure per un giorno. Verso il 55° giorno di esperi- 
mento le urine divennero scure e torbide (color bruno ruggine) ¢€ al 70° giorno il ratto 
(molto sofferente anche nella curva del peso corporeo) é messo a vitto normale: il pigmento 
subito scomparve, pur continuando le urine a essere torbide e scarse, e dopo soli 6 giorni 
animale mori (peso terminale di gr. 55) 

Nelle urine-del ratto n. 4 J (del peso iniziale di gr. 47) pure alimentato con fibrina 
il: pigmento compare al 5° giorno di esperimento, mantenendosi di intensita costante ‘fino 


(1) F. Perrint, « Boll. Soc. It. Biol. Sper. », V-VI, fasc. 4, 1931. 
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alla morte del ratto avvenuta dopo 18 giorni di esperimento (con peso corporeo terminale 
di appena gr. 32). 

Il ratto n. 5 <j" (peso iniziale gr. 48) alimentato con carne muscolare cruda per 22 giorni 
non presentd traccia di pigmento; alimentato quindi (peso iniziale gr. 93) con fibrina pre- 
senta al 4° giorno le urine tinte in verde dal pigmento, che persiste in tutti gli altri 9 giorni 
di esperimento, scomparendo nello stesso giorno in cui il ratto (per improvvisa mancanza 
di fibrina) fu posto a vitto normale. Rimesso ad alimentazione di fibrina il ratto (peso 
iniziale gr. 111) presenta di nuovo al 4° giorno il pigmento che persiste in quasi tutti gli 
altri 135 giorni di esperimento. Va notato che al 60° giorno il pigmento scomparve dalle 
urine per 12 giorni di seguito, ricomparendo intensamente e bruscamente all’81° giorno (le 
urine a tutto spessore erano quasi nere) mantenend. si tale per una dozzina di giorni; infine 
improvvisamente le urine del 115° giorno non presentavano traccia di pigmento che ricom- 
parve intensissimo nelle urine dell’indomani e fu sempre cosi intenso fino al termine del- 
Pesperimento. 

Il ratto n. 6 (J (peso iniziale gr. 49) fu pure alimentato dapprima per 22 giorni con 
carne cruda, senza mai presentare nelle urine traccia di pigmento; alimentato quindi (peso 
iniziale gr. 95) con ovalbumina presenta al 7° giorno di esperimento le urine tinte in verde 
dal pigmento che persiste negli altri 128 giorni di esperimento con oscillazioni nell’inten- 
sita pit o meno brusche e notevoli, e con assenza completa (urine giallo chiare) per 13 giorni 
successivi, anche qui dal 69° all’82° giorno. L’assenza di pigmento nelle urine di questo 
ratto coincide con la data degli analoghi periodi notati per i ratti n. 2 e n. 5 di questa 
serie (seconda quindicina del gennaio 1928). 


Alla I serie appartengono 4 ratti (m. 1, 3, 4, 5) in uno stadio di sviluppo pit avan- 
zato di quello delle altre serie: furono tenuti in osservazione tutti e quattro per 260 giorni. 
Il ratto n. 19 (del peso iniziale di gr. 91) alimentato con ovalbumina presentd al 18° giorno 
traccie di pigmento che fu poi presente nelle urine degli altri 242 giorni di esperimento senza 
mai scomparire tranne per qualche periodo brevissimo (al massimo 1-2 giorni) 3-4 volte 
in tutto. Dopo il 4° mese di esperimento i] colore del pigmento ando nel complesso inten- 
sificandosi senza tuttavia giungere all’intensita di quello delle urine del ratto n. 5 di questa 
serie alimentato con fibrina (1). Dopo i 260 giorni di esperimento messo il ratto a vitto 
normale, il pigmento scomparve dalle urine nella stessa giornata. 

I] ratto n. 3Q (peso iniziale gr. 80) alimentato con caseina, mostro solo al 51° giorno 
traccie di pigmento che (divenuto pili intenso - verde smeraldo - dopo altri 3-5 giorni) 
fu presente per quasi tutti gli altri 209 giorni di esperimento. E da nctare che dopo il 1° mese 
e fino all’80° giorno il pigmento fu di colore pil intenso di quello del ratto n. 1 della stessa 
serie (alimentato con ovalbumina); scomparve dalle urine una prima volta per 3 giorni (dal 
67° al 70°); una seconda volta per 14 giorni successivi (dal 157° al 170°), e poi saltuaria- 
mente altre 3-4 volte (per 1-2 giorni). Il pigmento scomparve nello stesso giorno in cui 
il ratto fu messo a vitto normale. 


(1) Allo scopo di osservare se il pigmento fosse in rapporto a maggiore o minore 
presenza di composti organici o inorganici di Fe. nella razione alimentare, fu soppresso 
in questo e nel ratto n. 5 della stessa serie al 210° giorno di esperimento (e per oltre 
20 giorni di seguito) il citrato di Fe. dalla composizione giornaliera della miscela salina 
di Osborne senza che J’intensita del pigmento venisse modificata. 

Sempre allo stesso scopo fu invece raddoppiata nel ratto n. 3 di questa serie al 190° giorno 
di esperimento e per oltre 20 giorni) ]a quantita normale del citrato di Fe. della miscela 
salina senza che l'intensita del pigmento presentasse variazioni di sorta; e nel ratto n. 4 
della stessa serie oltre a raddoppiare la quantita normale del citrato di Fe. furono anche 
aggiunte alla racione alimentare dosi determinate e progressive di emoglobina liquida senza 
ottenersi la ricomparsa del pigmento. 


Nel ratto n. 4 o (peso iniziale gr. 106) pure alimentato con caseina, il pigmento si 
Si pud dire (tenuto conto del lungo periodo di esperimento) che fu quasi assente: compar- 
vero infatti traccie di pigmento solo al 102° giorno di esperimento e dopo appena 5 giorni 
(nei quali fu presente sempre in lieve grado) esso scomparve per tutto il rimanente periodo 
di esperimento. 

Il ratto n. 5 6 (peso iniziale gr. 98) alimentato con fibrina, ebbe al 18° giorno (ana- 
Jogamente al ratto n. 1 di questa serie) la comparsa del pigmento che fu presente in tutti 
gli altri 242 giorni di esperimento. Da notare che dopo il 2° mese il pigmento diventd pit 
intenso di quello delle urine di tutti gli altri ratti della serie, rendendo le urine verde-scuro 
quasi nere; solo qualche giorno (4—5 volte in tutto) improvvisamente le urine delle 24 ore 
Si presentarono meno cariche di pigmento (colore verde smeraldo) per tornare verdissime 
(.... quasi nere) nella raccolta dell’indomani. Il pigmento scomparve dalle urine nello stesso 
giorno in cui il ratto fu messo a vitto normale. 


Della III* serie il ratto n, 1Q (del peso iniziale di gr. 50) alimentato con ovalbumina 
muore dopo soli 5 giorni senza presentare pigmento nelle urine; @ sostituito in tale ali- 
mentazione da un altro ratto n. 1bis Q (della stessa covata, tenuto fino allora a vitto nor- 
male) nel quale (peso iniziale di gr. 82) il pigmento compare al 12° giorno di esperimento 
ed & presente, pit’ o meno intenso, negli altri 61-giorni di esperimento senza mancare in 
nessuna raccolta giornaliera. 

Il ratto n. 2 ¢7 (del peso iniziale di gr. 45) alimentato con fibrina muore dopo 6 giorni 
di esperimento senza presentare traccia di pigmento ed é sostituito da un altro ratto n. 2 bis S$ 
(della stessa ccvata fino allora a vitto normale) nel quale (peso iniziale di gr. 75) il pi- 
gmento compare al 9° giorno di esperimento ed ¢ sempre presente nelle urine per tutti 
gli altri 64 giorni di esperimento. 

Il ratto n. 3 of di questa serie (del peso iniziale di gr. 59) alimentato con caseina, 
muore dopo 5 giorni di esperimento senza presentare pigmento nelle urine. 


Alla IV* serie appartengono 4 ratti cui si usarono particolari attenzioni (data la loro 
giovane eta): tenuti p.e. accanto al calore di una stufa, la razione giornaliera sublipinica 
subcarboidrosica salina e vitaminica veniva somministrata a dosi frazionate nelle 24 ore 
con aggiunta di pezzetti di verdura; ma ciononostante di essi sopravvisse solo il primo 
(ratto n. 1 Q) che alimentato con fibrina (peso iniziale gr. 65) presentd la comparsa del 
pigmento verso il 9° giorno di esperimento (e perduro in tutti gli altri 55 giorni di espe- 
rimento); il ratto n. 2 7 (peso iniziale gr. 51) alimentato con ovalbumina mori dopo 8 giorni 
senza presentare traccia di pigmento; cosi pure per il ratto n. 3 9 alimentato con fibrina 
(peso iniziale gr. 42) che mori dopo 7 giorni, e per il ratto n. 4 6 alimentato con oval- 
bumina (peso iniziale gr. 44) che mori dopo 4 giorni di esperimento. 


I risultati di questi esperimenti eseguiti sui ratti in via di sviluppo met- 
tono bene in evidenza l’esistenza di uno stretto rapporto tra la comparsa 
del pigmento verde e il comportamento della curva di accrescimento del 
peso corporeo dei ratti giovani e quindi anche tra il pigmento stesso e la 
natura dell’alimento proteinico somministrato a questi animali. 

Il pigmento verde, infatti, a parita delle altre condizioni, ¢ comparso 
tanto pill precocemente quanto pit piccolo era il peso dell’animale (ossia 
quanto pit era giovane), e si puod anche aggiungere che esso & stato tanto 
pit! persistente e intenso quanto pit: la curva di accrescimento del peso cor- 
poreo era lenta (ossia quanto pili lo sviluppo dell’animale risultava deficiente). 
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Vale ad esempio tipico l’osservazione che dei due ratti (n. 3 en. 4) della Us 
serie alimentati con caseina, quello n. 4 non presento quasi mai il pigmento 
ed ebbe.un buon accrescimento corporeo (giungendo a pesare gr. 166 al 
termine dell’esperimento), mentre il ratto n. 3 ebbe uno sviluppo corporeo 
meno buono (pesando solo gr. 127 al termine dell’esperimento) e presento 
notevole quantita di pigmento urinario. Cosi pure il pigmento verde nei 
ratti della Il* serie (in epoca di sviluppo pit avanzato rispetto a quello delle 
altre serie) apparve dopo un periodo di tempo molto maggiore dall’ inizio 
dell’esperimento che non nei ratti delle altre serie (in sviluppo meno avan- 
zato). 

Il pigmento inoltre ¢ comparso prima, presentando anche intensita di 
colore molto maggiore, nelle urine di ratti alimentati con fibrina, che non 
in quelle di ratti alimentati con albumina o caseina. 

La sua comparsa infine, anche nei ratti in via di sviluppo, € stata no- 
tevolmente anticipata da precedenti periodi della stessa (o anche di altra) 
alimentazione iperproteinica. 

Si pud concludere che alcune determinate sostanze proteiche (fibrina, 
ovalbumina, caseina) provocano, a lungo e quasi esclusivamente sommini- 
strate, in ratti in via di sviluppo, disturbi del ricambio (tanto pil dannosi 
quanto pil giovane é l’eta dei ratti) che, insieme alla deficienza di sviluppo 
della curva del peso corporeo, si manifestano anche con la comparsa nelle 
urine di un caratteristico pigmento verde. 


Biologia. — Limiti di sensibilild del metodo del residuo secco per la de- 
terminazione del tasso idremico secondo Ivar Bang. Nota di E. Serianni, pre- 
sentata dal Corrisp. S. BaGLionl. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


eerie 


PERSONALE ACCADEMICO 


Il Presidente con le seguenti parole ricorda il grave lutto che ha colpito 
Y Accademia con la morte di Virrorio SctaLoya: 

«In questo momento il pensiero di noi tutti é nel rimpianto del nostro 
Presidente, Vittorio Scialoja, la cui perdita ¢ avvenuta dopo l’ultima’seduta 
dell’Accademia. | 

« Di Lui sara fatta solenne commemorazione in questa Accademia, a 
classi riunite, da S. E. il Socio Salvatore Riccobono, Accademico d’ Italia 
e professore di Eségési del Diritto Romano nella R. Universita di Roma. 
E cosi sar’ commemorato Vittorio Scialoja, erede dell’ingegno e del ca- 
rattere paterni, scienziato, Maestro nelle discipline giuridiche, onore del Foro, 
uomo di Stato, legislatore, rappresentante, pieno di dottrina, di autorita, di 
prestigio del nostro Paese e del nuovo Regime nei consessi internazionali. 
In tutti questi campi di attivita Egli consegui alte benemerenze verso lin- 
segnamento, verso la Patria, verso la societa; e in quello scientifico del 
Diritto Egli impresse tali e cos} profonde e geniali vestigia, che il tempo 
edace non potra cancellare; onde Egli vivra, fra gli uomini sommi del 
Diritto romano, il Sapiente romanista italiano, come ebbe a chiamarlo, or 
sono quasi trent’anni, un eminente giurista straniero, in occasione del ven- 
ticinquesimo anno d’insegnamento; e il Maestro dei Maestri, come solevano 
chiamarlo i giureconsulti italiani. 

«Io lo conobbi nel 1894, quando ebbi l’onore di essere con Lui nel Con- 
siglio superiore della Pubblica istruzione; e allora potei ammirare il suo in- 
gegno fine, la sua dottrina, la facondia chiara, penetrante, arguta, che faceva 
sempre pensare. Trascorsero quarant’anni e Vammirazione si accrebbe seguen- 
dolo nella sua feconda e molteplice operosita. E poi l’ho riveduto Pultima volta 
pochi giorni prima della morte, prima che quella luce viva si spegnesse com- 
pletamente su questa terra. Gli espressi i voti dell’Accademia, sicuro d’in- 
terpetrarne i sentimenti, e altrettanto sicuro che sarebbero vani. Egli mi 
guardo e atteggid le Jabbra ad un sorriso. Fu questo sorriso l’ultimo saluto 
all?’ Accademia di Vittorio Scialoja; ed io con animo commosso, lo trasmetto 
all’Accademia, Ja quale serbera perenne fedelta alla memoria del veramente 
illustre, benemerito, amato Presidente ». 

« Molti telegrammi di condoglianza per la morte del nostro Presidente 
sono giunti all’Accademia: ricordo quelli del Rettore dell’ Universita di Pa- 
rigi e del Presidente della R. Accademia d'Italia S. E. Guglielmo Marconi». 
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Il Presidente annuncia quindi la morte del Socio Sen. Pierro ALBERTONI 
e lo commemora cosi brevemente : 

« Un altro lutto ha rattristato la nostra Accademia con la morte del 
S. N. Pietro Albertoni della R. Universita di Bologna. Fu Maestro di Far- 
macologia, di Fisiologia, di Clinica medica; e nella sua ammirevole e fer- 
vida operosita fu benemerito dell’ insegnamento, compi lavori scientifici di no- 
tabile pregio ed educo allievi valorosi, che nelle cattedre onorano il Maestro. 
Deputato al Parlamento in tre legislature, si occupO di questioni d’ Igiene 
sociale come l’alimentazione del contadino in Italia, la lotta contro l’abuso 
alcoolico, nella protezione, come fisiologo e igienista, dell’uso del vino con 
moderazione. Del suo amore per la Patria dette prova da quando giovinetto, 
nel 1866, segui Garibaldi e combatté a Bezzecca, dove la vittoria arrise 
all’ Eroe. Ma di Pietro Albertoni sara detto degnamente nella commemora- 
zione che ne fara un Socio della categoria cui Egli apparteneva. Oggi noi 
mandiamo alla memoria del socio perduto un pensiero di affettuoso rim- 
pianto! ». 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Socio Severt presenta il I volume de!le sue « Lezioni di analisi » e 
ne espone il contenuto. 

L’Accademico Segretario prof. PArRAVANO presenta i libri giunti in 
dono, segnalando: una pubblicazione giapponese sull’ Elefante; un volume 
della « Spedizione Italiana De Filippi nell’ Himalaia » riguardante lo studio 
delle « Rocce » a cura del Socio P. Atotst; « The drama of Weather » di 
Sir Napier Shaw. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per l’inserzione nei « Rendiconti »: ARMELLINI, Bar- 
GELLINI, Borrazzt, Corsino, Levi-CiviTa, PARRAVANO, SEVERI. 


aa. 2 Oe tg 
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OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 3 dicembre 1933 


ALoisi Prsra, — Le rocce. Spedizione ita. 
liana De Filippi nell’ Himalaia, Caraco- 
rum e Turchestin Cinese. (1913-1914). 
Serie II, Vol. VII. Bologna. Editore Ni- 
cola Zanichelli, 1932. 4°, pp. I-VII, 1- 
266, tav. I-VII. 

Annuario Serico 1932. X-XI. Notizie sta- 
tistiche sulla produzione e il commercio 
dei bozzoli e della seta in Italia e al- 
lestero. (Ente Nazionale Serico con la 
collaborazione della Federazione Fascista 
delP industria della seta). Milano, 1933. 
4°, pp. 1-95. 

BERNSTEIN VLApIMIR. — Lecons sur les pro- 
grés récents de la théorie des séries de 
Dirichlet. Avec une preface de Jacques 
Hadamard. Paris, Editeur Gauthier-Vil- 
lars, 1933. 8°, pp. I-VIII, 1-320. III. 

Convention Internationale du 23 octo- 
bre 1924 concernant le transport des 
marchandises par chemins de fer C.1.M, 
avec annexes, protocole et procés-ver- 
bal. Texte in vigueur a dater du 1 & oc- 
tobre 1928; publié par l’Office central 
a Berne. Berne, s.d. 8°, pp. I-VIII, 1- 
138. 

Cope: Pierre. — Eléments d’optique géo- 
métrique a Vusage des candidats aux 
grandes écoles. Paris, Editeur Gauthier- 
Villars, 1933. 8°, pp. I-VII, 1-206. 

Courson ZELIFF CLARKE. — A new proto- 
zoan from the larva of the beetle Osmo- 
derma scabra. (From the « Proceedings 
of the United States National Museum». 
Vol. 82). Washington, 1933. 8°, pp. 1-3. 

FisHER WILLarD J. — The Meteors of 1930 
November 19. (Reprinted from « Popu- 
lar Astronomy. Vol. XLI, n. 7). s. 1. 
1933. 8, pp. 1-9. 

Garcia GopdoFrREDO. — Mecanica celeste. 
(Extr. de «Revista de Ciencias», pp. 151- 
200). ima 10335 Or. 

Ivatp1 Garrano. — Sulla dipendenza del- 
Venergia dei fluidi dalla loro natura, 


(Estratto dalla rivista “L’ Industria”. 
Vol. XLVIL.N, ro. 1933). Milano, 1933. 
8°, pp. 1-16. 

MarTELL!I G. M. — Primo contributo alla 
conoscenza di alcuni parassiti dell’Oro- 
banche della Fava. (Orobanche speciosa 
D. C.) (Estr. dal « Bollettino del La- 
boratorio di Zoologia generale ed agra- 
ria del R. Istituto superiore agrario di- 
Portici». Vol. XXVIII, pp. 11-36). Spo- 
leto, 1933. 8°. 

MINALE SaLvaTore. — Filosofia della pato- 
logia ovvero Scienza nuova della vera 
azione delle malattie sull’ organismo 
umano. Napoli, Editrice C. L. E. T, 1932. 
8°, pp. 1-382. 

MotssElEv N. — Ueber einige Grundfragen 
der Theorie des Ursprungs der Komie- 
ten, Meteore und des kosmischen Stau- 
bes. (Kosmogonische Studien). (Publi- 
cations of the Sternberg State Astrono- 
mical Institute. Vol. V, Part. 2), Mo- 
SCOW, 1933. 8°, pp. 1-86. 

Nortunp N. E, — Rapport sur les travaux 
géodétiques exécutés de 1930 a 1933, 
(Institut Géodésique Danemark). Cope- 
nhague, 1933. 4°, pp. 1-7, pl. I-XIII. 

Payne Cecitia. — An analysis of the spec- 
tra of the Wolf Rayet stars. (Sonde- 
rabdruch aus « Zeitschrift fiir Astrophy- 
sik», Band. VII). Berlin, 1933. 8°, pp. 1- 
2s 

RorverR Witt1aM Henry. — The Mongean 
method of descriptive geometry, ac- 
cording to the procedure of Gino Loria. 
New Jork, 1933. 8°, pp. I-XIV, 1-151. 

SEVERI Francesco, — Lezioni di analisi. Vol. I. 
Bologna, Editore Nicola Zanichelli, 1933. 
8°, pp. I- VIII, 1-434. 

SHaw Napier. — The Drama of Weather. 
Cambridge, 1933. 8°, pp. I-XIV, 1-269. 

SuNAMOTO Ersuyira, — L’Elefante. Voll. I- 
II (in lingua giapponese). Osaka, 1931- 
32, 8°, pp. I-1150; 1151-2169. 


N. P, 


RENDICONTI 


DELLE SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DEP EIN GEL 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Fascicolo del 17 dicembre 1933 (anno XII) 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Le condizioni di Saint-Venant per le defor- 
maxiom di una varieta riemanniana generica. Nota di C. Acosti- 
NELLI, presentata‘? dal Socio T. Levi-Crvira. 


In questa Nota mi propongo di determinare la condizione a cui deve 
soddisfare una data dilatazione &, funzione del punto Q di una varietd rieman- 
niana generica V,, con n dimensioni, affinché ad essa corrisponda una ef- 
fettiva deformazione della varieta, ovvero affinché le quadriche indicatrici 
di § possano assumersi come quadriche di dilatazione della V,,, condizione 
da cui si possono dedurre quelle scalari che nel caso dello spazio ordinario 
portano il nome di condizioni di Saint—Venant. 

Essa ¢ stata da me stabilita, coi metodi vettoriali, in modo molto sem- 
plice ed abbastanza elegante, partendo dalle note e semplicissime condizioni 
di integrabilita che il prof. Boggio ha date per una omografia ordinaria e 
per una omografia di secondo ordine relative ad una varietd riemanniana. 

Non mi risulta che altri abbia studiato con altri metodi tale questione, 
forse per l’enorme complicazione dei calcoli che farebbero arrestare anche 
il calcolatore pil coraggioso ed esperto. Tale complessita di calcoli farebbe 
perdere completamente di vista non solo la questione geometrica che si tratta, 
ma anche il filo che conduce alla risoluzione di essa, tanto pil ove si pensi 
che, gia nel caso particolare di una V,, l’analoga questione risolta dal Pala- 
tini®, contiene calcoli quanto mai malagevoli da seguire, a chi non é ad- 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 
(2) E. Paratini, Sulle quadriche di deformazione per gli S,. (« Atti del R. Istituto Ve- 
neto», t. LXXVI, 1916-1917). 
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dentro nei metodi del calcolo differenziale assoluto, comparendovi finanche 
delle sommatorie sestuple e settuple, mentre lo stesso problema fu risolto 
vettorialmente, con molta semplicita, dalla dott.ssa Andruetto, la quale diede 
anche una soluzione assai semplice nel caso di una varieta riemanniana con 
n dimensioni, ma-a curvatura costante “). 

Utilizzando e proseguendo ulteriormente nell’analisi sviluppata dalla 
dott.ssa Andruetto ho potuto arrivare alla soluzione nel caso generico di una 
varieta riemanniana qualunque. 

Dalle relazioni da me stabilite ho dedotto poi, come caso patticolaris- 
simo, la condizione che vale nel caso di una V, avente curvatura rieman- 
niana costante e quindi anche facilmente, e con maggiore semplicita, quella 
corrispondente alle condizioni date dalla dott.ssa Andruetto per il caso di 
una V, generica. 


1. — Sia allora s il vettore infinitesimo che rappresenta lo spostamento 
che subisce un punto Q di una data varieta V,, per effetto di una deforma- 
zione infinitesima della stessa V,, indichiamo con 


ase! dy s 
eo 
Vomografia di deformazione, ove dv s/dQ & la derivata superficiale di s nel 
senso di Boggio ®, con la dilatazione di «# e con 4 l’assiale di a, ponendo 
cioe 
I I 
Ges (ait Ka) 4 y= =e) 


e quindi 
(1) amb ty 5 (1) Kes es Ky aon, 


Cid posto ricordiamo che ’omografia « deve soddisfare alla nota condi- 
zione di integrabilita di Boggio (Geom. Diff., p. 196): 


dy & da & a 
(2) abe Ore 


ove #t & Pomografia del terzo ordine di Riemann relativa alla data varieta V,. 
Sostituendo in essa in luogo di @ il valore § + 7, risulta: 


(2') puden e eden 28 ao Geer So A 
dQ dQ dQ dQ : 

(1) G. Anpruetro, Le formule di Saint-Venant per gli spazi curvi a tre dimensions 
(«Rendiconti della R. Accad. dei Lincei», vol. XV, ser. 6%, fasc. 3°, 1932); Ip., Le for- 
mule di Saint-Venant per le varietd Vn a curvatura costante (« Rendiconti della R. Accad. dei 
Lincei», vol XV, ser. 6*, fasc. 10, 1932). 

(2) Cfr. P. Burcatri, T. Boccio, C. Buratt Forti, Geometria Differenziale, p. 178 
(Zanichelli. Bologna, 1930), Quest’ opera sara brevemente indicata nel seguito con Geom. Diff. 


dalla quale ricaveremo dv y/dQ in funzione di & e della R. Prendendo al- 
lora le coniugate dei due membri della (2’) e ricordando le G2), 2si hia: 


dy 7 dy» dyé d E 
he bs 
dQ * dQ “dQ dQ 


Applicando ancora a sinistra dei due membri di questa l’operatore k e 
osservando che (Geom. Diff., p. 152), kKk =KkK, si ottiene 


(3) Kk 


=kRs. 


dv dy dy& dy & 
KkK k E Kk es aa => 
70 + 10” + K rT) | re) ys, 
Ossia, per le (a, 
du , 220 dy & dy & 
—Kk fees os Peak ae 
(4) iQ +k rT) + Kk 10 —k dQ Hs. 
Sommando ora le (3) e (4) e sottraendo la (2'), si deduce 
> Aen dy & dy 2 
2+? 2k Or —2k iO =Rse+kRs—KkRs. 


Ma il secondo membro di questa, per la proprieta ciclica dell’omografia 
di Riemann (Geom. Diff., p. 188), vale 29s, ne segue ©) 


2 dv cas dy & 7 dy& 9 
ossia 

Ri “i a8 
(5) = @ Meee 0 +S. 


2. — Derivando la (5’) superficialmente e ricordando che gli operatori 
lineari k , K , sono permutabili col simbolo di derivazione superficiale (Geom. 


Dif: p- 181), si Ha 


dee dy 8 +(e aia 


on mite Aa gi 0% rT6) 


ossia, sostituendo in luogo di dvys/dQ = a, il suo valore & + y, e ponendo 


KH, = dy R/dQ, risulta 


dy & 
dQ? 


a 


—Ryn=U—K)k 


(1) Cfr. pure: Boccio, Sull’omografia di Riemann relativa ad uno spazio curvo (« Rendi- 
conti R. Accademia Lincei», vol. XVII, ser. 6*, 1° sem. 1933). 

(2) I calcoli fin qui stabiliti coincidono con quelli effettuati dall’Andruetto nella se- 
conda Nota citata, nella quale pervenne appunto alla relazione (5). Nel seguito perd la 
ricerca dell’Andruetto é limitata alle varieta V,; aventi curvatura riemanniana costante, 


— 532 ce 
ays ora ai due membri di questa l’operatore k* si ottiene 
di, ’ 
(7) kt 4" ke (Gin) = GOK) ge +E) + GE) ST, 
e sottraendo quindi dalla (7) la (6), si deduce 
aan 0% 

kee —. |-* 75 k oe .S. be 

@) Et Es ny — et) = (0) [4 —K) kao + OBI + 


+ k*[(k* 8.) 8] — (* ) 8 


Ma per la condizione di integrabilita di Boggio: 
dp dop 
* Pay nite Z mg 
k opt Perley K (Kyu-®) — pi, 


a cui deve soddisfare un’omografia generica w (Geom, Diff., p. 196), i primi 
due termini del primo membro della (8) valgono 


—K (Ky- 8) — nk = K MR) — yh, 


mentre l’identita di Bianchi per Pomografia di Riemann (Geom. Diff., p. 191), 
porge facilmente, eliminando (mediante l’operatore k*) due dei vettori che 
vi figurano: 


k* ((k* 9) 8] — (k* 8) s = — Rs; 


ne segue, sostituendo nella (8): 
(9) Ry — ye + K (HR) —k* (Ry) + Hs = 


= (k*— 1) [G —K) k= “a 7" 


+ (3)], 
che & una relazione lineare nella y e nella s. 


3. — Per ottenere ora la relazione a cui deve soddisfare la data dilata- 
zione &, occorrera eliminare la y e la s, e per fare questo semplificheremo 
intanto la (9), applicando ai due membri l’operatore v (Geom. Diff., pp. 153, 
181), corrispondente all’operazione che comunemente si chiama saturazione 
deglt indict, 0 contrazione dei tensorti. 

A tal uopo osserviamo che si ha“) 


vn) = vO) a; 
ma (Geom. Diff, p. 191), vt =, ove  é dilatazione, ne segue: 
(10) v (7) = dn. 


(1) Cfr. C. Buratt Forrt e T. Boccto, Espaces courbes etc., p. 39 (9), (S.T. E.N. 
Editrice. Torino, 1924). 


ee et Waa 
Analogamente risulta © 
V (Hh) = yvet, 
e percid 
ann Vv (a) = ab. 


Si ha inoltre, per una omografia generica p, del terzo ordine, e una 
omografia ordinaria qualsiasi « ©); 


(12) vk* (p; %) == vK (a- Kk* p,). 


Ora, se w; coincide coll’omografia di Riemann, risulta (Geom. Diff, 
p. 188), Kk* # = H; allora dalla (12) si deduce 


G2) vk* (ity) = vK @®). 
Infine si ha 
R de eas oe dy R ae dy (vt) 4 dy v Sak 
(13) v (tL 8) = Vv 20" TOnus wor me 


In virth delle (10), (11), (12°) e (13), applicando l’operatore v ai due 
membri della (9), si ottiene pertanto: 


(4) yma ts =v — ERE FOB, 


ove il secondo membro, che é una omografia ordinaria, ¢ funzione nota di €. 


(1) Cfr. C. Buratt Forti e T. Boceio, loc. cit., p. 39 (7), come pure Geom. Diff, 


p- 154 (43) 
(2) Infatti indicando con @ un vettore arbitrario e con ¢,%¢2,-+++,%n,n vettori uni- 


tari ortogonali, si ha: 
n n n 

vk* (43 0) @ =D k* (u3 0) @irtdr =D 3 utr ais => (k* u3) aa tr ty = v [(k* ps) aa] ; 
I i I 

ma per una nota relazione (Espaces courbes, loc. cit., p. 40 (8’)), essendo (k*w,) @ una 


omografia di secondo ordine, risulta 


v ((k* uz) @a] = vK (a- Kk* uz a) = vK («-Kk* y,) a, 
ne segue 


vk* (uz «) @ = vK («-Kk*u,)@, 


da cui, per l’arbitrarieta del vettore @, si ottiene la (12). 
» Pp ’ 


Ase 


Matematica. — Sui tensori a divergenza unica. Nota di 
A. Pavatint, presentata‘? dal Corrisp. U. CisoTTi. 


Il sig. Doubnoff in una Nota di questi Rendiconti @ ha risoluto, per 
una varieta qualunque ad m dimensioni, il problema — gid posto e risoluto 
dal Cisotti per una varieth a due e a tre dimensioni — di determinare 1 
tensori doppi a divergenza unica, cio’ tali che sia (con le notazioni consuete 
del calcolo differenziale assoluto). 


(1) >) SAK es 3) Yi, . 
I I 


Il risultato ottenuto dal Doubnoff dopo una piccola trasformazione si 
pud mettere sotto la seguente forma: II tensore doppio pil generale soddi- 
sfacente alla (1) é la somma di un tensore doppio simmetrico arbitrario e 
della divergenza di un tensore triplo emisimmetrico pure arbitrario. 

La proposizione cosi enunciata & direttamente conseguibile da un teo- 
rema da me stabilito alcuni anni or sono“), secondo il quale il pil gene- 
rale tensore emisimmetrico di ordine m a divergenza nulla é la divergenza 
d’un tensore emisimmetrico arbitrario di ordine m + I. 

Se si vuol generalizzare i] problema del Cisotti per un tensore di or- 
dine m qualunque, si ha inizialmente una certa indeterminatezza, che cer- 
cherd ora di chiarire. Partendo da un tensore di ordine m si possono for- 
mare m divergenze, che si ottengono saturando con l’indice di derivazione 
Yuno o l’altro degli indici del tensore assegnato. Viene ora spontaneo di 
generalizzare la (1) imponendo alle m divergenze m—1 eguaglianze. Ma 
come scegliere, in ogni divergenza, la disposizione degli indici liberi ? Or- 
bene, si pud dimostrare che eguagliando tra loro le m divergenze scegliendo 
in ciascuna di esse una disposizione arbitraria per gli indici liberi, il tensore 
resta caratterizzato (almeno per le varieta non euclidee) in modo analogo 
a quanto avviene per m = 2, cioe esso risulta dalla somma di un tensore 
simmetrico arbitrario di ordine m e della divergenza di un tensore emisim- 
metrico di ordine m + 1 pure arbitrario. In conseguenza di ‘cio si deduce, 


(1) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 


(2) J. Dousnorr, Sur les tenseur a divergence unique (« Rend. R. Acc. dei Lincei», 
S50, WAG Walk 2OWIUL, Ds SOx) 

(3) A. Paratini, Sulla divergenza dei tensori emisimmetrici e dei vettori (« Rend. R, 
Istituto Lombardo», ser. II, vol, LXU, p. 281), 


pes eS aie 


il che ¢ immediatamente evidente, che le m divergenze del tensore risultano 
tutte eguali tra loro qualunque sia la disposizione degli indici liberi. 

Per la dimostrazione del mio asserto mi limitero a considerare un ten- 
sore di terzo ordine, allo scopo di non scrivere formule troppo complicate: 
la dimostrazione generale si consegue pero con lo stesso procedimento. 

Sia dunque Y'* un tensore di terzo ordine e sia sottoposto, ad es., 
alle condizioni 


(2) >, Yu ae >: Ye = > Woy 


Merce una derivazione covariante delle prime due divergenze e conse- 
guente saturazione rispetto allindice /, si ottiene 


n n 
ibk ikh 
2 kh Dos: eh) >> Y jis 
© 
od anche, scambiando nella seconda sommatoria lDindice ) con Vindice k, 
ihk von | 
Ss {You— Y jkh{ =O. 


Da qui, per le note formule di inversione per le derivate covarianti se- 
conde, si ha (denotando con a,,», 1 simboli di Riemann) 


n 
Dore ie (qi Yak ath Yist + abt Yi} — 0, 
I 


Le ultime due sommatorie si distruggono a vicenda e resta 


n 


G) Dion Ahk , ig peu Soe 


Con un procedimento analogo, dalla seconda e terza delle (2) si ottiene 


n 
eo Die Bia =O. 
I 


i 

Escluso il caso delle varieti euclidee (per le quali le (3) e (4) sono 
identicamente soddisfatte), poiché le (3) e (4) formano due sistemi di equa- 
zioni lineari ed omogenee, si ricava 


Yi = ¢ Y bey 


con ¢ coefliciente di proporzionalita indeterminato. Ma permutando due volte 
gli indici e moltiplicando tra loro le equazioni ottenute con quella scritta, 
Sl ricava 

Pre Tore quinds “CT, 


ber 5 8 ie 


Si ha percid (scrivendo i invece di ¢) 
(5) Yihk — Ybki — Yhib . 


Il risultato generale, per un tensore qualunque, & questo: ogni compo- 
nente del tensore risulta eguale a tutte quelle in cui gli indici presentano 
una permutazione di classe pari rispetto a quella prescelta. 

Si potrebbe dimostrare che queste condizioni, cioe le (5) nel nostro 
caso specifico, rendono identicamente soddisfatte le (3) e (4); ma a nol 
preme piuttosto rilevare che dal risultato ottenutu si deduce che il tensore 
assegnato € la somma di un tensore simmetrico e di uno emisimmetrico. 

Basta infatti considerar assieme al sistema Y‘*! tutti quelli in cui gli 
indici assumono tutte le permutazioni possibili. Facendo la somma di tali 
sistemi si avra un sistema evidentemente simmetrico, che denoteremo con 
6S, Facendo invece la somma dei sistemi corrispondenti alle permutazioni 
di classe pari rispetto ad ibk e togliendo la somma dei sistemi corrispon- 
denti alle permutazioni di classe dispari, si avra un sistema emisimmetrico, 
che denoteremo con 6X‘. Si vede subito allora che, in virtu delle (5), 
si ha 


(6) Yihk = Sibk se Kid , 


Sostituendo questa espressione di Y nelle (2) risulta immediatamente 
che il sistema simmetrico puo esser qualunque, mentre quello emisimme- 
trico deve soddistare alla condizione 


xi = 


cioe deve avere divergenza nulla. 


I] teorema sopra citato sui tensori emisimmetrici a divergenza nulla ci 
permette di affermare che 


an =>, ee 


se con Er si denota un tensore di quarto ordine emisimmetrico comple- 
tamente arbitrario. 


La soluzione generale delle (2) & quindi 


(7) Yibk — Z2 Sibk = > ie 


Con questa espressione di Y’** & facile constatare che risultano eguali 
tra loro non solo le divergenze che compariscono nelle (2), ma altresi tutte 
quelle corrispondenti ad una disposizione qualunque degli indici, 


eae eV aes 

La soluzione trovata per le varietad non euclidee sussiste evidentemente 
per le varieta euclidee: resterebbe da dimostrare che anche per queste va- 
rieta la soluzione indicata é la pit generale possibile. 

E da osservare che se la varieti assegnata € di terzo ordine (e in ge- 
nerale se m =n) la soluzione non & la (7) perché non esistono in tal caso 
tensori emisimmetrici di 4° ordine. Ma risalendo alla (6) e osservando che 
il pit. generale tensore emisimmetrico X* di terzo ordine a divergenza 
nulla non puo differire che per un fattore costante c dal secondo tensore 
fondamentale ¢*, si ha immediatamente la soluzione valida in questo caso 


Yibk <= Sibk 4 ¢ gibh , 


Matematica (Geometria). — Sulla Geometria proiettivo—diffe- 
renziale dei reticolati piani. Nota di G. Patozzi, presentata“ dal 
Socio G, Fusini. 


1. In una Nota recentissima @) G. Fubini ha completato le ricerche di 
E. Cech sulla Geometria proiettiva dei reticolati piani G), indicando una forma 
(quadratica) che, insieme all’elemento lineare proiettivo di Cech, vale ad 
individuare un reticolato nel gruppo delle collineazioni. 

In questa Nota viene indicata un’altra forma (lineare) che puo sosti- 
tuirsi a quella di Fubini, qualora si convenga di escludere un caso estre- 
mamente particolare di reticolati. 


2. Un reticolato piano (insieme di due famiglie di curve piane tali che 
da ogni punto del piano — o di una conveniente regione di questo — esca 
una curva di ciascuna famiglia con direzioni fra loro distinte) si puo rap- 
presentare analiticamente esprimendo le coordinate proiettive omogenee 
x (= x!;7=1,2,3) di un punto variabile del piano in funzione di due 
parametri w e v, mediante le equazioni 


(1) X= CH, B) 


con la condizione che sia 


(2) KGa, ee, | OM). 


(1) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 
(2) Dal titolo: Sur la Géométrie projective des réseaux plans, « Compositio Mathema- 
tica», t. I. 
(3) V. Fusrni e Cecu, Introduction a la Géométrie projective différentielle des surfaces. 
Paris, Gauthier-Villars. 
ox 5 : 
(Cy) Over xn = Aye Oe er fio |xu,Xv,x| sta a rappresentare il deter- 
ul 
minante di terz’ordine le cui linee si deducono da quella scritta sostituendo successiva- 
mente * con x1,x2,W4%3. 


(4) 


ag 30 ae 


Allora le x date dalle (1) costituiscono un sistema fondamentale di so- 


luzioni di equazioni differenziali del tipo 


Xun = 4Xu + Bxv = px 
(3) Xuv = YXu -- OX + qx 
Xuv = AXu + Dxy 4+ cx 
i cui coefficienti 
Sada with eles 5 B= |xu,Xuu,x|:A, 


PS a nO 3 ae ra eTD 


sono invarianti per collineazioni, ma si alterano, in generale, quando si mol- 
tiplicano le x per una stessa funzione di wu ev, e quando si mutano i pa- 


famett 0 e30 
Precisamente, in corrispondenza dell’una o dell’altra delle trasformazioni 


R= Ox: ee ae) 
A= Ula), 5 - v= vd) 


si trova rispettivamente 


, Pu , 
C= &— 2 —— 5 = 5 e784 
| : B= 8 
(Y= Pe ers 
eee su sh cera Re “prs osees 
fe) d 
— alee t = i? addi Sey 
a—=ku + —,> : = =p i olen =—, — 
, p a (« dai?” dv 
4 — y'2 ey, ” 
ee ; Season ees A ere 
u Vv 
asa , be bul <= Weak) 


ove il significato @,--+,a,-++ & ovvio. 
Se ne deduce che, non solo elemento lineare 


F,  Bdw3 + ydv? 
FF, 80©=s_—s 2 dw” 


(1) Gli altri coefficienti, omessi per brevita, si deducono da quelli scritti sostituendo 
Xun CON Xvy per y,d,q € con Xu» per a,b,c. 
(2) Come si trasformino i coefficienti omessi, non ha interesse per il seguito, 


ma anche la forma 


F, = mdu + ndv + —dlg By, 


I 
m= b——a 
2 


I 
i= 2 ——— 5 

> 2 4) 

é intrinseca ed invariante. 


3. Questa forma F, é indeterminata per i soli reticolati per cui si ha 


) 
Ay ered a nerene F Terme rake aan fale 
ou ov 
le quali, per essere 
alg A dlgA 
Oi =b+« . Tene GE 
si possono anche scrivere 
dlgA lg By dlgA alg By 
3b — EN = = 0 () 
REECE, See Pe ae are g 


Ora i reticolati per cui valgono queste due equazioni sono ©) particola- 
rissimi reticolati asintotici (si dicono asintotici i reticolati ottenuti proiettando, 
da un punto su un piano, le asintotiche di una superficie). Precisamente, pro- 
vengono dalle superficie le cui normali proiettive passano tutte per uno stesso 
punto, e si ottengono assumendo questo punto come centro di proiezione. 
Sicché: soltanto per questi particolarissimi reticolati asintotici ¢ indeterminata la 
forma ¥F, . 

Nel seguito questi reticolati s’intenderanno sempre esclusi; e si sup- 
porra inoltre che sia By == 0, cioe che si tratti di reticolati privi di rette. 


4. Dopo cid, si pud affermare che dato un reticolato (1) 0 un suo 


° ° | = . 
collineare, restano determinate le forme ;* e F,. Inoltre in queste forme 


lexs 
8,7,m,n risultano legate dalle 


(1) Queste esprimono anche che la retta (di Laplace) congiungente i punti xu — bx, 


xy —ax e la retta (chiamata da Cech polare di x) congiungente i punti 3% + 
dlgpy dalgA dlgBy dalgA ae sere Fe é 
———)x x ——2—)x coincidono. Cid é in relazione col 
( ou Ou ee een dv cS 
fatto che la direzione definita da Fy= 0 ¢ quella della congiungente x col punto W@interse- 
zione di dette due rette. 
(2) Cfr, op. cit., § 59. 


— 540 — 


AMuv + 2tuu + 8mom + 4nuim-+ 6(nB)v — 3Bvv —3 Buy — 6BYn =O 


(5) ANuv + 2M + 8nun + 4mon + 6(myY)u— 3Yuu— 3YvoR — 6ybv=0,7 


perche, il sistema (3) essendo integrabile, debbono essere soddisfatte le 
tv — dy + By —ab—c=0 
du — by + By —ab—c=0 
(6) 5 by —Bu—ab + aB — BS + b?—p =o 
| au —Yu— 8a + by —ya + a*—g=0 
po— Ga 66 ap 2 69 _ Ve — 0 
gu—C + 8¢—bg + yp—ac=0 
dalle quali si deducono in particolare le (5), come si vede trasformando le 
ultime due mediante le precedenti. 


: I ‘ 
Orbene, noi vogliamo provare che, viceversa, date le forme E eo 


2 
con B,y,m,n soddisfacenti alle (5), resta delerminato un sistema di equa- 
xtoni (3) completamente integrabile e i cui sistemi di soluziont soddisfano alla 
(2), cioe resta determinato un reticolato a meno di una collineazione. 


5. A tal fine si normalizzino le x ponendo con Cech 


Kites =e 
Mast ahs tet By 


Risulta allora 


eu Au  dlgpy _ 3 lg By 
omens Ou ami ri eH 
pv Av AlgBy _ Sle ey 
Ove é ca ou” 


e poiché, per le (4), 


o lo u - o R’ , 
pee ae ae Ae ea _ eee y 


Ou rf) Ou 
dlg By Pu , , olg B’ y’ 
i Tae a 1 Sa 


sata 
pase lg y , , lg By’ ' 
ag = a b : oh SN ase ena : 


Pertanto, indicando ancora con x le coordinate normali, con che 


le (3) diventano 


( ele By 
| Xun = Sie b) a +- Bxv ++ px 
(8) le B 
cas (° eat ) x0 + ax 
\ Xuv = AaXu 1 bxy + ¢x; 


le prime due delle (6) si trasformano entrambe nella 


0? lo 
(9) C aoe er — by ae By — ab Oy 


le due intermedie rispettivamente nelle 


gby_ _, Sle By : 
| P= bu — Be — 58 2 mae ou Ge tee 


ES alg By dle By . 
| ¢@= aya a Y on + 2by + 2a?, 


(9') 


e le (5), equivalenti alle ultime due, nelle 


Slghy ele by/(,, ele By\ els By (p “227 
Ou? OV + Ou ov (308 Pt a hi Tih Cre N a ou = eet) _ 


— duu — 2buy — 3b (au = 2by) == 3(4B)v — Bov = 2B Yu — 7Bbu = 0 
BIg by , lg OY (4 _ alg ay AG BBY (oa, 3h) +(r2 ey) — 


Ov? ou Ou ov ov Y Ou 


(9"’) 


\ — bey — 2duv — 3a(by + 2a) FP 3(by)u VS 2y¥Bu— Byv =0; 


: oe ® : F F . 
infine, indicando con =’ e ®, le corrispondenti forme — e F,, si ha 


®, F, 


®,  Bdu3 + ydv3 
De 2a ‘ 


ig! Bing h 
OF i bdu + 2 adv. 


Ora, date queste forme . e ®, con 6,y,),a soddisfacenti alle (9’’), 


resta determinato il sistema (8) in cui p,g,c sono dati dalle (9’) e (9), 


(1) Cid vuol dire che delle prime due delle (6) una ¢ conseguenza dell’altra. Ed in- 


dg A alg A 
fatti dall’una si passa all’altra tenendo conto che ¢ en bta , ae +8. 


=) 34a 


€ questo sistema risulta integrabile, poiche per esso sono soddisfatte le (9) 
(9’) e (9’) che sono proprio le sue condizioni d’integrabilita; inoltre se 
le x =x(u,v) ne sono un sistema di soluzioni € soddisfatta la: (2), va- 
lendo la (7) ed essendo (n. 3, in fine) By==0. Siccome pol, per essere 


le nostre forme intrinseche ed invarianti, date cE e F, con B,y,m,n sod- 
2 


—— 


® 
disfacenti alle (5), restano determinate ~* e ®,, essendo 


, 


r) C) 
Ors . Oo, = iy, eee. iu +(Sn + St ae, 
®, es 3 3 
e sono soddisfatte le (9), cosi il teorema enunciato alla fine del numero 
precedente risulta completamente dimostrato. 


6. Per finire osserviamo che: soltanto per i reticolati asintotici la forma 
F, ¢ un differenziale esatto. 

Lo si pud verificare immediatamente in coordinate normali, se si tiene 
presente che by = dy ¢ la condizione di Cech“) caratteristica per i reti- 
colati asintotici. 


Matematica (Géométrie infinitésimale directe). — Sur l’uni- 
cilé du «minimum» de la distance d’un point a un ensemble. Note 
de M. G. VerGnires, presentata’? dal Socio L. Tonettt. 


Le présent exposé consiste en la demonstration de theoremes permet- 
tant d’affrmer que certains points du plan ou de l’espace sont ordinaires, 
relativement 4 un ensemble ponctuel borne E, c’est-a-dire qu’il existe un 
segment unique fournissant le minimum de distance d’un de ces points a la 
fermeture de l’ensemble. 

Pour éviter des longueurs je supposerai acquises les définitions usuelles, 
admises, dans |’étude de la distance d’un point 4 un ensemble, notamment 
par Monsieur G. Bouligand au chapitre XII de Introduction a la géométrie 
infinitésimale directe G) et par Monsieur G. Durand dans sa thése “), 


1. Dans le plan nous ¢tablissons que: 
Tueroreme I. — Soient E un ensemble ponctuel et P wn point de son front e, 
si P est projection de deux points M et M' l'un M situé a la distance e de E, 


Gi) Cis Or Cte, GS 52 

(2) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 

(3) Librairie Vuibert. Paris, 1932. 

(4) «Journal de Mathématiques pures et appliquées», to. X, année 1931, fasc. n. 4, 


ea i Sten 
autre M’ situé d la distance 9’ de E (p =e"), tout point N du triangle MP M’ 
qui nappartient pas au segment MM’ est un point ordinaire qui admet P pour 
unique projection. 

Soit P une projection commune de deux points M et M, l'un Mop 
distant de E, autre M’ 0’ distant de E. Ci et Cg, étant les cercles dappui 
relatifs 4 M et M’, considérons l’ensemble réunion Cf + Ce, de ces deux 
cercles. P et P’ intersection de C{ et Cf sont symétriques par rapport 4 MM’. 

Soit A un point quelconque de MM’, menons AP et considérons le 
cercle Ca", ce cercle passant par P et P’ est tout entier dans CQ } C%. 
Donc Ch” a deux points communs P et P’ avec l’ensemble Ch + Ce dans 
lequel il est contenu. Aucun autre point de Ca” n’appartient 4 ensemble E. 
D’ot C4? est bien le cercle d’appui relatif 4 A. Il en résulte donc que P, 


point commun a E et a Ca” est une projection, de A sur E. Cette pro- 
priété existe pour tout point de MM’. 

Soit N un point quelconque intérieur au triangle MPM’. N se trouve 
sur une projetante d’un point de MM’: AP par exemple. Considérons le 
cercle Cx", ce cercle est tangent intérieurement en P 4 C4” donc n’a en 
commun avec ce dernier que le point P. Or C4” est tout entier inclus dans 
CeCe, 4 fortiori: CNP sera tout entier dans C& i C% avec lequel il aura 
le point P commun. Donec Cx” possédant un seul point P de E sur sa 
frontiére est le cercle d’appui relatif 4 N, il en résulte que N a P pour 
unique projection, donc que N est point ordinaire. 

Cette propriété vraie pour tout point intérieur au triangle MPM’ est 
également vraie pour tout point pris sur MP et M’P entre M ou M’ et P 
Soit m un point pe sur MP; considérons Ci et Cx? (mP <e) ils sont 
tangents en P et Cc”? est tout entier contenu dans Ch c’est—a—dire n’a pas 
dautre point que P en commun avec Ch et, partant, avec E. Cy est le 
cercle d’appui relatif 4 m, et P est Vunique projection de m qui est point 
ordinaire. 


nO sie 


Nous examinerons plus loin le réle du segment MM’. 
Le Théoréme I se généralise aisément dans le cas de l’espace. 


TutoreMe II. — Soient E wn ensemble ponctuel et P un point de son front e, 
si P est projection de deux points M et M’, un M, distant de E, Vautre 
M’e’ distant de E (p= "), tout point N du triangle MPM’ wappartenant pas 
au segment MM’ est un point ordinaire qui admet P pour umque projection, 

Reprenant avec les sphéres d’appui un raisonnement analogue a celui 
du théoréme I, nous voyons que: Si et Stir qui se FONT suivant un petit 

cercle, donnant par leur réunion: Sy + S%, toute sphére Ss" centrée en un 


(1) C& cercle de centre M et de rayon pe. 


re i Dia 
point A quelconque de M M’, est contenue en entier dans l’ensemble Si + See. 
avec lequel elle a en commun le petit cercle intersection de Si; et S%. P est 
contenu dans 6 (A) P est donc une projection de A sur E. Tout point 
N intérieur au triangle MPM’ se trouve sur une projetante AP d’un point 
A de MM’ la sphére SN’ est entitrement contenue dans Sa” avec laquelle 
elle a P en commun, a fortiori: GOP a Seb Ser Siye est la sphere d’appui 
relative 4 N, et P est l’unique point de E qui se trouve sur la surface de 
SN’ donc & (N) est composé d’un seul point P. N, admettant ’unique projec- 


tion P, est bien un point ordinaire. Il en est de méme pour tout point pris 


sur MP et M’P entre M ou M’ et P. 
C. OCEADs 


Ces résultats étant acquis, nous n’aurons aucune difficulté a établir que: 

THeoreme III. — Soient E un ensemble ponctuel et P un point de son front e, 
si P est projection de trois points M,M’,M” qui sont dans Pordre: pe, 9 ,e” 
distants de E(p" =p’ =e). Tout point N non extérieur au tétraédre P M M’ M”’ 
et qui de plus est exclu de Vaire du triangle fermé MM’ M” est un point ordinaire 
qui admet P pour unique projection. 

Conservant les notations du théoreme II nous écrivons que Ja réunion 
des spheres d’appui Si, Sen Se est Sh + cee 1 S&,. Prenons un point A 
quelconque dans la base MM’ M” du tetracdre PMM’M”, je dis que la 
sphere Si” est entigrement contenue dans S$ i S%, +. Sg,,. En effet A se 
trouve sur M, M,, M, étant sur MM’ et M, sur MM” il résulte du théo- 


reme, Il, que: 
c SM Bee Ni? P 


mais 


.M, P M,P 
Su: ce Si + Se ets 3c Sh + Ser 
dou: 


A Pils M, 1%) 6 fae ° a 
OM 6. Cond om: OM -opmer ¢ 


En tenant compte de la relation 
s (ade, i Mm F (anes at 
Sic 4 Siv + Sir + Si = Shi 4 Sie 4 She 
on peut encore écrire: 


M;P +» oM,P oe otmect 
Sie Swi To Seem ow 
dot 


AP ° oe a 
Sa C Sh + Si i Sh 


P est une projection de A. P est une projection de tout point du triangle 
MM’M”. Pour tout point N pris sur AP entre A et P, nous avons: 


NP AP 
Sn S Sa 


(1) & (A) = ensemble des projections de A sur E. 


aan) tae 
et a fortiori: 
NE TQ Q! a a0!" 
See hi + Siv | Sve 


: NP : : . \ AP : 
mais Sy , qui est tangente intérieurement en P a Sa’, est bien la sphere 
dappui relative 4 N, comme elle ne posséde sur sa surface que le point P 
de ensemble E c’est que N est ordinaire et admet P pour unique projection. 


Gr Os kD: 


2. Pour assurer Ja validité des théorémes I et II precedents nous avons 
da exclure le segment MM’, nous allons voir pourquoi. 

Considérons trois cas: 

1" cas: Si M et M’ sont des points ordinaires, tous les points du 
triangle MPM’ y compris ceux du segment MM’ sont ordinaires. 

En effet le point P de l’ensemble E se trouve sur le petit cercle in-. 
tersection de S% et S%. Du moment que M et M’ sont ordinaires c’est 
qu’aucun point de S% i S% autre que P n’appartient 4 E. Un point A de 
MM’ serait de multifurcation si P’ était un point de E, car SA? et S% i 


Sf n’ont que P et P’ de commun. Mais P’ point de S& j S% n’apparte- 
nant pas 4 E c’est que A n’a que P comme projection sur E. Le point A 
est done ordinaire. 

2°" cas: Supposons que M et M’ soient points de multifurcation et 
que E contienne le point P’ symétrique de P par rapport 4 MM’. (@ (M) 
et & (M’) ont deux points communs P et P’). Dans ces conditions P et P’ 
constituent lensemble é (A) relatif a un point quelconque A de MM’, 
puisque le cercle (ou Ja sphere) d’appui correspondant Cr (oa Sa’) passe 
par P et P’ et ne contient pas d’autre point de E. Le segment MM’ est 
alors un lieu de points de multifurcation («), seul le point intersection de 
PP’ et MM’ est un point (6). 

3°"* cas: Si P’ n’appartient pas 4 E,M et M’ peuvent ¢tre l’un or- 
dinaire l'autre de multifurcation ou tous les deux de multifurcation, tous 
les points de MM’ autre que M et M’ sont ordinaires. 

Soit A un point de MM’: Sx’ © S%4S%. Or SA? n’a gueo Piet Ps 
en commun avec Si } Sf, donc Sa” ne peut avoir que P et P’ en com- 
mun avec E. Comme P’ n’appartient pas 4 E, c’est que sur Sa’ il n’y a 
que le point P de E. Donc A est ordinaire. 

C’est pour une raison analogue que nous avons di exclure le triangle 
MM’M"”, on vue d’assurer Ja validité du théoréme III. 


3. Considérons encore les theorémes I ou II. Envisageons le cas ou: 
e’ =e. Notre proposition est une généralisation de l’énoncé suivant de 
M. Georges Bouligand ©), 


(1) Voir G. Bouticann, Introduction a la géométrie infinitésimale directle, p. 93. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVIII. 36 


PAO ee 


Soient M un point et P une projection de M tout point de MP, distinct 
de l'une de ses extrémités, est un point ordinatre. 
Il suffit pour le montrer d’amener M en coincidence avec M’. 


4. Nous pouvons obtenir des théortmes analogues lorsque P est un 
point de l'ensemble E obtenu comme projection commune 4 points (7 fini 
ou 7 infini). 

Considérons 1 points (n fini) situés dans un méme plan et admettant 
une projection commune en P sur ensemble E. Soient M,,M.,-+++,Mzn, 
ces n points. Le plus petit polygone convexe ne laissant aucun de ces n 
points 4 lextérieure de son aire aura pour sommets certains points M,, 
Meise de-M,,9-+., Nia. d autres points de oN, sc, M, pouvant se 
trouver sur le segments My, M,. 

Considérons la pyramide convexe ayant P pour sommet et le polygone 
que nous venons de définir pour base. Nous pouvons decomposer cette py- 
ramide en une somme de tétraédres, au moyen de tous les plans diagonaux 
issus d’une aréte latérale PM). Comme a chaque tetraédre nous pouyons 
appliquer le thtoréme III, nous ¢noncerons que: 


Tutorime IV: Soit P un point de ensemble E obtenu comme projection 
commune a n points M,,M,,+++,Mn extérieurs d E et situés dans un méme 
plan. Considérons le plus petit polygone convexe contenant ces n points et la py- 
ramide de sommet P ayant ce polygone pour base. Tout point non exterieur a la 
pyramide et qui de plus est exclu de laire du polygone convexe considéré possede 
la propriété d’ étre ordinaire. 

Cet énoncé est encore valable dans le cas ot le point P de l’ensemble 
E est la projection d’un ensemble infini de points situés dans un plan. Nous 
considérons, au lieu du plus petit polygone convexe, l’enveloppante convexe 
de ensemble e des points du plan ~ ayant une méme projection P sur 
ensemble E, enveloppante convexe qui peut encore s’obtenir comme réu- 
nion de triangles, dont chacun a pour sommets trois points du front @ co 
réduit relatif 4 E“®, 

En résumé nous pouvons énoncer que: 

a) Si d’un point de E partent plusieurs projetantes non coplanaires, 
il part de ce point de E wne infinité de projetantes dont les directions sont ar- 
bitraires ad Vintérieur d’un demi-céne convexe. 

b) Si dun point de E partent deux projetantes non opposées, il part 
de ce point une infinité de projetantes dont les directions sont arbitraires a Vin- 
térieur d’un certain angle géométrique plan. 

L’énoncé a englobe les théoremes III et IV. 

L’énoncé b englobe les theoremes I et II. 


(1) Voir G. Bouticanp, Introduction a la géométrie infinitésimale directe, p. 106 et 
suivantes, 


a cee 


Matematica. — Sulla risoluzione delle equazioni ricorrenti, lineari d’or- 
dine finito e a coefficienti costanti. Nota di A. Mamprianl, pres. dal Socio 
T. Levi-Crvira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica, — Sw un problema del calcolo delle probabilitd. Nota di 
G. C. Wick, pres. dal Socio G. CasTELNUOVO. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Correnti nei conduttori ed onde associate. Nota 
di G. Peretti, presentata“ dal Corrisp. U. Cisortt. 


Lo studio classico della propagazione di fenomeni elettromagnetici lungo 
fili conduttori € stata esplicitamente fatta per vie diverse, e (per quanto mi 
risulta) nel caso particolare di un’unica corrente propagantesi in un filo®), 
Ma &€ noto come le ricerche di Hugoniot ed Hadamard rendano matema- 
ticamente possibile associare una propagazione ondosa ad un qualsiasi feno- 
meno, individuato da funzioni dei punti dello spazio e del tempo, legate fra 
di loro da un sistema di equazioni differenziali 6). 

Noi faremo applicazione di questa teoria, determinando la propagazione 
ondosa associata ai fenomeni elettromagnetici lungo un sistema di condut- 
tori rettilinei paralleli. Considereremo in un primo tempo, un sistema costi- 
tuito da due soli conduttori percorsi da correnti variabili da punto a punto 
e da istante ad istante, correnti che immaginiamo abbiano ritorno comune 
in un terzo conduttore. Estenderemo poi la soluzione trovata al caso di n 
conduttori paralleli. 

Qualunque sia pero il numero dei fili, le superfici d’onda sono dei piani 
paralleli, normali alla direzione comune dei fili; il fenomeno sara quindi com- 
pletamente individuato quando si sara determinata la velocita di avanzamento. 


(1) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 

(2) Cfr. ad es. ABRAHAM, Theorie der Electrizitat, Lipsia; Giorci, Integrali dell’ equa- 
zione di propagazione ad una dimensione, « Rendic. del Circ. Mat. di Palermo», anno 1928, 
to. LI, p. 265; Freminc, Propagation des Courants Electriques. Paris, 1913. 

(3) Cfr. ad es. T. Levi-Crvira, Caratleristiche dei sistemi differenziali e propagaxione 
ondosa. Bologna, 1931. 


I. 


= SAG 


Sistema differenziale che regge il fenomeno. — Siano fy , 2 i conduttori, 


ro il conduttore di ritorno, che pud essere costituito ad esempio dall’invo- 
lucro metallico che raccoglie i due conduttori, se questi costituiscono un cavo. 
Chiamiamo con: 


g 
oe Pia 


le due correnti. 


le differenze di potenziale di ciascun conduttore rispetto a quello di 
ritorno. 


le resistenze per unita di lunghezza dei due fili. 


le autoinduzioni per unita di lunghezza, che saranno uguali se i due 
conduttori sono simmetricamente disposti rispetto a quello di ritorno. 


la capacita per unitd di lunghezza di ciascun filo rispetto a quello 
di ritorno. 


la capacita di un filo rispetto all’altro. 
le conduttivita di isolamento per unita di lunghezza. 


il coefficiente di mutua induzione per unita di lunghezza fra i due fill. 


Potremo, considerando due circuiti elementari ottenuti sezionando i con- 
duttori con due piani normali alla direzione comune ai fili (che assumeremo 
come asse delle x), scrivere per ciascuno di essi due equazioni, una che dia 
incremento della corrente, l’altra ’incremento delle differenze di potenziale 
relative al tratto dx. Si otterra il sistema seguente: 


ov; On 4 
= Ri; +1,— + M— 
ox eects ot i ol 
Ol, OU; o(v,) =) 
== . | 2 2 
oe Cater ae er 
(2) ee 
(bes 2 Cl, Cl 
—=R,i, +L,—+4+M— 
Ox Dip sat Se ay Wane ay 
Ol, OV, o(v, —V;) 
— ) tae 
ae he ok ay 
Se in questo sistema riteniamo che sia: 
is 0 T™, © 0; EO” oy 0 FS Oe ee 


hanno significato soltanto le prime due equazioni, le quali diventano: 


(2) 


ov : O71 
ass = tINe Ty opie 
Oly OV; 


iek bas 


dalle quali eliminando v, si ottiene: 


Th ee o? Cars 
(3) = = ie ream 


Or? 


che non é altro che l’equazione dei telegrafisti in una delle forme note ©), 


2. Onde associate al fenomeno. — Il sistema (1) che lega le derivate di 
ly y1,,U1,U2. che riterremo funzioni di x e del tempo ¢, & lineare nelle 
derivate prime delle funzioni stesse. Per lo studio che ci proponiamo, ba- 
stera scriverlo mettendo in evidenza soltanto tali derivate: 


| Oi; Ot 280 
i : : 
ot ae ot Ox 
ov OV 
Cc 2 2 sere ts, 
= ae Da aris Ot 
( 
(4) Paci ce: 
Reoy OF <a et 
et OU; ov 
hace Gtogs. 


In esso abbiamo indicato con +++ quei termini che non dipendono dalle 


derivate di 
DB ee ie oes pe pete 


Il generico elemento oy del determinante, il cui annullarsi esprime 
Pequazione differenziale delle varieta caratteristiche ¢: 


EEE ADS ese (u,v ==1,2,3.,4)%. 


Eseguendo il calcolo nel caso nostro si ottiene Vequazione differenziale 
delle varieta caratteristiche sotto la seguente forma: 


ge 05 M fo —p: ) 
— pi O (ce +- C) Po == C po 
(5) EO, 
M fo i Bes Po O —— pr 
0 —p, — Cho (C, + C) po 


Sviluppando ed ordinando i termini si ottiene: 
Gyr (E.G, + CGE CC) Oe — LL.) + ph (C. + OC) + 
+ L,(C, + C)—2MC]— pi=o. 


(1) Cfr. FLEMING, loc. cit., p. 124. 
(2) Cfr. T, Levi—Crvira, loc. cit., p. 13. 


ee ae 
In questa equazione facendo C=o,M=o0,L,=0, Si has 
2 yo 
L, Ore eae te se 


Che é proprio Pequazione differenziale delle varieta caratteristiche re- 
lative al fenomeno individuato dall’equazione dei telegrafisti (3). La relativa 
velocita di avanzamento ¢: 


(es ey 


2 
Po 


L’equazione pit generale (6) pud essere risolta rispetto al rapporto °° 
I 


e quindi la velocita di avanzamento ¢, 


—(L,(C, + C) + L. (C, + C) — 2 MC] + 


4 W{Li(C, +C) +L, (C, + C2 MCP +-4(C, C+ CG; +: CC.) Mies 


fl D(C, Cr CCe SGC Meets 


Po 


avendo tenuto conto soltanto del valore positivo di =}. 
I 


Se, in particolare i due conduttori sono simmetricamente disposti rispetto 
a quello di titorno sara: L, =L, =L,C,; =GQ, = K ela velocita di avan- 
zamento diventa : 


\a| ail [L (K+C)— MC]+)[L(K+C)—MCP-+[K? + 2 CK) (M?— L?) 
(K? + 2 CK) (M?— L?) 


3. Caso degli n condutiori. - Nel caso pil generale in cui si abbiano 
n conduttori, pik uno che chiamerO « zero » per il ritorno comune, consi- 
deriamo il sistema doppio: LijG@,j=1,2-++m), con la convenzione che 
per i =j, La indichi Vautoinduzione relativa al conduttore 7, e per 7==), Li 
indichi l’induzione mutua fra i conduttori i ed j; sara evidentemente: Li; = Lj. 
Indichiamo inoltre con Ci (¢,j7 = 1,2-+++m) le capacita relative ai due 
fili-25 7, con la*convenzioneschersias’ C77 ==C7. Ne vienes che: ee 
Sia anche C; la capacita del conduttore j rispetto a quello di ritorno. 
Perché le equazioni siano pili facilmente interpretabili, indicheremo con: 


1 k= I1j2e-en, levalcorrentiescon: 


nig Ka, 2+-n, Mec aitterenze di poreuzmie. 


Con quanto si ¢ detto, le equazioni differenziali che reggono il fenomeno 
in istudio si scriveranno; 


. Ot) Crys 
Shs eats 
Tae ot ox 
(7) Y=1,2++*n 


aa Os Cad, Ga) = 2, Gri Bethe eos 


avendo come il solito indicato con +++ tutti quei termini che non dipen- 
dono dalle derivate delle 7. 


Gli elementi del determinante delle varietd caratteristiche saranno: 
| me 
Oi = ki Po 


Ok on Li = 


1,R=1,2+¢-n, 


I] determinante sara quindi: 


Pats | EG ance Ba oy —— py O eee O 
ee LiPo 2 ~ Lvrps O aps Sg: O 
Ge Po n2 Po o- + Lian Po O O . pe 
nu 
matt leo © Diaeea Orbis, Oi Gus & Pi Carper Se 
1 =O0. 
O apy . O ars Ce Po De Cpe = C21 Po 
I 
O O pa Oia a UF — Ch, Po sae Chap ayy Cub Po 


Si vede, dalla forma di tale determinante che esso puo essere svilup- 
pato secondo i minori della matrice delle prime n righe, con tale sviluppo 
si ottiene una equazione omogenea e di grado 2n rispetto a px po. Imma- 
giniamo di avere effettuato tale sviluppo, potremo scrivere l’equazione che 
ne risulta sotto la forma simbolica: 


(8) ANG ie bee + IN. ibe p. pee =T) + Ke E; pio i A, ee ne Pate 


zai bh 


In essa abbiamo indicato con A;,T;(i=0,1,2,+++,#) i minori che 
si ottengono sviluppando il determinante stesso, minori che contengono tutte 
quantita note, essendo le A funzioni delle auto e delle mutue induzioni, le 
T’ funzioni delle capacita, in oltre: A, TI, = —1. 

L’equazione (8) ci permette di ricavare un’equazione di grado n defi- 
nente il quadrato della velocita di avanzamento a: 


AT) a2* + A, TV, a2@-2 AT, a2@-) +... +A, T,18@—1 = 0. 


Meccanica. — Derivazione rispetto a un punto e coefficiente di 
dilatazione lineare. Nota di Maria Pastort, presentata’ dal 
Cortisp.,, U7 CisorTr 


In una Nota di questi « Rendiconti » ® il prof. Cisotti, riferendosi a 
un vettore, funzione dei punti dello spazio ordinario, considera uno scalare, 
legato al vettore e ad una direzione, che chiama derivata del vettore rispetto 
a un punto, e definisce monogeni quei vettori per cui tale scalare ¢ indipen- 
dente dalla direzione. 

In una Nota successiva %), riferendosi a uno scalare, funzione dei punti 
dello spazio ordinario, considera un vettore, legato allo scalare e ad una 
direzione, che chiama derivata dello scalare rispetto a un punto. In quest’ul- 
tima Nota ed in altre che la seguono ‘#), stabilisce diverse formole relativa- 
mente agli enti considerati e ne fa alcune applicazioni. 

Nella presente Nota, espressi gli enti considerati dal prof. Cisotti per 
mezzo degli ordinari operatori dell’analisi vettoriale, ne metto in evidenza 
la corrispondente forma tensoriale, che permette di stabilire in modo sistema- 
tico, e con riferimento a coordinate generali, le formole ottenute dal prof. Ci- 
sotti, e rileva qualche circostanza da lui non esplicitamente enunciata. I] caso 
del vettore funzione dei punti di una linea o di una superficie puo essere 
trattato allo steso modo, pur di considerare, invece dei tensori, gli insiemi 
tensoriali, recentemente introdotti dal prof. Finzi‘). 

Mi fermo particolarmente sullo scalare considerato dal prof. Cisotti, 
perche ha il semplice significato meccanico di coefhciente di dilatazione li- 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 

(2) U. Cisorri, Quoziente di vettori e vettori monogeni. Questi « Rendiconti», vol. XVH, 
ser. 6*, 1° sem. 1933, pp. 764-767. 

(3) U. Cisorri, Deduzioni differenziali della definizione di vettori reciproci. Nota I, Ibid. 

(4) Dal titolo della precedente. Note II, III e IV. 

(5) B. Finzi, Equazioni intrinseche della meccanica dei sistemi continui perfettamente od 
imperfettamente flessibili, « Annali di Matematica », ser. IV, to. XI (1932-33), pp. 215-245. 
Cir. anche M. Pasrort, Insiemi tensoriali generati da sistemi assoluti di Pascal-Vitali, questi 


«Rendiconti», ser. 64, vol. XVII, 1932, pp. 621-626 e 1933, pp. 61-66. 


SO Saar 
neare, Ove si interpreti il vettore come spostamento del punto generico di un 
mezzo continuo che subisce una deformazione infinitesima. Questo signifi- 
cato, gia rilevato dal prof. Cisotti sulla forma cartesiana dello spazio ordi- 
nario, continua naturalmente a esser valido anche quando il vettore sia 
funzione dei punti di una linea o di un superficie, senza che sia necessaria- 
mente tangenziale. Soltanto la deformazione infinitesima che subisce la linea 
o la superficie € in questo caso accompagnata in generale da cambiamento 
di configurazione entro Jo spazio ambiente. Il coefficiente di dilatazione li- 
neare non conserva la forma ordinaria, ma contiene un termine dipendente 
dalla flessione della linea o dalla curvatura normale della superficie nella 
direzione considerata. Cio ho gid avuto occasione di notare per le superficie 
in un lavoro in corso di pubblicazione ™. 


dv 
1. — RELAZIONE TRA L’OMOGRAFIA qP E LO SCALARE CORRISPONDENTE. 


INTERPRETAZIONE MECCANICA, 


Essendo v un vettore funzione regolare del punto P, consideriamo lo 
scalare ©); 
dv « dP 
(1) c= RE 
dP? 


dove dw é il differenziale di v corrispondente allo spostamento infinitesimo dP. 


di 


0 
Introducendo lomografia 7p? St ha evidentemente : 


i ae ap 
(2) © = ap [dP] TaP| 


dv 

Vets be CU CtSAGE ¢ 

tae 

E questa formola che esprime il legame tra lo scalare introdotto dal pro- 


pape nes > du 
fessor Cisotti e l’omografia DP 


dv é. 
Ora & noto che all’omografia =, corrisponde il tensore derivato del 


dP 
vettore v3). Consideriamone ad esempio le componenti covarianti: 


(3) Vy/s (js= I 25D 


(1) Presso i « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo», dal titolo: Equilibrio 


di lastre e membrane elastiche. 

(2) Che il prof. Cisorri chiama derivata dal vettore rispetto al punto P e indica col 
simbolo dell’ omografia che porta lo stesso nome (cfr, Cisortt, primo loc. cit.). 

(3) Cfr. B. Finzi, Matrici, tensori, omografie. « Rendiconti del Seminario Mat. e Fisico 


di Milano», vol. V, 1931, pp. 87-105. 


See Dy. hear 
e siano 4” le componenti controyarianti di vers. dP (o parametri della dire- 
zione dP). Si ha allora da (2): 


(4) & = Vy); rh = ay Xr 2S 
con: 

I 
(5) ane = 5 (v,)s ++ Usjr) r 


Tanto la (2) come la (4) dicono che se si interpreta ¥ come sposta- 
mento del punto generico di un mezzo continuo che subisce una deforma- 
zione infinitesima, © rappresenta il coefliciente di dilatazione lineare nella 
direzione dP. La (4) comprende poi come caso particolare la forma carte- 
siana data dal prof. Cisotti ™. 


2. — CASO IN CUI IL VETTORE SIA FUNZIONE DEI PUNTI DI UNA SUPERFICIE. 


Se, anziché supporre il vettore v dello spazio ordinario, lo si suppone 
appartenente ad una varietd riemanniana ad un numero m di dimensioni, 
V,, bisognera nella (4) immaginare gli indici variabili da 1 ad n, anziche 
da 1 a 3 e pensare naturalmente la derivazione covariante costruita in base 
alla metrica della varieta considerata. Nella (2) poi si dovra sostituire 


* 


dw . ae 
’omografia =,-con ]a corrispondente derivata superficiale =, ©. 


dP dP 

Per nm = 2 si avra il caso dei vettori di un’ordinaria superficie. 

Pil interessante é il caso in cui il vettore, pur essendo funzione dei 
punti di V,, appartenga ad uno spazio ad un numero maggiore di dimen- 
sioni, cosi da avere componenti non nulle secondo direzioni normali a V;,. 
Esso sara caratterizzato in V, da un insieme tensoriale. E nella (4), al posto 
del tensore derivato, dovra sostituirsi I’ insieme tensoriale misto derivato del- 
Yinsieme dato. 

Fermiamoci sul caso di una ordinaria superficie, preso in esame dal 
prof. Cisotti nelle Note citate. 

Se w & vettore di S,;, ma funzione dei punti di V., esso sara carat- 
terizzato di V, dall’insieme tensoriale di prima classe “): 


(6) Vp = (ur, 9) (C= 


dove o=v > N é la componente di w normale alla superficie, mentre le 
vy individuano il componente tangenziale w di vw. Poiché lo spostamento 


(1) U. Cisorri, Deduzioni diff. ecc., Nota I, form. (11). 

(2) Cfr. P. Burcarri, T. Boaato, C. Burati—Fortt, Analisi vettoriale generale, vol. lI 
Geometrie differenziali, p. 177. Cfr. pure B. Finzi, loc. primo cit., p. 221, 

(3) B. Fina, loc. primo cit., p. 217. 


> 


/ 
one races 
infinitesimo dP non potra essere che tangenziale, si avra per vers. dP il 
seguente insieme tensoriale : 


(7) Ao = (Ar , 0). 


L’ insieme derivato di (6) €, come e noto“): 
(8) segs oe oe |) 
CAD eee r/s rs > oxs js . 


L’ invariante (4) diviene in questo caso, per (7) e (8): 


+) c= (v,, — obrs) MA = Ey A — < 


dove &s ha lo stesso significato che (5), salva la variabilita degli indici che 
Linge ; I 
é limitata in questo caso ai valori 1 e 2, ed = ¢ Ja curvatura normale 


R 


della superficie nella direzione dP, conformemente a: 


I ee Ors dx" dxs brs dx’ dxs 
ee NN eat ere adie at 


Se in particolare si pone v= N, si ha: 


Ve (01) ? Up;s = (— drs , 0) ; c= — 70 


L’interpretazione meccanica considerata nel n. 1 vale naturalmente anche 
per (4’). E laver supposto w appartenente a S, significa aver preso in con- 
siderazione la pili generale deformazione infinitesima della superficie, com- 
prendente, oltre che la deformazione propriamente detta, anche il cambiamento 
di configurazione entro lo spazio ambiente (flessione) “). Nel caso_partico- 
lare di o = 0, e cioe di vw tangenziale, verra invece conservata la configura- 
zione di V, entro S; , come avviene per un velo teso su una superficie prestabi- 
lita ), Il coefficiente di dilatazione lineare si ridurra al primo termine di (4’) 
e cioé conserverad entro V, la forma consueta (4). Nel caso generale invece ci 


(1) IBIDEM, p. 221. 

(2) Dove le bys sono i coefficienti della seconda forma fondamentale di V2. 

(3) U. Cisorr1, Deduzioni ecc., Nota III, form. (Ge): 

(4) Cfr. M. Pasrort, loc. secondo cit., § 13. Se si tratta del solo cambiamento di con- 
figurazione entro lo spazio ambiente, e cioe di pura flessione, si annulla il tensore doppio 
Es —o bys (che ho chiamato tensore di dilatazione) e non si pud pill parlare naturalmente 
di coefficiente di dilatazione lineare. 

(5s) Cfr. B. Finzi, Sui veli elastici. « Annali di Mat.», ser. IV; *to.. Vy. 1927=28, 


pp- 131-145. 


ac : ; o ’ I ; 
Sara 1n aggiunta il termine — R? che verra a mancare se R = 0), OSSia ‘Se 


la superficie ¢ piana o se la direzione considerata quella di un’asintotica “. 
Confrontiamo ora la (4') con la formola corrispondente data dal pro- 


fessor Cisotti @: 


dv dv v 

t 2 N 

e = —~cos 0 + —— sen 0 —— 

(9) 7s bios ; 
dove ds = |dP|,v,v sono le componenti di w secondo due direzioni tangen- 


I 2 


viali ortogonali fra loro, @ é¢ l’angolo che dP forma con la prima di queste 
direzioni, e l ultimo termine coincide, salvo le notazioni, con |’ ultimo di (4’). 
Se riferiamo V, a una coppia di congruenze ortogonali di parametri A” , 


t 


le componenti intrinseche di e (componenti ordinarie di aw secondo tali dire- 
zioni) sono, come € noto: 
(10) U SUr 

t 


Z 


e i coseni direttori di dP rispetto alle medesime direzioni sono A*2;,. I 


1 


primi 2 termini di (9) danno dunque: 


(11) Vy, AS AE AL. 

t i 
Sostituendo in queste le (10) e facendo Vipotesi che le direzioni delle con- 
gruenze si trasportino per parallelismo superficiale nella direzione dP, e cioé 


che nj. AN s= 05's hak: 


(1 1.) (vr A") rS i" Xt = Vr]s n’ a Ne At — V/s ark r~S Ar G) — Ur)s ING rS 


che coincide col primo termine di (4’). 

Osserviamo che per avere Ja coincidenza con la formola del prof. Cisoiti 
basta supporre che le due direzioni tangenziali, che vengono da lui indivi- 
duate mediante i versori €, e ¢,, siano Ortogonali e si trasportino per paral- 
lelismo superficiale nella direzione dP. Non ¢ invece essenziale che esse siano 
le direzioni principali e che quindi sia nulla la torsione geodetica relativa “. 


(1) Cfr. M. Pasrort, loc. secondo cit., § 13. 
(2) U. Cisorti, Deduzioni ecc., Nota II, form. (37). 


(3) Si tien conto delle note formole: Ar As =adrs , ATAS = ars, 
ii ii 


(4) Alle (32), (33) del prof. Crsorri si giunge infatti, come si vede subito, anche 


I j LS, noe ue 
supponendo ~~ #0, mentre lessere dé, , dé, diretti come N ha appunto il significato di 


trasporto per parallelismo superficiale (cfr. T. Levi-Crvrra, Lezioni di differenziale assoluto, 
Roma, 1925, p. 121). 


ee 


Bice Caso IN CUI IL VETTORE SIA FUNZIONE DEI PUNTI DI UNA LINEA, 


Se si tratta di un vettore appartenente a S;, ma funzione dei punti di 
una linea V,, esso sara rappresentato sulla linea da un insieme tensoriale 
di classe due: 


(12) U5 =(%: 56, B) 
dove v, caratterizza la componente tangenziale di w, o e w sono le compo- 


nenti di w secondo due direzioni normali alla linea. Lo spostamento dP , 
necessariamente tangenziale, sara individuato dall’insieme tensoriale: 


(13) A=. ,0,0). 


Se si fanno coincidere le due direzioni normali con quelle della nor- 
male principale e della binormale e ci si serve delle formole relative al- 
Pinsieme derivato di (12) ®), la (4) diviene: 


o— (v4 —=he 
p 


ten 
con — prima curvatura della linea. E ponendo dxt = ds, si ha la formola 


del prof. Cisotti G:; 
me bE o 


a") Sige easel 


Vale naturalmente anche in questo caso |’ interpretazione meccanica con- 
siderata nel n. 1. E l’aver supposto v appartenente a S; significa aver preso 
in considerazione per la linea la pil. generale deformazione infinitesima, com- 
prendente cioé dilatazione e cambiamento di configurazione entro lo spazio 
ambiente. Al primo termine di (4’’), che rimarrebbe anche se la linea con- 
servasse la sua configurazione in S,, viene in generale aggiunto un altro 
termine dipendente dalla flessione e che manca se la linea ¢ retta, 


A DERIVAZIONE DI UNO SCALARE E DERIVATE SUCCESSIVE. 


Essendo m funzione regolare del punto P dello spazio ordinario, ed 
indicando con dm il differenziale dim per lo spostamento infinitesimo dP, 


consideriamo il vettore “): 


(14) D= dn N 


dP? 


(1) B. Finzi, primo loc. cit., p. 229. 

(2) IpIDEM, p. 232. 

(3) U. Cisort1, Deduzioni ecc., Nota III, form, (29). 

(4) Che il prof. Cisorri chiama derivata dim rispetto al punto P, (Cfr. Deduzioni ecc., 


Nota I). 


cee Was 
Si ha evidentemente : 


p) 
Cus eDe [grand mx sal i | WET = (grand m X vers dP) vers dP “) 


oppure, in forma tensoriale : 
(16) Di = my Ni 


m : 
ee Mediante le (4) e (16) si ottengono facilmente le altre formole 
ON) 


con my; = 
stabilite dal prof. Cisotti, in particolare quelle relative alle derivate successive, 
che sono alternativamente scalari e vettori. I vettori che figurano in (4) e (16) 
vanno pero trasportati per parallelismo (ordinario o superficiale, secondo che 
si considera un vettore funzione dei punti dello spazio o di una superficie) 
per la validita delle formole rimanenti. E con questo vale, in particolare 


l invertibilita dell’ordine delle derivate seconde rispetto agli archi). 


Meccanica. — Sulla propagazione delie onde sismiche. Nota di R. Ernaupt1, 
pres. dal Socio T. Levi—Civita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(Cir Ur Crconmnrmioceultimorclt. needs 
(2) Cfr. U. Cisorri. Nota a pie’ di pagina in Deduzioni ecc., Nota IV. 


eee eas 


Astronomia. — La distribuzione delle stelle nella zona di Ca- 
tania quale risulta dal « Catalogo Astrografico ‘? ». Nota di L. Tar- 
FARA presentata® dal Corrisp. A. BEmporap. 


Per incarico del prof. A. Bemporad, iniziatore insieme al compianto 
prof. A. Ricco del Catalogo Astrografico della zona di Catania, si procedette 
ad una statistica delle posizioni stellari delle zone gia stampate o pronte per 
la stampa. Come gia & stato detto in altra sede) il lavoro del Catalogo 
Astrografico assunto dall’Italia, per la zona tra + 46° e + 55°, volge al ter- 
mine e difatti solo undici parti delle complessive sessantaquattro sono da 
pubblicare di cui due in corso di stampa e quattro pronte. 

Le posizioni stellari contenute nelle cinquantanove parti stampate e pronte 


raggiungono il considerevole numero di ben 


263797 


nelle quali sono naturalmente comprese le stelle ripetute, ossia quelle con- 
tenute in due o pit lastre contigue. Per dare un’idea della precisione rag- — 
giunta nelle posizioni equatoriali e nelle grandezze stellari, comunichiamo i 
seguenti risultati dei confronti delle prime dieci lastre di ciascuna zona (da 
+ 51° a + 53°) colle lastre attigue boreali. 


Errori medi Ni dicctelle 

in A.R. | in Decl. | in Grand,| confrontate 
Zona +519 e +529 fra 6h e 7h . . | £08,030 | #0'’.24 | £OM.05 177 
ese 1-53 Dy DD Dy as 22 24 13 169 
» 53a +54 2) Dy DD . @ 28 22 08 214 
ae lake D> 52) 12.2, 19. ee | 21 35 06 127 
wy abGe AEG hy he Doo 24 Py) 08 gt 
In media da 50 confronti di lastre . . | #0%.025 | #o0’’.25 | £o0§.08 778 


(1) Lavoro eseguito nel R. Osservatorio Astrofisico di Catania. 


(2) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 
(3) Cfr. « XXI Riunione della Societa Italiana per il Progresso delle Scienze » (Romay 


ottobre, 1932). 
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Dal confronto analogo eseguito per 40 lastre delle zone + 47° e + 48° 
(v. Catalogo Astrografico, zona + 48°, 1928, p. XVI) si erano ottenuti rispet- 
tivamente i valori 


0°46 Oo eae uth: 


Eccettuato il secondo valore casualmente identico, gli altri due valori 
della serie attuale sono sensibilmente inferiori a quelli della precedente. 
Cid dipende dall’aver posto a caposaldo delle riduzioni delle lastre boreali 
(da + 51° a + 54°) le posizioni recenti dello Schlesinger (Yale 1v) e il si- 
stema fotometrico di Miss Leavitt (« Harvard Annals », vol. 81). 

Nel corso di questo complesso lavoro, il direttore prof. A. Bemporad 
non ha tralasciato di profittarne per lo studio di altri problemi di grande 
importanza scientifica e cioé quello sulle stelle doppie e quello sulle correnti 
stellari ©, 


Trovandomi in tema di statistica ho creduto utile procedere anche ad 
uno studio sulla distribuzione delle stelle nella zona di Catania. A tal uopo 
si sommarono le stelle contenute in lastre che insieme abbracciavano un’ora 
di ascensione retta e questo computo venne ripetuto per le diverse zone. 
Con le somme cosi ottenute si costrui il grafico riprodotto nella figura 1°, 
dove le ordinate danno il numero di stelle comprese in ciascuna ora di A. R. 
e le ascisse rappresentano le ore fino a 24. Il diverso tratteggio delle curve 
distingue le diverse zone. Si ha cosi un’idea della distribuzione delle stelle 
nella zona di Catania e le curve delle varie zone mostrano un ottimo accordo 
tra di loro, salvo qualche piccola eccezione dovuta ad ammassamenti casuali. 

E assai interessante l’andamento medio di tutte le curve: un massimo 
tra le ore 22 e 23 di A.R. spiegato dal fatto che proprio in quell’intervallo 
la zona di Catania giace per intero nella Via Lattea ed un minimo tra le 
ore II e 12, intervallo della zona di Catania quasi simmetricamente distante 
dai due rami della Via Lattea, Tanto il minimo (di 328 stelle in un inter- 
vallo di un’ora di A. R.) che il massimo (di 5756 stelle) & dato dalla 
zona -+ 54°. 

Un importante lavoro di osservazione sulla densita stellare fu eseguito 
all’Osservatorio di Milano nel 1877 dal compianto prof. Giovanni Celoria @), 
Egli scandaglid visualmente la zona di cielo compresa fra Pequatore ed il 
parallelo + 6° di declinazione e servendosi del cannocchiale Pléssl di soli 
dieci centimetri di apertura, ma di straordinaria chiarezza, contd tutte le 


stelle fino all’11* grandezza, di dieci in dieci minuti di A. R. raggiungendo 
il numero di 200781. 


(1) Cfr. Moti propri e moti orbitali risultanti dal « Catalogo Astrografico di Catania», 
«Rendiconti», vol. XVI, ser. 6°, fasc. 10 € note successive. 
(2) G. Crroria, Sulla distribuzione generale delle stelle nello spazio. « 


pial Memorie della 
Societa degli spettroscopisti Italiani », Appendice al vol. VI, 1877. 
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Numero di stelle per ogni ora di ascenzione retta. 
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44 45° 464 47" 4a ah 20h aah och a3h aah 


Fig, 1, 


La relativa curva (fig. 1, curva a tratto e quattro punti) a differenza 
di quelle della zona di Catania, presenta due massimi e due minimi, anziché 
un massimo e un minimo, ¢ la ragione ¢ semplicissima: la zona compresa 
fra l’equatore e + 6° di declinazione taglia la Via Latiea in due punti (mas- 
simi di densita) e conseguentemente altri due punti si trovano simmetri- 
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camente distanti dai due rami della Via Lattea (minimi di densita). La Zona 
di Catania & quasi tangente al tratto pil boreale della Galassia e quindi la 
zona pit densa di stelle € compresa in quel tratto tangenziale che nel nostro 
caso si estende da 20 a 3 ore circa di A. R. 

Ho pensato che usufruendo del nostro prezioso materiale sulla densita 
stellare e di quello che si potra ricavare dai volumi del Catalogo Astrografico 
pubblicati dagli altri Osservatori, si potrebbe anche indagare sul calcolo 
dei due assi della sezione normale del sistema galattico nella regione piu 
interna, come hanno fatto per altre vie gli astronomi Shapley e Kapteyn; 
ma naturalmente cid non pud farsi, con completo rigore fino a che non 
sia completata la pubblicazione del Catalogo Astrografico. Per ora ho voluto 
provare a ricavare il rapporto tra massimi e minimi di densita per le di- 
verse zone e per le diverse classi di grandezza e mentre per queste ultime 
non si riscontra una sufficiente regolarita, per i rapporti tra massimi e mi- 
nimi vien fuori un andamento assai interessante e cioe il rapporto aumenta 
andando dall’equatore verso il polo nord e quindi si puo concludere che la 
distribuzione delle stelle & assai pit omogenea intorno all’equatore, che non 
nella zona boreale da 45° a 60° di declinazione. La tabella seguente mostra 
con evidenza quanto ¢ stato detto. 


: Minimo Massimo 

Zona n. stelle n. stelle Rapporto 
+ 54° 328 da rrhom a r2hom 5756 da 22h.0m a 22h.48m 17.5 
+ 53° 426 » » » » Gis WY Pe 3 Ba gu 1a 
+ 52° 460 » » » » ee) 3 OO i © 85 
+519 SO) 3) VEO Hil gy ANY Sy AA Aer 3 Be sil 9.7 
e perequando 
+ 54° 328 5756 17.5 
+ 54° +53° j 754 10928 14.5 
+54° +53° + 52° 1214 14837 12.2 
+54° +539 +529 +51° 1724 19802 115 
0° a +6° 951 2491 2.6 (1) 


\ 


Giunto a tale risultato mi @ parso assai interessante fare la medesima 
indagine anche per le altre zone del Catalogo Astrografico Internazionale di 
declinazioni boreali ed ho potuto raccogliere i seguenti dati, avvertendo che 
il massimo di densita € stato sempre cercato in quell’ora di A. R. che cor- 
risponde alla Via Lattea o alle sue vicinanze, mentre il minimo é stato com- 
putato tra le ore 11 e le 12 o tra le 12 e€ le 13 come l’intervallo il pit adatto 
(Vedi fig. 1). Non avendo fatto lo spoglio completo di tutti i Cataloghi, 
come si € fatto per Catania, non si pud naturalmente garantire che i mas- 


simi ed i minimi adottati siano proprio gli assoluti, ma certamente non po- 
tranno scostarsi di molto. 


(1) Dati ricavati dal materiale del CeLorta (v. Nota citata). 


Numero minimo di stelle | Numero massimo di stelle Rapporto 
comprese nell’ intervallo | comprese nell’ intervallo rad 
Osservatorio Zona di un’ora di A.R. dicinvor Gi ACR. ae une 
n. | Intervallo n. | Intervallo aes ie 7 

Algeri . 0°] 1006 | r1h 4m a 12hom) 1769 | 18h om a 18h56m 1.8 peg 
» pit) 33 fat 8 Sy It $671) 16631) 40'12" 19 0 2.0 _ 
» I 960 | II » 1156 | 2811 | 1828 » 1924 2.9 — 
» 2| 727 | t1 4 » 12 0° | 3287) 1832 » 19:28 4.5 3.0 
» 3 | 1139 | [1 O » 1156 | 2864 | 1828 » 1924 Ons 3.5 
» 4| 1252 | It 4 » 12 0 | 2891 | 1832 » 1928 23 3.8 
Tolosa . Hil SOF) Fi Ou > TSG 7 4223, (210 1.0 Lio 56 4.9 4.0 
» | 7 | 724 | 11 8 » 1156 1 3912 | -19-8- » 19 56 5-4 4.l 

x 9] 999 | 11 © » 1156 | 4096 | 19 0.» 19 56 4.1 4.2 

» PE to23 Ci OM eal Om eSH770|| sO Om mm LOlS6 4.4 4.3 
Bordeaux ae D, || TST || TE AL) oe) || GiGi || Ey) AQIS 5.0 4.7 
» We Snare he El. OP SRE SOM) s64r 9890! > TO 56 3.0 43 

» ee SM EOST US Dot sOat ase val OLS oro 56 3:2 4.4 

» TA 713 | Ete Anes OFS 376") 19.4 Moy 20.00, fla 4.3 

» 15 803 | II_-O » 1156 | 2422 | 19 © » 1956 3.0 4.3 

» HG) |) SHAK eG) SONS) I] ley A ay Dor 4.6 52 

» Vyal il67o\ TI 0 ois SO. |. 4408) 19 ©. > 19.56 3.8 5.6 
Parigi Toot O27 |) TiO PPE 56. | 4334. | 19°32 920.28 Sez S02 
eee pe | 20,| 1100 | 1056 » 1152 |10073 | 1928 » 2024 9.2 Gull 

» : eee 20 EAS led == ee T S20 SOO7 LO 4 metas? 6.2 5-4 
Seen es | 21 | O54 Ie EX 6" > 11 565) Ag06-|' 18 28° >» To 24 4.7 5-9 
ao Loar 22 | 1303, | Ii A=» 32 OF) Ag59 | 19°32 T1928 3.8 5.9 
yee hegre 23) | 1058 || 11 O » 1156-4) 5550 | 18-28 » 19 24 5-2 5.4 
DP 5 of og ¢ || DA | Ck | TRVOK = Selene || Wooley || stay o> aiteyrre: 6.8 58 
eo ordmegse a) 258) 10808!) TI Oo IG ft '5745 4-18 28 19.24 Go 3 
» Aes || Way |) wat Hy BD OF | Gtr || sites yy sto) ays) 5.8 5-9 

» eee 2 TZ9G.| TsO, “3 T1. 56) 74TO. | 18.285 19 24 53 6.2 

» eet ae AS || OOO |) TOG sy aegie |) wx || wey 3 SD. 1s) Gy 4.6 6.4 

» Zou L037 AW AT Ao OP LT55:- 128798 cl) 1858. 19 52 8.5 6.4 

» | HO) || Sethe || te yy I AOS IFO) IP) 5) oy Tey f” 6.7 

» oa [31 } 1211 | TI » 11 55 | 9699-18 58 » 19 52 8.0 6.7 
Potsdam : . . | 22a) SS Tale kd oO oP LEST. IN Satan 20 6." 20-55 5.7 Sil 
» Soe 33 FXO) || Sik Ht OSS 1 Geto |) sass Gis) ab SICH? 7.6 6.8 
Helsingfors . . AO He ouleer DO) eT 50 1 2760n 2102 yn 250 6.5 6.5 
» At MASA | uae OU NEP SH Sara 27 os pr 21'S 7.0 6.2 

» 42 Gi || Ie Oy ay see or || Blah | oe oy Sout Ko) am 6.4 

» 43 S93 || ae SS) 50 SS. || Deve, pit te oy aie ys 5.1 6.3 

» 44 Gas || ii @ yy We Koy || asic |r wee) oa Bie Xye 6.1 6.7 

» HGAteeaso Wl TL) 5 CANTUSS BEse7O | 21 §- 3) 2155 VD 6.9 

i 
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Numero minimo di stelle | Numero massimo di stelle Rapporto 

comprese nell’ intervallo | comprese nell’ intervallo —— 
Osservatorio Zona dv umora di Ae dt nora ai Ae pere- 
mass. quato 

i Intervallo n. | Intervallo sao pe: é 

Helsingfors 46°; 406 | 11h om arihsom) 2682 | 22h oma 22h50m 6 6 7.9 
Catania + 51 s10 | 13 0 » 14 0 | 4965 | 22 6 N22 54) 9.7 9-7 
> S ACO Wh Uh 0) >) T2aON 3909 QC] Oe) Gt 0 8.5 10.4 
» 53 426°] “IT On. > 12" 0 |) 5170 22 Gan 22554 aaa 10.5 
» 54 320 | 110" > iz 20 5756 | 22 0 » 2248 sgl 10.6 
Vaticano 55 987 | 11 6 » 1154 10806 | 22 6 » 2254 eevey || Lote 
» 56 | 1306 | 1 © » 12 ©. |10219 | 522) ,0) 902550 7.8 9.9 
» §7 | LIZO Nab 6 8 12 8665 oo >» vt Fea 8.9 
» 58 | 1099 | 11 0 » 12 0 | 6963 Cue, itentalO 6.3 7.2 
» 59 | 1165 | 11 6 » 1154 | 7649 Ou6 a aeO SA 6.6 6.1 
» 60 | 632 | 1056 » 12 0 3587 ie By ay ZI Sou 5.6 
» + 61 741 | 11 4 » 12 8 | 4142 Dae D3 ed: 5-6 4.8 
» 62 772 | 1056 » 12 O 2266 ye a By 2.9 4.1 
» 63 6561 1k 4 » 12 8 |eo7s7 20 ses 4.2 23 
» 64 | 556] 11 6,.> 12 0 | 3404 16 y 8 © 2.6 Sane 
Greenwich 65 OH), || 1G O 2» 1) 265 2) Oya 3.0 1.3 Dal 
» 66 | 192 | 1230 » 1330 DTS 130 » 230 ie 1.9 

» 67 | 227 | 1230 » 1330 322 130 » 230 1.4 1.4 

» 68 | 278 | 1230 » 13 30 410 L204) 280 135 ASS 

» 69 | 425 | 1230 » 13 30 463 130 » 230 Il 1.6 

» 70 | 444 | 1230 » 1330 507 130, >| 2,38 Teh 1.3 

» +71 | 248 | 1230 » 1330 763 F376 230 He! 1.3 

» 72 7 Fal) £2,309. 13.30 542 13 OEIC 2.0 Ling 

x WS Abe 1230 AD.50 376 136 “> "23641 ats 1.4 

» To 200s = Mi Our al2: © 371 jG 3 2 C 1.4 1.6 
» 75 |. 258e), 12.30° 24330 438 030 » 130 vey Ved. 

» AS eye) | LE OD KA © 350 oo » i © 1.9 0.9 
» 76 188 | 1230 » 13 30 402 030 » 130 Psi 1.4 

» 77 | 305 | £230 » 1330 455 O20 ) Hse ing 1.6 

» 78 B55 (ne 42s iy 253 OAD TEAS — 1.4 a7) 
» +79 | 192 | 1220 » 13 20 515 0209) £20 Be7 1.6 

» 80 165 ||) 12/20) 81320 390 020°» -1.20 2.4 Licks 
» 80 129 | 11-0) 4250 353 jm it © PT) 1.6 
» 81 169 | 1220 » 1320 255 O20 20 Te DP 
» 82 WE || 1) CO sy 18 © 176 OC » i © 1.4 oer 
» 83 EYL || IO@) 2d) 11st © 152 on ey 2 10 1.8 1.9 
» 84 yp li Pe Or oy 38} 200 OOs Dy EiaO 2.9 = 
» 85 (SO |) 12 O 13 C 115 oO » Ff 1.9 — 
» 85 Sy | it O 9 1A C TANS oO Ww w-o 1.4 — 
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I rapporti cosi ottenuti (e cioé dividendo il numero massimo di stelle 
comprese in un’ora di A. R. per il numero minimo) furono perequati di 
7 in 7 valori; con i rapporti ricavati direttamente e con quelli perequati si 
tracciarono le due curve riprodotte nella fig. 2* dove sulle ascisse si legge 
la declinazione e sulle ordinate il rapporto tra massimo e minimo di den- 
sita stellare. 


NO ta a ce races a ON PARR USE A AAAI EN AEN ORS SPELL EEL ONE CONUS aN 


LYLE Tak fin Wet Wh YP WoL oe aceasta 


is 


SUELO PVRTRUAMRTUTRER NUT RR ET OREN TROT ER RRON ERR CANNERY 
Deci 0" +8” 10° 15 20 30° 35° 40° 45° 50° S560 65 10° 5° a0" + 85” 


Le due curve (la perequata e quella tratteggiata) vanno soddisfacente- 
mente d’accordo e ci danno un massimo di addensamento nella zona + 54° 
di declinazione per poi, con una rapida discesa da ambo le parti (verso l’equa- 
tore fino a circa + 45° di declinazione e verso il polo fino a circa + 65°), 
ridursi a valori molto pil piccoli per decrescere ancora lentamente verso 
equatore e rimanere costanti verso il polo. 

Noi sappiamo per averlo constatato sulla figura 1*, che il massimo della 
zona + 54° capita tra le ore 22 e 23 di A.R. e quindi in piena Via Lattea 
e questo fatto conferma quanto asserisce l’astronomo olandese Easton e 
cioé che la Via Lattea appare assai pit luminosa nella costellazione del- 
Y Aquila che non in quella del Liocorno che si trova esattamente opposta a 
quella dell’Aquila. 

Per noi perd Ja parte pit luminosa risulterebbe nel tratto un po’ piu 
boreale e precisamente tra le costellazioni di Casstopea e del Cigno, non molto 
discosta quindi da quella indicata dal Easton che del resto soggiunge: « si pud 
dunque conchiudere che il Sole & molto pil vicino a quella parte della Via 
Lattea che traversa il Cigno e | Aquila anziché alla parte contrapposta ». 

Come si vede varra la pena di procedere ad uno studio pil completo 
sulla distribuzione delle stelle basandolo sul ricco materiale che potra rica- 

varsi dai volumi del Catalogo Astrografico pubblicati fino ad oggi da tutti 
gli Osservatori che vi presero parte. Considero quindi questa breve nota 
come un semplice saggio preliminare ripromettendomi di iniziare subito lo 
spoglio di tutti i oluea del Catalogo Astrografico degli altri Osservatori, 
cosi come l’ho fatto per quelli di Catania. 

In conclusione il Catalogo Astrografico, confermando i risultati gia noti 
in massima circa l’addensamento delle stelle in prossimita della Via Lattea, 


(1) Newcoms-ENGELMANNS, Populdre Astronomie. 7. Auflage. p. 756. Leipzig, 1922. 
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porge il modo di conoscere come si comporta detto addensamento lungo 
tutto il percorso della Via Lattea stessa e permette ancora di iniziare anche 
lo studio di condensazioni estragalattiche come quelle rivelate dai massimi 
secondari nella zona + 48° fra 2 e 3 ore, fra 6 e 7 ore ed infine fra 19 
e 20 ore (vedi fig. 1°). 

Mi piace infine far rilevare come i dati ricavati dal materiale d’osser- 
vazione di 56 anni or sono del compianto prof. Giovanni Celoria con un 
modestissimo cannocchiale di soli dieci centimetri d’apertura, coincidano per- 
fettamente per la zona da 0° a + 6° con quelli ricavati dal materiale dei vo- 
lumi del Catalogo Astrografico Internazionale. 


Astronomia. — Orbita parabolica dello sciame meteorico del 
9 ottobre 1933. Nota di L. GraaNetta, presentata“ dal Socio 
G. ARMELLINI. 


1. L’eccezionale pioggia di stelle cadenti avvenuta la sera del 9 ot- 
tobre 1933 dalle 18» alle 22" con un massimo alle 19450 (T. U.) é stata 
osservata in molte Specole dell’ Italia Settentrionale e dell’ Europa. A Roma 
purtroppo siamo stati del tutto impediti, dal tempo piovoso, di osservare 
interessante fenomeno. 

In possesso di numerosissimi dati, espongo in questa Nota il risultato 
del calcolo dell’orbita dello sciame cometario da me fatto, supponendone 
naturalmente V’eccentricita uguale ad uno (parabola). 

Dall’esame di tutte le comunicazioni pervenute al R. Osservatorio del 
Campidoglio ho potuto formare il seguente quadro contenente le coordinate 
equatoriali del radiante fornito dai diversi autori: 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 


TaBELta I, 
N. i ak Osservatore Localita Bibliografia + - 
ee ee ee ee ee 
I | 2680 + 53° E. EscLanGon Mison (Haute Pro- | « Comptes Rendus », 
vence) T. 197, N. 16 (1933) 
2 | 266° 30’ | + 56°30’ | J. Duray . Observatoire de Lion id. 
fase’ [ese] team | : 
Danjon. Observatoire de Stras- | Union Astronomique 
| bourg International, Circu- 
4 | 269° aie laire N. 454 
] VERONNET . id. id. 
ROUGIER id. id. 
5 | 265° + 55° ESErcHor . Tabanac (Gironde) id. 
VOLTA . Osservatorio di Pino | A. N. — Band.’ 250, 
6 | 267° 30’ | + 56° } Torinese N. 5984 
LaccHINI id. id. 
7 | 266° 15’ | + 57° Coccont Como U.A.L, Cire. N. 454 
8 | 263° 45’ | + 55° BERNASCONI Cagno «Coelum », Vol. Ill, 
N. 10 (1933) 
9 | 267° 30’ | + 55° STROMGREN Copenaghen Ui. CirecN. 455 
10 | 2650 + 54° | WITKOWSKI Poznam U. A. L., Cire. N. 452 
II | 2680 45’ | + 52° | KOBOLD. Kiel id. 
12 | 270° + 50° KAISER . Wiesbaden A.N.Bd.250,N.5984 
13 | 265° 45’ | + 56°54’ | NaTANson. Leningrado id. 
14 | 267° 30’ | + 54° =| SCHWIECKER Amburgo id. 
15 | 266° 24° | + $5923’) Soi vascuan i i 
16 2679 4550 oe ‘ en oe Aarhus = 
17 | 265° + 55° Bopa Francoforte s. M. id. 
18 | 2650 + 55° | a Osservatorio di Bonn id. 
19 | 265° + 53° | — Osservatorio di Kiel id, 
20 | 266° 30’ | + 55°30’ | THEILE . Marburg id. 
21 | 266° 45’ | + 48°48’ | ScHOENBERG Breslau A.N.Bd. 250,N. 5986 
22 | 265° + 55° BECKER . Posdam id. 
23 | 2650 =- 55° 30° | MULLER. id. id. 
24 | 267° 30’ | + 55° BEYER Amburgo ; id. 
25} 264° + 51° KIPPER . Sternwarte Tartu id. 
26 | 262015’ | + 51° VAISALA. id. Turku (Abo) id. 
27 | 265° —- 52° LOBERING . Fasendorf id. 
28 | 2640 yoy || a 3h KELLER . Rheinhausen id. 
29 | 265° 30’ | + 53°30’ | HoFFMEISTER . Sonneberg id. 
30 | 2660 ap yak KAMIENSKI . Warschau id. 
31 | 2660 + 56° ALLER Lalin id. 
32° 262° 30° | - 54° ZINNER . Bamberg id. 
33 | 2660 + 55° ELLISON. Observatory Armagh | « The Observatory », 
LVI, N. 714 (1933 
34 | 2650 15’ | + 52°20’ | Dops Eskadalemuir _Obser- id. 
vatory Dumfriesshire 
2) 262% 301 | 55° MILLIGAN . Malta id. 
36 264° 30’ | + 54°30’ | MILLIGAN . Omagh (Ireland) id. 
37 | 266° 15’ | + 55° Ropé&s Ebro Obs. Tortosa id, 


ds 


2. Non avendo elementi giustificativi per dare un peso alle 37 deter- 
minazioni ora riportate, ne ‘ho fatto la media semplice assumendo quindi 
come posizione definitiva del radiante la seguente: 


C= 265° 42" 
St 54° 070. 
L’errore medio, di questa posizione, ¢ risultato rispettivamente per le ascen- 
sioni Aa = + 2’,3, e per le declinazioni AS = + 3,5. 
Cid posto, eseguita la trasformazione in coordinate eclittiche, ho otte- 
nuto per la longitudine A e per la latitudine B i seguenti valori: 
A = 258° 47,9 
= + 77° 24',4. 
Per il calcolo degli elementi dell’orbita parabolica dello sciame ho ado- 


perato il metodo di Oppolzer “ che & uno dei pi. semplici, ed ho ricavato 
i seguenti valori: 


O21 967.0%) 
™ = 10° 35', 4 
B52 
G = 1,019. 


Come controllo dei calcoli fatti, ho adoperato la nota formula: 
i 
q = Wic0st=— 
2 
essendo R la distanza Terra-Sole all’istante dell’osservazione, e v |’ ano- 
malia vera dello sciame, per la quale ho ottenuto il valore: 
Uirars° 26 > Ox 


La distanza perielia q ottenuta sia direttamente che in questa seconda ma- 
niera risulta esattamente la stessa. 


3. La cometa i cui elenienti dell’orbita maggiormente si avvicinano a 
questi teste calcolati per lo sciame meteorico del 9 ottobre 1933 ¢ la Gia- 
cobini-Zinner (1933 c) per cui si ha“): 


Or= 196° 027 
Te =A 
P= 30° 10. 


Gu== 1.000 
ligaset QLUCIORIO Ss a. 


(1) T. p’ Opporzer, Traité de la détermination des orbites des cométes et des planétes, 
pp- 354 e seg. Paris, Gauthier-Villars, 1886. 

(2) British Astronomical Association Handbook for 1933 (da: Uber den Sternschnup- 
penfall vom 9. Oktober 1933, « Astronomische Nachrichten », Bd. 250, N. 5984]. 


Osserviamo che la Terra incontro il 9 ottobre l’orbita di detta cometa; gia 
il Crommelin aveva calcolato (nel 1926) le coordinate del radiante corri- 
spondente allorbita della cometa ed aveva trovato “): 


i Oe 
054° 


valori che sono in ottimo accordo con le coordinate del radiante dello sciame 
meteorico, alle quali io sono pervenuto e che ho preso come punto di par- 


tenza per il mio calcolo. 
Tra gli autori che hanno calcolato gli elementi dell’orbita parabolica 


di questo sciame ho notato fino ad oggi i seguenti: 
Natanson @) il quale partendo dai dati di cui al n. 13 della Tabella I 


ha ottenuto: 


SDF) ee eee 2° ee a eg 0.00. 


Nielsen @ dai dati n. 16: 


Oe] 067102 = taal 9 35°) F-07998 


Schoenberg ©) dai dati n. 21: 


6) 51068" > 173 at == 31° 5G = 0.994; 


Boda G) dai dati n. 17: 


DBC eet = 10752 3555) 3 0.995" 


Hoffmeister %) dai dati n. 29: 


Q= 196° ; m= 184°6 ; i= 24°92 3 g= 0.998. 


A. King poi riporta in « The Observatory »“ ed in « Nature » 6) i 
seguenti elementi ottenuti da Miss S. Sytinskaja di Leningrado : 


ese io OU Ore cr 705,8) «e655: 3. Log = 9999 


senza peraltro indicare le coordinate del radiante usate nel calcolo. 

(1) Cfr. E. Esctancon, Sur la pluie d’étoiles filantes du 9 Octobre 1933, «Comptes 
Rendus», N. 16, 1933. 

(2) Uber den Sternschnuppenfall vom 9 Oktober 1933, « Astronomische Nachrichten », 


Bd. 250, N. 5984. 
(3) Weilere Nachrichten iiber den Sternschnuppenfall vom 9 Oktober 1933, «A. N.», 


Bd. 250, N. 5986. 
(4) The Great Shower of 1933 October 9., « The Observatory », Vol. LVI, N. 714 (1933). 


(5) Meteoric Shower of October 9., «Nature», Vol. 132, N. 3340 (1933). 


Infine gli editori dello stesso numero di « The Observatory » riferi- 
scono la comunicazione fatta da M. Peres, direttore dell’Osservatorio Ta- 
pada di Lisbona, dei risultati ottenuti da Melo e Simas dello stesso Osser- 
vatorio: 


QO= 196° 5 R474 5 fa 35° =) losy — 0.000 
partendo da un punto radiante situato nel quadrilatero formato da B, y, 
E, v Draconis. 


Astronomia. — Sulla variazione della latitudine dell’ Osservatorio di Me- 
rate nel periodo 1928-29 e 1932-33. Nota di G. Ceccutnt, pres. dal Socio 
L. BraNncul. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — La struttura dei fili di cloruro d’argento lavorati 
a freddo e la ricristallizzazione di essi, Nota di V. CactiotTi, 
presentata‘ dal Socio N. PaRRAVANO. 


Recentemente ‘T'ammann ) estendendo lo studio della lavorazione a freddo 
a sostanze non metalliche, ha mostrato per primo che, fra tali sostanze, il clo- 
ruro d’argento si pud lavorare in lamine come i metalli, e come questi, per ef- 
fetto della laminazione, si incrudisce. Con l’elevarsi della temperatura inoltre, 
la durezza e la densita, proprieta da lui studiate e che erano state modificate, 
si rinvengono, riassumendo il valore iniziale. 

Mie parso interessante ricercare réntgenograficamente fino a qual punto 
il meccanismo della deformazione del cloruro d’argento fosse analogo a quello 
che si osserva nei conglomerati metallici e quando e come interviene la ricri- 
stallizzazione. L’interesse della ricerca era accresciuto inoltre dal fatto che, no- 
nostante tutti gli studi finora eseguiti sui metalli, non siamo ancora in grado 
di stabilire con sicurezza quali siano le proprieti che, modificate dalla lavora- 
zione a freddo, riprendono le loro iniziali caratteristiche*durante il periodo di 
«rinvenimento » propriamente detto e quali quelle di natura reticolare che si 
modificano con la «ricristallizzazione»: soltanto uno studio sistematico ed 
esteso pud permettere di giungere a una classificazione di tali proprieta e spie- 
gare la vera natura della deformazione plastica. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto Chimico della R. Universita. di Roma. 
(2) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 
(3) Tammany, «Die Naturwissenschaften », 51, 958 (1932). 


In questa Nota riassumo in breve i risultati di ricerche sullo studio della 
struttura dei fili di AgCl, della loro ricristallizzazione e delle variazioni di du- 
rezza provocate dalla deformazione meccanica, ricerche che saranno comuni- 
cate per esteso altrove. 

Il sale € stato preparato precipitandolo da una soluzione di nitrato (20 gr. 
in 400 cc. d’acqua) con HCl2N in lieve eccesso. Il prodotto lavato ed essic- 
cato a 115°, era fuso in tubo di vetro Pyrex e raffreddato. 

Le lamine sono state preparate con un comune laminatoio, fino ad un 
grado di lavorazione del 70°/, e del 90°/,; mediante une comune filiera si 
sono poi preparati dei fili con un grado di trafilatura del 92°/, circa. 


Lamine e fili sono trasparenti; 1 fili piu: sottili che si sono preparati hanno 
diametro di 0.2 mm. Lo studio della struttura si ¢ eseguito col metodo gia in- 
dicato in un precedente lavoro“), che si basa sui principi teorici dati da Po- 
lanyi® per Vanalisi della struttura fibrosa. 

Per il caso speciale dei fili, il metodo ¢ molto semplificato; come ha 
mostrato Glocker), gli indici dell’asse fibroso, nel caso di sostanze cubiche, 
possono facilmente ricercarsi, se, ad es., sull’anello dell’ottaedro o su quello 
del cubo appare, per ognuno di essi, almeno un punto di massimo anneri- 
mento (punto di cumulo). 


(1) V. Cacuioti e G. Sacus, « Metallwirtschaft », XI, 1, 1932. 
(2) Poranyl, « Zeitschr. f. Physik», 17, 42, 1923. 
(3) Grocker, Materialpriifung mit Réntgenstrahlen. Berlin, 1927, p. 311. 
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Le fotografie sono state eseguite con anticatodo di rame (35 KY: 10 MA; 
4 ore di esposizione; 43 mm. di distanza del preparato dalla lastra), dispo- 
nendo J’asse della fibra nel senso verticale e, facendo ruotare il preparato. 

Se si osserva lo spettro riportato nella fig. 1, che corrisponde a quello 
di AgCl appena preparato, si pud rilevare che gli anelli (111) interno, e 
(200) esterno, i soli che si trovano nella figura, sono interrotti e cid & indizio 
di orientamento dei granuli; ma non si hanno punti di massimo annerimento 
molto evidenti, come si verifica, invece, per i metalli deformati. Percio la 
struttura fibrosa, almeno nella trafilatura del materiale a freddo e nelle con- 
dizioni in cui io ho operato, non é molto sviluppata. 


@ Asse sisgoso [io] 
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Un confronto, pero, tra lo spettro ottenuto e le posizioni dei punti di 
massima intensita calcolate in fig. 2 per i vari casi di orientamento, ci fa esclu- 
dere una disposizione dell’asse fibroso parallela agli assi [110] e [112]; ¢ molto 
pit. probabile, invece che la maggior parte dei cristalliti sia orientata secondo 
lasse [100], che una parte di essi sia orientata secondo [111]. La mancanza 
dei punti di annerimento molto netti e la grande estensione delle macchie 
esistenti puo anzi far pensare a una struttura fibrosa doppia: il doppio orien- 


Le 
tamento renderebbe conto della mancanza di punti di cumulo ben pronunziati. 
Se poi si aggiunge la dispersione dei cristalliti intorno alla direzione di orien- 
tamento e la inomogeneita della deformazione sui vari strati, deformazione che 


é minima alla superfice, possiamo comprendere la difficolta di una interpre- 
tazione esatta. 


E pero la maggior parte dei cristalliti € sicuramente orientata con l’asse 
[100] secondo la direzione della fibra nella struttura di ricristallixxaxione, come 
risulta da un confronto fra le fig. 2 e 3, fatta questultima dopo ricottura dei 
fili a 250°. Ora é molto raro che i fili abbiano una struttura di ricristalliz- 
zazione diversa da quella di trafilatura e tra 1 metalli pit coniuni solo il rame 
& quello fa sicuramente eccezione. E difficile infatti che nella ricristallizza- 
zione possano intervenire orientamenti forzati pi di quanto si verifica sotto 
Vazione dello sforzo meccanico; e in generale, prima che si giunga alla strut- 
tura disordinata, che interviene a temperatura molto alta, si passa per uno 
stadio durante il quale i grani di nuova formazione si accrescono mantenendo 
Vorientamento corrispondente alla struttura iniziale e mostrano tale struttura 
pil. netta e pit’ evidente. 
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La coincidenza dell’asse [100] con |’asse della fibra nella struttura di 
ricristallizzazione del cloruro d’argento pud essere dovuta ad un accresci- 
mento dei germi di nuova formazione nella direzione dell’asse fibroso, con 
la scomparsa di ogni altra possibile orientazione esistente nel filo. 


Ho voluto studiare quale influenza ha il grado di lavorazione nella tem- 
peratura di rinvenimento della durezza delle lamine di AgCl, e quale influenza 
hanno le aggiunte che formano cristalli misti sulla lavorabilita del sale. I ri- 
sultati delle ricerche saranno esposti altrove per esteso. Si osserva pero che 
la temperatura di rinvenimento della durezza diminuisce col crescere del grado 
di lavorazione: da 200°, a un grado di lavorazione del 30°/,, si abbassa a 
180° per un grado di lavorazione del 70°/o. 

I cristalli misti con 0.01°/, di CuCl inoltre hanno perduto completa- 
mente la Javorabiliti, mentre, almeno nelle condizioni in cui io ho operato, 
il cloruro d’argento & ancora laminabile quando contiene 1.25°/. di NaCl 
e 0.25 °/, di LiCl. Questi sali inoltre abbassano la temperatura di rinveni- 
mento della durezza: con 0.5 °/. di NaCl, la durezza rinviene a 150°; e con 
0.25% dimLiGira 1602s 


Chimica. — Struttura fibrosa in reticoli ionici. Nota di G. R. Levi 
e M. Tapet“, presentata ® dal Socio N. PaRRAVANO. 


La struttura fibrosa dei metalli per trafilatura e laminatura € da molti 
anni oggetto di intenso studio come uno di noi ebbe gia occasione di far 
rilevare nel 1927). Alle gia citate pubblicazioni di carattere riassuntivo 
possiamo aggiungerne una pil recente“, ma non possiamo dare un elenco 
delle monografie, anche solo delle pi importanti, apparse in questi anni 
per il loro numero elevatissimo. 

Nessun autore ha pero finora preso in esame la formazione di strutture 
fibrose in reticoli ionici mediante azioni meccaniche dei tipi usati per i 
metalli: queste ricerche presentano esclusivamente interesse teorico e non 
& facile avere sostanze adatte allo scopo. 

Ricordiamo che recentemente W. Jansen“) ha esaminato numerosi 
ageregati naturali a fibre parallele studiando diversi minerali di differente 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(2) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 

(3) G. R. Levi, « Atti Sindacato Fascista Ingegneri di Milano», fasc. I, 1927. 

(4) G. L. Crarx, Applied X-Rays, 2° ed., 1932. 

(5). «Zo fKristalls Alm. 665 171s 19933 


aa ore 
provenienza allo scopo di ricercare quando la regolarita esista, trovando 
differenze fra diverse localita per uno stesso minerale p. es. celestina: gene- 
ralmente si tratta di reticoli complessi ed in ogni caso di minerali per i 
quali non sappiamo nulla di preciso sulle cause che hanno determinato la 
formazione della struttura fibrosa. 

Pure in questi ultimi tempi Hans H. Meyer“) studiando le lastre dis- 
seccate di gelatina al bromuro d’argento ha riscontrato un orientamento di 
questo secondo il piano 111 parallelo a quello della lastra e per lastre 
ultrarapide un orientamento contemporaneo secondo diverse direzioni; 
Pautore osserva perd che anche la sola gelatina disseccata presenta una 
struttura fibrosa per cui non é possibile qui scindere la reciproca influenza 
dei due prodotti gelatina e bromuro. 

Abbiamo ritenuto che il problema dello studio della struttura fibrosa 
in reticoli ionici dovesse essere considerato nel modo pil. analogo possibile 
a quello seguito per i metalli e le loro leghe cercando sostanze di semplice 
struttura reticolare e di proprieta adatte allo Scopo. 

Nelle prove preliminari di trafilatura si sono dimostrati particolarmente 
adatti il cloruro e bromuro di tallio che si lasciano trafilare facilmente a 
temperature inferiori ai 100° e a pressioni inferiori alle 2.000 atm.: tuttavia 
questi prodotti non hanno rivelato struttura fibrosa: in TICl abbiamo osser- 
vato delle nuove linee in un fotogramma di Debye che mostrano Pesistenza 
di una forma polimorfa instabile non ancora conosciuta: dopo alcune ore 
dalla trafilatura tali linee erano perd completamente scomparse rimanendo 
solo quelle proprie della forma nota di TICI: Vautotrasformazione pud 
spiegare |’insuccesso nel tentativo di realizzare una struttura fibrosa ed a 
ragione analoga si puo anche attribuire il comportamento di TIBr che 
pure non ha dato buon esito. TII non & stato sperimentato a causa del suo 
poliformismo accompagnato dal basso grado di simmetria di una delle forme. 

E da notare che TICI e TIBr relativamente fragili e duri a tempera- 
tura ordinaria acquistano a temperature di poco superiori all’ambiente sotto 
pressione una notevole plasticita: abbiamo cercato di esaminare l’interno 
dei trafilati riducendone con prolungata azione dell’acqua calda il diametro 
ma non si é rivelata ugualmente alcuna struttura fibrosa. 

Uno spiccatissimo orientamento fibroso hanno rivelato invece imme- 
diatamente AgCl e AgBr: abbiamo qui esperimentato anche Agl in consi- 
derazione del fatto che entrambe le forme poliforme sono semplici; Agl si 
trafila bene a 75° e a pressioni intorno alle 3.500 atm. ma come é noto 
in queste condizioni il punto di trasformazione resta cosi fortemente abbas- 
sato per cui si trafila una forma labile che immediatamente si ritrasforma 
a pressione ordinaria: la grande fragilita del preparato e l’assenza di ogni 
orientamento caratteristico sono in relazione con questo fenomeno. 


(1) «Ann. Physik», 4, 86, p. 325. 


AgCl e AgBr invece non hanno rilevato fortunamente forme polimorfe 
anche operando a temperature pil elevate e a pressioni notevoli: le figg. 1 e 2 
mostrano infatti una tipica struttura fibrosa; la fig. 1 si riferisce ad AgCl 
che é stato trafilato a 230° e 3.400 atm. dando un trafilato translucido assai 
flessibile e resistente al tempo stesso come risultera dalle prove di trazione 
sotto riportate; la fig. 2 si riferisce ad AgBr che si ¢ Jasciato trafilare a 
temperatura notevolmente inferiore (170°) e ad una pressione dello stesso 
ordine di grandezza (3.500 atm.) dando un trafilato un po’ meno translucido 
del precedente, colore ambraceo e ugualmente trasparente. Si noti che 
entrambe queste trafilature sono realizzate oltre 200° al disotto dei rispet- 
tivi punti di fusione dei sali a pressione ambiente. 


Fig. 1 


Fig. 3 hone aflen4 


Esaminando le figg. 1 e 2 si nota una assenza di simmetria nella 
ruttura fibrosa che fa pensare ad una inclinazione di parecchi gradi 
dell’asse di orientamento cristallino rispetto a quello di trafila. L’ interpre- 
tazione diretta di questi fotogrammi é assai malcomoda; riducendo invece 
opportunamente la sezione dei preparati si ottengono degli orientamenti 
coincidenti per i due assi. 


=r 

La riduzione dei diametri dei trafilati di AgCl é stata realizzata con 
soluzioni diluite di ammoniaca a freddo; per quelli di AgBr si € adoperata 
ammoniaca concentrata e calda; avendo cura di tenere agitata la soluzione 
la diminuzione del diametro risulta omogenea nei diversi punti e si realizza 
una riduzione della sezione ad 1/3 del valore iniziale in poco piu di mezz’ora 
in entrambi i casi. Se la riduzione della sezione & eseguita in maniera 
ridotta si nota una minore inclinazione fra i due assi ma non la coinci- 
denza come abbiamo potuto verificare con diversi fotogrammi che non 
vengono riportati per brevita. La fig. 3 mostra la struttura fibrosa caratte- 
ristica del tipo ben noto nei metalli ed una perfetta coincidenza fra i due 
assi; si riferisce ad AgCl: la fig. 4 é la corrispondente di AgBr che ha 
subito una riduzione proporzionale al precedente nella sezione iniziale di 
trafila. Ci siamo assicurati che per entrambi i preparati l’ammoniaca fun- 
zionasse solo da dissolvente e non restasse combinata al prodotto solido: 


riteniamo di poter attribuire questo comportamento alla grande compattezza 
dei preparati. 


slrati 


Le figg. 3 e 4 si dimostrano assai differenti anche ad un esame som- 
mario, saltano subito all’occhio le numerose zone esistenti per la prima ri- 
spetto alla seconda. Riportiamo nelle figure schematiche 5 e 6 idiagrammi 
che teoricamente si calcolano nel caso che AgCl si orienti secondo l’asse 111 
(fig. 5) e AgBr secondo l’asse 100 (fig. 6). La coincidenza fra i fotogrammi 
osservati e quelli schematici appare subito evidentissima; faremo alcune 
osservazioni che confermano la nostra osservazione che per AgCl si é in 
presenza di un orientamento esc/usivamente secondo 111 mentre per AgBr 
Vorientamento @ esclusivamente secondo 100; insistiamo su questo punto 
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tanto pi che & ben noto che nei metalli, per la maggior parte dei casi, 
si hanno spesso almeno due assi di orientamento contemporaneamente. 

Per AgCl l’assenza di orientamento 100 risulta dalla mancanza sull’equa- 
toriale della (240) e della (400), l’assenza di orientamento rro risulta dalla 
mancanza pure all’equatore di numerose facce: (311) (222) (400) (331) 
(333): aggiungeremo inoltre che tutte le interferenze calcolate nel diagramma 
schematico della fig. 5 si ritrovano nel fotogramma della fig. 3 non solo 
per l’equatore ma anche per gli strati successivi. 

Per AgBr l’assenza di orientamento 111 risulta evidente dalla mancanza 
degli strati successivi caratteristici per tale orientamento, cosi dicasi per 
Y orientamento rr1o il che si ¢ accuratamente constatato da misure micro- 
fotometriche di confronto della intensita delle facce 220 e 240 che  uguale 
per un fotogramma di polvere di AgBr e per il fotogramma della fig. 4 
mentre nel caso di orientamento anche parziale secondo |’asse 110 si avrebbe 
dovuto avere un aumento in intensita della 220 rispetto alla 240: lo schema 
della fig. 6 si accorda perfettamente col fotogramma riprodotto in 4. 

Il comportamento di AgBr alla trafila e normale; la faccia 100 é in- 
fatti quella di sfaldatura per tale tipo di reticolo cristallino e i piani corri- 
spondenti per il loro massimo valore di distanza e per essere formati di 
ioni misti + e — hanno la maggior tendenza allo scorrimento: una spie- 
gazione del fatto che questo comportamento manchi nel cloruro potrebbe 
essere ricercata nella maggiore densita dei piani 111 di Ag che risulta per 
per la minor differenza dei diametri degli ioni Ag e Cl di confronto a 
quella dei diametri degli ioni Ag e Br; tuttavia ci saremmo aspettati che 
le forze ioniche avessero la prevalenza e che i due prodotti si comportas- 
sero nello stesso modo. Conclusioni di ordine generale non si hanno an- 
cora per i metalli pur tanto studiati, e perciO & assai prematuro fare osser- 
vazioni generali in argomento. 

Prove di carico di rottura. - Abbiamo eseguito sui campioni sopra esa- 
minati delle prove comparative di misura dei carichi di rottura: i risultati 
sono qui riassunti 


diametro in mm. Kg per mm2. 
I AgCl 1,04 4,71 
2 AgCl 0,84 5,05 
3 AgCl ricotto 1,08 fragile non misurabile 
4 AgBr 1,50 3,10 
5 AgBr LJ 3,20 
6 AgBr ricotto 1,50 2,05 
7 TIBr 1,50 2,20 


8 TIBr_ricotto 1,50 1,45 


gS Lares 

Queste prove mostrano che TIBr, forse per Passenza di struttura fi- 
brosa, e malgrado la sua discreta flessibilita e durezza, ha un carico di 
rottura relativamente piccolo e ancor minore dopo ricottura (3 ore a 300°). 

Il confronto dei trafilati di AgCl(r) e AgBr (4) é interessante: il mag- 
gior carico di rottura del primo potrebbe attribuirsi al diverso asse di orien- 
tamento. Confrontando i campioni 1 e 2 di AgCl e 4 ¢.§ di AgBr, che 
Si riferiscono rispettivamente ad uno stesso trafilato, si deduce che vi é un 
netto aumento del carico di rottura quando, diminuendo la sezione per dis- 
soluzione della parte superficiale, si ha un preparato esattamente orientato 
secondo |’ asse di trafila. Il fenomeno appare pili spiccato per il cloruro che 
per il bromuro ma dello stesso ordine proporzionalmente ai carichi di rottura. 

L’esame dei trafilati 3 di AgCl e 6 di. AgBr si riferisce a campioni 
ficotti 3 ore a 300° in tubo chiuso; mostra, come per TIBr, una forte 
caduta del carico di rottura, i prodotti diventano quasi fragili con un com- 
portamento del tipo gia noto per i metalli. 

Un esame comparativo pil delicato e piu interessante si avrebbe da 
misure di conduttivita su fili a struttura fibrosa e non fibrosa: difficoltd no- 
tevoli si hanno pel fatto che in fili sottili di 1 mm. di sezione si hanno 
resistenze dell’ ordine di qualche megaohm per cm. di lunghezza, e che in 
conseguenza le misure ne risultano poco precise; occorre Operare a tempe- 
ratura ordinaria per evitare facili processi di ricristallizzazione. Con sezioni 
maggiori si ha un pit difficile controllo ai raggi X, e l’orientamento a strut- 
tura fibrosa risulta incompleto. Le ricerche in questo senso verranno tuttavia 
proseguite in considerazione dell’ interesse che presenterebbe lo studio della 
variazione di conduttivita in funzione dell’orientamento dei piani cristallini 
rispetto all’asse del filo conduttore. 

Le prove di trafilatura a caldo sono state eseguite nei laboratort della 
Soc. Ital. Pirelli, quelle di resistenza nel laboratorio prove materiali del 
R. Politecnico. 


Riassumendo: 


Sono state ottenute per la prima volta strutture fibrose in reticoli ionici. 

Le prove su TIC] e TIBr hanno dato esito negativo per la comparsa 
di forme polimorfe: cosi dicasi per Agl. 

Le prove su AgCl e AgBr hanno rivelato alla trafilatura sotto forti 
pressioni (3.400 a 3.500 atmosfere) una nettissima struttura fibrosa. 

AgCl si orienta secondo I’ asse di fibra 111 in modo completo, e AgBr 
invece secondo l’asse di fibra 100, pure in modo completo. 

L’inclinazione dell’ asse di orientamento rispetto a quello di trafila é 
notevole per le parti esterne del filo, ma nell’interno di esso si annulla. 

Sono state eseguite prove di carico di rottura dei diversi preparati: per 
la ricristallizzazione I’ effetto é dello stesso tipo di quello noto per i metalli, 
mentre l’orientamento ha un’ influenza assai maggiore. 
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Biologia. — Sulla presenza di glicogene nel fegato di giovani 
larve di Anfibi anuri ©. Nota della dott.ssa ROMILDE FARAGGIANA, 
presentata® dal Socio L. Gracomint. 


Nei mammiferi il glicogene epatico appare, come si sa, ad uno stadio 
della vita fetale quasi fisso per ogni singola specie. Secondo Aron), quando 
nel fegato si inizia la funzione glicogenica, nel pancreas si differenziano le 
prime isole del Langerhans di tipo definitivo e contemporaneamente scom- 
paiono le isole eosinofile del Laguesse. L’A., considerando appunto come 
indice dell’entrata in funzione del tessuto endocrino del pancreas la comparsa 
del glicogene nel fegato, afferma che le sole isole funzionanti sono quelle 
definite del Langerhans. 

Alla medesima conclusione l’A. é giunto per gli Uccelli e per gli An- 
fibi, dei quali ultimi io mi occuperd particolarmente in questa mia Nota. 
Nelle larve di Rana temporaria, Rana esculenta e Bufo vulgaris si osserve- 
rebbe, secondo |’A, una concomitanza simile a quella notata nei Mammiferi: 
precisamente all’inizio della metamorfosi le isole primarie (che qui sono 
rappresentate da piccoli gruppi di cellule ricche, in alcune specie, di pigmento 
e con scarso citoplasma) si trasformerebbero in isole di tipo adulto (con cel- 
lule pit. grandi e mancanti, quasi del tutto, di pigmento), mentre apparireb- 
bero nel fegato le prime tracce di glicogene. 

Nel corso di ricerche da me compiute sull’ istogenesi delle isole del 
Langerhans nelle larve di Anfibi anuri, delle quali gia ho dato uua prima 
notizia “), ho voluto riprendere in esame il momento dell’ insorgenza della 
funzione glicogenica del fegato in rapporto alle variazioni strutturali del 
pancreas. 

Nelle stesse specie studiate da Aron (R. temporaria e R. esculenta) e 
inoltre in R. agilis ho notato la presenza di glicogene “) nel fegato in stadi 
notevolmente anteriori alla metamorfosi ®. In R. agilis il glicogene com- 
pare nel fegato di girini di circa 16 mm. di lunghezza totale (lunghezza 


(1) Ricerche eseguite nell’ Istituto di Anatomia Comparata dell’ Universita di Torino. 

(2) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 

(3) Aron M., Recherches histophysiologiques sur le fonctionnement et les corrélations des 
glandes endocrines émbrionnaires chez les Vertébrés. « Bull. Biol. de la France et de la Bel- 
gique», to. LXV, 1931, fasc. 4, p. 438. 

(4) Faracoiana R., Prime ricerche sulla istogenesi delle isole del Langerhans nel pan- 
creas degli Anfibi, « Rendic. R. Acc. Naz. Lincei», vol. XVI, fasc. 5, 1933. 

(s) Ho usato, per mettere in evidenza il glicogene, il metodo di Langhans. 

(6) I girini erano raccolti direttamente dagli stagni o allevati in Laboratorio senza 
che si potessero notare differenze tra gli uni e gli altri. 
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rostro—anale 5-6 mm.) ben lontani ancora dalla metamorfosi, poiché questa 
si inizia normalmente verso i 35 mm. di lunghezza totale (lunghezza rostro— 
anale circa 13 mm.) “, In R. temporaria e R. esculenta VY inizio della funzione 
glicogenica del fegato & pure precoce, in quanto si trova gia una notevole 
quantita di glicogene in girini di 15 mm. di lunghezza totale (lunghezza 
rostro—anale 5 mm.) @. Esso si trova, in tutte le specie studiate, accumulato 
specialmente intorno al nucleo della cellula ed & variamente distribuito nelle 
diverse zone della ghiandola. In questo periodo di sviluppo (15-16 mm. di 
lunghezza totale) in tutte le specie di Rana da me studiate sono presenti nel 
pancreas, quali uniche rappresentanti della ghiandola endocrina, delle piccole 
isole costituite da cellule povere di citoplasma e, in R. agilis e in R. tempo- 
raria, cariche di pigmento. 

Gia Aron, nelle specie da lui studiate, aveva descritto isole di questo 
tipo nello stesso periodo di sviluppo larvale. Ma tuttavia A ammette che 
tali isole non siano ancora funzionanti, poiché secondo i suoi reparti, il 
glicogene comparirebbe nel fegato soltanto all’ inizio della metamorfosi, quando 
le cellule insulari aumentano di volume e di numero e perdono il pigmento 
(nelle specie che prima lo presentavano). Secondo le mie osservazioni invece, 
dato che il glicogene compare assai prima, le isole sarebbero gid funzionanti, 
in uno stadio notevolmente anteriore alla metamorfosi, quando sono ancora 
costituite da poche cellule, di piccole dimensioni, e possiedono, in alcune 
specie, grande quantita di pigmento. 

A conclusioni pressoché simili € giunta Benazzi—Lentati ) che ha stu- 
diato nel Topo (Mus musculus) il momento dell’insorgenza della funzione 
glicogenica del fegato in rapporto con la struttura istologica delle isole. Tale 
A. ha anche osservato che in questa specie le isole primarie del Laguesse 
mantengono per brevissimo tempo la loro caratteristica eosinofilia e prima 
di assumere la struttura tipica dell’adulto, passano per uno stadio di organiz- 
zazione intermedio tra quello delle isole del Laguesse e quello delle isole 
del Langerhans“). Tali isole di tipo intermedio (isole primarie eosinofile) 


(1) Ricordero tuttavia che i primissimi segni della metamorfosi cioe gli abbozzi delle 
zampe posteriori, rappresentati da accumuli cellulari visibili nelle sezioni microscopiche, 
compaiono in tutte le specie da me studiate gia verso i 20-22 mm. di lunghezza totale. 
Ad ogni modo essi non sono ancora in modo assoluto accennati nei girini di 15-16 mm. di 
lunghezza totale. 

(2) Anche in queste due ultime specie, in condizioni normali, i primi segni esteriori 
della metamorfosi appaiono verso 1 30 mm. di lunghezza totale e spesso anche dopo, ei 
primi abbozzi degli arti posteriori non sono visibili prima dei 20 mm. di lunghezza totale. 

(3) Benazzi-Lenrati G., Sut rapporti tra Pevoluzione istologica delle isole endocrine 
del pancreas e la funzione glicogenica del fegato. « Monit. Zool. it.», anno XLIV, n. 3, 1933. 

(4) Le isole eosinofile del Laguesse non sono ancora ben evidenti in feti di Mus 
musculus di 12 mm., in quelli di 16 mm. sono gia quasi tutte scomparse, trasformandosi 
in isole di tipo intermedio, che si mantengono fin quasi al termine del primo mese di 
vita extrauterina. 
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sarebbero gia funzionanti, in quanto alla loro comparsa si notano le prime 
tracce di glicogene nel fegato: quindi, secondo |’A., e contrariamente al- 
’opinione di Aron, linizio dell’attivita del pancreas endocrino sarebbe ante- 
riore all’instaurarsi della struttura definitiva delle isole. 

Le isole primarie degli Anfibi non possono, per la loro struttura istolo- 
gica, essere del tutto assimilate alle isole primarie dei Mammiferi, come alle 
isole di tipo intermedio descritte dalla Benazzi—Lentati nel topo; tuttavia si 
puo osservare come, sia nel topo e sia negli Anfibi anuri studiati, il glico- 
gene compaia nel fegato quando le isole indocrine del pancreas non hanno 
ancora assunto la struttura tipica dell’adulto. 


Fisiologia. — Limiti di sensibilita del metodo del residuo secco 
per la determinazione del tasso idremico, secondo Juar Bang“. Nota 
di E. Serianni, presentata™® dal Corrisp. S. BaGLIont. 


Jvar Bang, nella succinta descrizione del metodo %), acceuna soltanto 
a possibilita teoriche d’errore. Bracaloni“, il quale, mediante opportune mo- 
dificazioni, ha reso il metodo pil agile e preciso, per cid che riguarda la 
sensibilita di esso ha eseguito un solo saggio, basato sul confronto dei va- 
lori ottenuti da sei campioni di sangue prelevati nello stesso individuo, tenuto 
a riposo, nel corso di un’ora: la differenza massima osservata é stata di Se be 
Gli altri AA. o non si riferiscono affatto alla sensibilita del metodo oppure 
si limitano all’affermazione generica di aver ottenuto un buon rendimento. 

Mi & sembrato opportuno, prima di proseguire le indagini sulla idremia 
col metodo del residuo secco, iniziare una serie di ricerche intese a colmare 
questa lacuna. Non solo per un principio di norma generale, ma anche, in 
particolare, per Vindole dei risultati ottenuti, in varie condizioni d’esperi- 
mento, con l’uso di detto metodo. Tali risultati ci dicono che il tasso idre- 
mico, anche in seguito ad ingestione di notevoli quantita d’acqua, presenta 
oscillazioni lievi, variando raramente oltre il 2a: 

Brahm e Bjelchowsky “), nei cani, anche dopo somministrazione di 
cc. 28 di acqua per Kg. di peso, non ottennero aumenti superiori all’t-14°/o. 


(1) Ricerche eseguite nell’Istituto di Fisiologia Umana della R. Universita di Roma. 

(2) Nella seduta del 3 dicembre 1933. 

(3) Bane Ivar, Mikromethoden zur Blutuntersuchung. Bergmann, Minchen u. Wies- 
baden (vierte u. fiinfte Auflage). 

(4) BracaLont L., Microtecnica per la determinazione del contenuto in acqua del sangue. 
« Arch, di Farmacol. Sper. ». Roma, 1929. 

(5) BraHM u. ByjELcHowsky, Ueber Aenderung des Wassergehaltes des Blutes nach- 
peroralen Wassergaben, «Klin. Woch.», 1928, 42, p. 204. 


Cassinis e Bracaloni “), nell’uomo, durante gli esercizi fisici, solo in due casi 
Oosservarono diminuizioni di 2.39 e 2.15°/,; negli altri casi le oscillazioni 
non raggiunsero mai il valore del 2°/,; da notare che anche nel riposo, du- 
rante le 2-3 ore d’osservazione, si verificarono variazioni tra 0.20 e 0.90°/o. 
Bracaloni), in analoghe successive ricerche, ottenne oscillazioni tra 0.07 e 
1.23°/o. Galamini e Lamanna G), Galamini e Serianni (4), nell’uomo con som- 
ministrazione di acqua e di alcool o di glicosio, osservarono, variazioni in 
pit o in meno, in media del valore di 0.5°/5. Kiss), nell’uomo in seguito 
ad ingestione di un litro di acqua, riscontro una diluizione massima del sangue 
del 3.5°/.. Perémy (), invece, nelle stesse condizioni, poté notare oscilla- 
zioni solamente tra 0.3 e 0.6°/,. Solarino “), nei cani, riusci a provocare con 
somministrazione di forte quantita d’acqua (300 cc.), in un caso, un aumento 
massimo del tasso idremico da 79°/, a 83°/o. 

Prima di passare alle indagini eseguite, accennerd al principio e alle 
varie fasi del metodo. 

I] principio & molto semplice: si tratta di determinare il peso, prima 
e dopo Vessiccamento in stufa a 100°, di una piccola quantita di sangue 
(cc. 0,1-0,15) e di risalire, con un facile calcolo, dalla differenza dei due 
valori alla quantita percentuale di acqua nel sangue. 

Si preparano dei pesafiltri (3 per 5 cm.), a buona tenuta, in modo che 
siano ben puliti e asciutti, vi si introduce una cartina da filtro e si portano 
a «peso costante » mediante essiccamento in stufa a 100° per la durata di 
un’ora ogni volta. Generalmente bastano due pesate per ottenere il « peso 
costante » dei pesafiltri, cioe una differenza tra le due pesate inferiore mmg. 0,2. 

Quindi si prepara tutto per la presa del sangue; quando questo esce 
dall’incisione del polpastrello del dito, si apre il pesafiltro, si prende rapi- 
damente la cartina con una pinzetta e si imbeve con 3 0 4 gocce di sangue, 
si ripone nel pesafiltro che viene ricoperto immediatamente. Si pesa e si 
nota il peso. II pesafiltro & riportato in stufa dove & tenuto a 100° per 


(1) Bracatont L., Curva idremica normale (a digiuno) in diversi esercizi fisict di breve 
durata. «R. Accad. dei Lincei», XII, 1930, p. 252. 

(2) Cassinis U. e BracaLont L., Sulla curva idremica normale nel riposo, nella marcia 
e nella corsa. «R. Accad. dei Lincei», IX, febbraio, 1929, p. 355. 

(3) GaLamint A. e LAMANNA, Modificazione dei tassi alcoolemico e idremico in seguito 
a somministrazione di alcool ed acqua, «R. Accad. dei Lincei», XIII, 1931, p. 143. 

(4) GaLcamini A. e SeRIANNI E., Modificazione dei tassi glicemico e idremico in seguito 
a somministrazione di glicosio e acqua, «R. Accad. dei Lincei», XIV, 1931, p. 378. 

(5) Kiss J., Ueber Verdnderungen des Blutwassergehaltes auf von Trockensubstanzbestim- 
mungen bei gesunden, leberkranken und hypophysaren Erkrankungen. « Deutsch. Arch. f. Klin. 
Med.», Bd. 157, pp. 202-207, 1927. 

(6) PerEMy G., Untersuchungen iiber den Wasserstoffwechsel bei gesunden und inner- 
sekretorischen Kranken, «Z. Klin. Med.», 1143 340-345, 1930. 

(7) Sorarino G., Sul comportamento del contenuto in acqua del sangue durante il pe- 
riodo digestivo e sui fattori che lo determinano, « Boll. Soc. ital. di Biol. Sper. », 6 aprile 1931. 


un’ora — lasciato, s’intende, aperto. Dopo un’ora di raffreddamento nell’essic- 
catore a CaCl, o H,SO,, si ripesa di nuovo il tutto. Ripetendo |’ essicca- 
mento con le stesse modalita, si procede ad una successiva pesata. Se le due 
pesate hanno dato Jo stesso risultato, l’operazione & terminata; in caso di- 
verso, si ricorre ad ulteriori pesate finché si ottiene il « peso costante ». 

Avremo cosi la quantita di sangue prelevata dalla differenza tra il peso 
dei pesafiltri senza sangue e il valore ottenuto dalla pesata del sangue fresco, 
il residuo secco si otterrd sottraendo dal valore del « peso costante » dopo 
l’essiccamento il valore del peso costante ottenuto prima dell’introduzione 
del sangue nei pesafiltri stessi. 

Questo, per sommi capi, é il metodo originale secondo J. Bang. Noi 
generalmente abbiamo adottate le modificazioni proposte da Bracaloni, tra 
cui quella dell’uso, nel prelevamento del sangue, di una micropipetta, e per 
le quali, come per tutte le altre particolarita dell’esecuzione del metodo, ri- 
mandiamo al lavoro dell’Autore. 


Le determinazioni sono state eseguite sull’uomo, in tre soggetti giovani 
e sani. Data l’indole del Javoro, si ¢ avuta speciale cura nell’osservanza delle 
pi. minute cautele di tecnica; per lessicamento é stata adoperata, per una 
serie di determinazioni, una stufa ad acqua e, per un’altra, una stufa a secco; 
le pesate sono state eseguite con bilancia analitica, rigorosamente e ripetu- 
tamente controllata, una «Sartorius » con sensibilita a mgr. 0,I. 

Per saggiare la sensibilita del metodo si € proceduto in 116 esami 
sull’uomo alla determinazione del tasso idremico su doppio campione di 
sangue prelevato contemporaneamente o dalla stessa puntura o da punture 
diverse di un polpastrello delle dita. 

In nessun caso sono stati ottenuti valori identici: ¢ stato notato tra 
un campione e altro del doppio prelevamento un massimo di differenza 
del 0,87 °/., un minimo di 0,04 °/, con una media del 0,34 °/o. 

Stando quindi alla nostra statistica, i limiti di sensibilita del metodo 
sono rappresentati da tali cifre. 

Si & proceduto poi al confronto tra doppi campioni di sangue prelevati 
dai polpastrelli delle dita e direttamente dalle vene del gomito per stabilire 
se, come alcuni AA. ammettono, colla inevitabile, seppur lieve, spremitura 
dei polpastrelli per facilitare la fuoruscita del sangue dalla puntura, si deter- 
minasse una immissione nel sangue stesso di linfa in quantita variabili da 
indurre una variazione eftfettiva della percentuale idrica anche tra un campione 
e Valtro del prelevamento contemporaneo. 

Ma anche tra campioni prelevati dalle vene, per quanto in numero esiguo 
(8 doppi campioni), sono state osservate differenze da un massimo di 0,52 °/. 
ad un minimo di 0,18 °/,. 

Nel dubbio che l’uso nel prelevamento del sangue delle micro—pipette 
potesse influire sulla sensibilita notata, si ¢ voluto ritornare al metodo ori- 


ony . 


ginale di Bang, secondo il quale, come abbiamo gia riferito, la cartina viene 
imbevuta direttamente col sangue. 

In 10 doppi campioni di sangue, prelevati evitando l’uso della micro- 
pipetta, le differenze ottenute sono state di un minimo di 0.22 °/, e di un 
massimo di 0.72 °,. 

L’uso della micropipetta, pertanto, mentre ¢ indicato rendendo pit co- 
modo e preciso il prelevamento, non influisce nella determinazione degli 
scarti osservati. 


Da un controllo per stabilire se si verificasse anche in pesafiltri a mi- 
gliore tenuta possibile l’evaporazione di una certa quantita di acqua nell’ inter- 
vallo, normalmente breve, che intercede tra il versamento del sangue e la 
pesata successiva, € risultato che non si riesce ad evitare una modica evapora- 
zione, dalla quale il calcolo percentuale pud essere modificato in misura 
lievissima e precisamente di ca. 0.025 °/o. 

Si @ voluto poi studiare il comportamento del metodo sostituendo al 
sangue acqua bidistillata. 

Anche con l’acqua si sono avute differenze: in un numero limitato di 
osservazioni (4 pesafiltri) esse sono state del 0.34 °/o come massimo e del 
0.19 °/6 come minimo. 

Inoltre & stato notato che con l’essiccamento alla temperatura di 100° 
non tutta l’acqua evapora; l’evaporazione di essa, secondo le determinazioni 
eseguite, ¢ stata di un massimo di 99.91 °/. e€ di un minimo G0 955 7e° 00 

L’essiccamento completo si é¢ ottenuto, in successive esperienze con 
Vacqua bidistillata, con temperature intorno ai 120° ¢ le differenze per questi 
pesafiltri (n. 3 solamente) sono state di mgr. 0.I-0.2. 

Una tale temperatura non € perd adatta per il sangue: per Je modifica- 
zioni ch’esso potrebbe subire e per la conseguente evaporazione di prodotti 
di esse. 

Infine, si ¢ proceduto al controllo del cosi detto « peso costante » dei 
pesafiltri, intendendo per « peso costante » quel peso di un corpo o sostanza 
qualunque che in due successive pesate di precisione, eseguite nelle stesse 
condizioni, non presenti variazione o questa sia inferiore a mmgr. 0.2. 

Basta pensare che talvolta detta costanza del peso dei pesafiltri non sia 
che apparente, avvenendo durante le successive pesate spostamenti di livello, 
che sfuggono inevitabilmente all’osservazione, percht si debba ammettere la 
ripercussione sul calcolo percentuale di una variazione dovuta al contenente 
e non al contenuto che si voleva studiare. 

Pervenuti al « peso costante » dei pesafiltri vuoti di sangue, prima di 
procedere alla prova, sono state ancora eseguite successive pesate di con- 
trollo dopo ulteriori relativi essiccamenti. Anche per pesafiltri col sangue e 
stato adottato lo stesso procedimento. 


Tali ricerche di controllo sono state eseguite su 47 pesafiltri (21 senza 
sangue e 26 con sangue); le pesate successive al « peso costante» hanno 
raggiunto anche i] numero di quattro per ogni pesafiltro. 

Per n. 22 pesafiltri non si sono avute variazioni, per gli altri 25 sono 
State notate variazioni in qualche caso fino a mmer. 0.10; la media é stata 
di mmegr. 0.24. 

Per i pesafiltri con sangue non ¢é possibile naturalmente precisare se 
linstabilita del peso sia dovuta al contenente (pesafiltro e cartina) o al 
contenuto (sangue). 

Le variazioni massime tuttavia sono state ottenute specialmente con 
pesafiltri vuoti di sangue. 

Queste cifre ci dimostrano la difficolta di una misura esatta del « peso 
costante » nelle condizioni di esperimento. Valori uguali di due o tre pesate 
successive possono essere corretti da altri, che si rivelano pili esatti, otte- 
nuti insistendo nelle prove di controllo. 

I limiti di variazione, osservati nella misura del « peso costante », sono 
tali da giustificare, in gran parte, le differenze tra i valori del tasso idremico 
delle prove eseguite contemporaneamente sullo stesso sangue; e sembra per- 
tanto lecito attribuire alle difficolta inerenti alla misura del « peso costante », 
un’importanza preponderante nel limitare la sensibilita del metodo del residuo 
secco usato per il dosaggio del tasso idremico. 

Noi, per questo controllo, ci siamo posti, pur con tutto il rigore pos- 
sibile, in condizioni usuali di procedimento. 

Non possiamo quindi escludere che la sensibilita del metodo possa es- 
sere migliorata con mezzi sperimentali pit: sensibili (bilance a maggiore 
sensibilita e stufe capaci di una costanza di temperatura piu perfetta). 


Conctusiont. — La sensibiliti del metodo di Bang per la determina- 
zione del tasso idremico ¢ stata saggiata in 116 esami sull’uomo mediante 
il dosaggio su doppio campione di sangue prelevato contemporaneamente dai 
polpastrelli delle dita, facendo il confronto anche con doppi campioni di 
sangue prelevati direttamente dalle vene del gomito. 

In nessun caso sono stati ottenuti valori identici: € stato notato tra 
un campione e l’altro del doppio prelevamento un massimo di differenza 
di 0.87 °/,, un minimo di 0.04, con una media di O.3 a hae 


Patologia Vegetale. — La « Phytophthora (Blepharospora) 
cambivora » Petri sul noce‘?, Nota di M. Curzi presentata © 
da] Corrisp. L. Perrr. 


Fin dai primi tempi in cui gli agronomi, i botanici e i fitopatologi 
rivolsero la loro attenzione a la pil grave malattia del castagno (Castanea 
sativa M.), che il Planchon chiamo maladie de lencre, venne segnalata una 
malattia simile sul noce (Juglans regia L.), che parecchi autori defi- 
nirono identica a quella del castagno. 

fl Selva G) per primo nel 1872, e poi il Savastano™ nel 1884, il 
Comes 6) nel 1887 e il Salvi © nel 1910, non hanno separato la malattia 
del castagno da quella del noce e tale idea ha conservato il Comes @ nel 
1916 e il Savastano ©) fino a gli ultimi anni, ignorando la vera causa del 
mal dell’inchiostro del castagno, la Phytophthora (Blepharospora) cambivora, 
scoperta dal Petri in Italia nel 1917, e riscontrata poi in Francia dal 
Dufrenoy “°) e recentemente in Inghilterra dal Day ¢” e negli Stati Uniti di 
America da Milburn e Gravatt (2), 


(1) Lavoro eseguito nella R. Stazione di Patologia Vegetale di Roma. 

(2) Nella seduta del 17 dicembre 1933. 

(3) F. Serva, Memoria per servire allo studio della malattia dei castagni. Biella, 1872. 

(4) L. Savasrano, Gommose caulinaire et radicale dans les Aurantiacées, Amygdaleées, 
le Figuier, l Olivier, et noircissement du Noyer. « Compt. Rend. Acad. Sc. Paris », p. 4, 
décembre 1884; I fatti traumatici nella gommosi degli agrumi ed amigdalee e nel nerume del 
noce. « Annuario R. Sc. Sup. Agric. Portici», vol. IV, fasc. IV, p. 24, 1885. 

(5) O. Comes, I] mal nero o la gommosi nella vite e in qualsiasi pianta legnosa e gli 
eccessivi sbalzi di temperatura. « Atti R. Ist. d’Incor. Sc.», vol. VI, n. 10, p. 18, 1887. 

(6) G. Sarvyi, Il mal dell’ inchiostro. « L’agricoltura Italiana», 1910. 

(7) O. Comes, La profilassi nella Patologia Vegetale. «R. Istit. d’Incor. di Napoli», 
p- 43, 1916. 

(8) L. Savasrano, La cura del mal secco negli alberi fruttiferi. « Boll. R. Staz. Sp. 
Agr. é€ Frutt. Acireale», 51. 15. pp... 3-figsy 1925. 

(9) L. Perri, Studi sulla malattia del castagno detta « dell inchiostro». « Annali R. Ist. 
Sup. Forest. Naz.», vol. II, p. 181, 41 fig., tav. II-V, 1917; Ricerche sulla morfologia e 
biologia della Blepharospora cambivora parassita del castagno. « Rend. R. Accad. Lincei», 
Wolk ROOMS BSE oy DO Sos tees 1h Opin 

(10) J. Durrenoy, Déperissements des arbres dans le Massif Central. « Bull. Office Agr. 
Région du Massif Central (Clermont-Ferrand) », VIII, pp. 101-119, 11 fig., 1927; La ma- 
ladie du chataignier. Limoges, Impr. Commerc. Perrette, p. 7, 1 fig., 1929; La lutte contre 
la maladie des chitaigniers. « Ann. des Epiphyties », XVI, 1, pp. 25-49, 5 pl., 15 fig-, 1930. 

(11) W. R. Day, The ink disease in England. «Forestry», VI, 2, p. 182, 1932. 

(12) M. Mirpurn and G. F, Gravatt, Preliminary note on a Phytophthora root disease 
of Chestnut. « Phytopathology », vol. XXH, p. 977, 1932. 


Questo parassita, che non é stato mai trovato sul noce, |’ ho isolato 
recentemente da piantine di Juglans regia affette da un marciume del fittone 
e del colletto non diverso da quello che caratterizza nel castagno il mal 
dell’ inchiostro. 

Nell’agosto scorso, nel vivaio della Milizia Forestale del forte di Pie- 
tralata nei pressi di Roma, ho osservato una intensa infezione su un pian- 
tonaio di noce, con circa il 70°/, delle piante colpite. A poche diecine di 
metri, in un altro appezzamento del vivaio a castagno, ho trovato la me- 
desima infezione, la quale aveva tutte le manifestazioni del mal dell’ in- 
chiostro; essa perO era meno grave e si limitava soltanto a colpire alcune 
piante sparse, le quali si distinguevano nettamente dalle altre sane in mezzo 
a la piantagione. 

L’aver riscontrato nello stesso vivaio piante di castagno e di noce con 
i medesimi sintomi patologici, mi fece subito pensare a un’unica sorgente 
d’ infezione, la quale doveva quasi certamente derivare dal letame usato nella 
concimazione del terreno, sia perché i boschi di castagno infetti non erano 
prossimi al vivaio e sia anche perche per |’ irrigazione veniva usata esclu- 
sivamente l’acqua potabile. Non & perd da escludere che l’infezione sia stata 
portata con le stesse castagne usate per Ja semina. 

L’esame microscopico degli organi infetti delle due specie di piante mi 
porto a rilevare, specialmente in corrispondenza del cambio e del parenchima 
corticale, un micelio ficomicetoide dal comportamento parassitario al cui svi- 
luppo era strettamente legata l’alterazione dei tessuti. Tale micelio l’ho iso- 
lato in coltura, prelevando asetticamente dei pezzettini di tessuto nelle zone 
limiti delle macchie fra la parte sana e quella ammalata, ponendoli in tubi 
di coltura con agar carota o con agar patata glucosato. 

L’isolamento venne eseguito separatamente da 5 piante di castagno e 
da 12 di noce e porto sempre a lo sviluppo nei tubi di coltura del me- 
desimo fungo, corrispondente nei caratteri morfologici e culturali alla Phy- 
tophthora (Blepharospora) cambivora. Non in tutte le colture d’ isolamento ho 
pero ottenuto il parassita; nella grande maggioranza di esse non si & svi- 
luppato alcun microrganismo e l’agar é rimasto sterile con il pezzettino di 
tessuto introdotto. Nelle prove d’isolamento dal castagno ho avuto lo svi- 
luppo del fungo su oltre il 30°/, dei tubi, mentre in quelle del noce tale 
percentuale arrivava appena al 10°/,. Non si pud spiegare un simile fatto 
senza ammettere una certa tossicita sul micelio del parassita da parte del 
liquido nerastro, ricco di tannino, che impregna i tessuti e che nel noce 
essuda spesso abbondantemente all’esterno dalle macchie di infezione. Questa 
& forse la ragione per cui !’ isolamento della Phytophthora cambivora dal noce 
non é riuscito ad altri che hanno tentato. 

La stessa peronosporinea ho pure isolata da piantine di castagno pro- 
venienti da Tempio Pausania (Sardegna). 
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Le colture del parassita ottenute dal noce e quelle derivate dall’ isola- 
mento dalle piantine di castagno da Roma e dalla Sardegna, le ho confron- 
tate su vari substrati fra di loro e con colture gia esistenti nella collezione 
di colture vive che mantengo in questa Stazione, delle quali una isolata dal 
Petri dal castagno in Italia e le altre dal Dufrenoy isolate da castagni nel 
territorio francese. Tutte queste colture si corrispondono nelle diverse con- 
dizioni ambientali e non presentano nemmeno differenze tali da poter di- 
stinguere fra esse degli stipiti distinti culturalmente nell’orbita della stessa 
specie. 

Le due colture di Phytophthora cambivora che ho isolate dal noce e dal 
castagno a Roma I’ho anche confrontate in un primo esperimento di ino- 
culazione su due giovani piante di noce e di castagno del Campo Speri- 
mentale di questa R. Stazione, le quali avevano il fusto del diametro di 
circa 6 cm. Tanto sull’uno quanto sull’altro ospite, ho inoculato separata- 
mente, in due punti differenti del fusto, a qualche centimetro al disopra del 
livello del terreno, il micelio delle due colture, attraverso a una piccola le- 
sione corticale praticata col bisturi. Le ferite le ho poi fasciate con ovatta 
€ protette con carta pergamenata. Dopo un mese ho tolto simili protezioni 
e la corteccia attorno a tutti e quattro i punti d’infezione appariva depressa 
e imbrunita. Le inoculazioni erano state eseguite il 28 agosto. 

A tre mesi da questa data ho constatato sui fusti striscie d’infezione © 
longitudinali della larghezza di 1,5-3 cm. nel castagnoe di 2-4 cm. nel 
noce, e della lunghezza di 10-30 cm., come é indicato nella seguente tabella. 


| Lunghezza delle macchie d’infezione 


Colture del parassita i 
| su noce su castagno 
| 
AGmlsolatat dalsmoce™.( ou) “uel Ste) 14 cm. 20 cm. 
| 
B. Isolata dal castagno . | 10» 30 » 


Con tali inoculazioni non ho avuto l’intenzione di riprodurre la ma- 
lattia, che mi riprometterO di eseguire in seguito con le infezioni artificiali 
al colletto e alle radici, ma ho voluto fare una prova preliminare per sag- 
giare il comportamento delle due colture del fungo nei due ospiti. Comunque 
sia stato eseguito, questo primo saggio sperimentale dimostra che lo stesso 
parassita pud attaccare le due piante, per quanto possa presentare degli sti- 
piti con una virulenza maggiore o minore per l’una o per l’altra specie. 
Nel 1918 il Petri“) esegui alcune inoculazioni su giovani piante di noce 

(1) L. Perri, Studi sulla malattia del castagno detta dell’« Inchiostro». Morfologia e 
biologia del micelio parassita. « Ann. R. Ist. Sup. Forest. Naz. », vol. III, p. 34, 8 fig., tav. IV> 
1918. 
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con esito negativo, e cid o perché l’inoculazione venne eseguita in condi- 


zioni ambientali tutt’altro che propizie oppure anche perche ebbe a incon- 
trarsi con stipiti resistenti di Juglans regia. 


Da quanto ho esposto posso affermare fin d’ora che il noce puo essere 
attaccato dalla Phytophthora cambivora; e la malattia del colletto delle piante 
di noce segnalata pit’ volte in Italia sotto il nome di merume, di mal nero 
o di gommosi non é che il mal dell’inchiostro. 

La malattia venne attribuita in Italia prima ai sensibili sbalzi di tem- 
peratura dal Comes) e dal Savastano®), in seguito a batterii dal Sava- 
stano 6), mentre il Trotter “ precisava nel 1921 che doveva essere causata 
da un micelio indeterminato che invadeva le grosse radici, il colletto e la 
parte inferiore del fusto. 

In Francia € stata riscontrata pil volte una malattia simile che Pril- 
lieux e Delacroix 6) nel 1898 attribuirono all’ Armillaria mellea Vahl. e che 
nel dopo guerra Guinier, Capus e Feytaud Gard ®, ed altri hanno 
sempre considerata come un marciume radicale prodotto da questo imeno- 
micete, per quanto le descrizioni dei sintomi, in molti casi, corrispondessero 
a quelli del merume 9) descritto in Italia dal Savastano fin dal 1884. Non 
ho dati per negare il parassitismo primario dell’ Armillaria mellea sul noce, 


()ROpacita ps 

(2) §Opimicitonay paet. 

(3) L. Savasrano, Patologia arborea applicata. R. Ist. Tip. Giannini, Napoli. Vedi 
p- 123 € pp. 166-172; Delle epidemie italiane del mal secco negli Agrumi, Albicoccheti, Fi- 
cheti, Noceti e Gelseti. Studio di chimica arborea. « Ann. R. Staz. Sper. Agrum. e Frutt. Aci- 
reale», VII, pp. 89-176, 6 pl., 4 fig., 1923. 

(4) A. Trorrer, Nerume o mal nero del noce. « Rivista Agraria», 1921; « Boll. men- 
sile R. Stazione Pat. Veg.». Roma, If, 7-9, pp. 106-107, 1921. 

(5) M. E. Pritireux et M. G. Deracrorx, Les maladies des Noyers en France. « Bull. Mi- 
nistére Agric.», p. 14. Paris, 1898. 

(6) Ph. Guinter, Sur une maladie du Noyer due a l'« Armillaria mellea». « Bull. Soc. 
Path. Vég. France», to. IV, pp. 27-29, 1917. 

(7) J. Capus et J. Feyraup, Note sur une maladie du Noyer. « Bull. Soc. Path. Végét. 
France», to. V, pp. 61-63, 1918. 

~ (8) M. Garp, Sur le deperissement de Noyers dans quelques régions de la France. « Bull. 
Soc. Path. Vég.», to. VIII, 1, pp. 41-44, 19213 L’« Armillaria (“ Armillariella Karst. ay 
mellea Vahl.» et le pourridié du Noyer. «Bull. Soc. Path. Veg. et Ent. INR, (WOH 85 Tis 
pp- 55-62, 3 pl., 3 fig., 1933; Le pourridié du Noyer. Principe du traitement curatif. « Rev. 
de Bot. Appliquée », to. V, 43, pp. 217-222, 1925; L’« Armillaria mellea Vabl.» produit 
deux sorles de pourridié chez le Noyer (« Juglans regia L.»). « Rev. Path. Veg. et Ent. Agr. », 
to. XIII, 2, pp. 183-185, 1926; A propos des « mourios » de V Aveyron. « Rev. Path. Vég. et 
Ent. Agr.», to. XVI, 1, pp. 24-26, 1927. 

(9) Sotto questo nome il SavasTano (op. cit.) non comprendeva soltanto il marciume 
del colletto, ma anche la batteriosi da Bacterium Juglandis (Pierce) E. F. Sm., e, come 
giustamente fa osservare il PErrr (op. cit.), anche il marciume radicale e la carie da Po- 
Ivporus caudicinus (Scop.) Kohl. (P. sulphurens «Bull. Fr.»). 
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benché nessuno dei succitati autori labbiano dimostrato in modo inconte- 
stabile, con prove di inoculazioni artificiali delle colture pure del fungo. 
Questo agarico ¢ un parassita radicale di molte piante fruttifere e pud quindi 
attaccare anche il noce, ma non si pud pero renderlo responsabile della 
scomparsa dei noceti in alcune regioni della Francia per il solo fatto che 
ai piedi delle piante morte si sviluppino spesso i suoi carpofori. 

Ma oltre che in Francia, dubito che la Phytophthora cambivora sul noce 
sia presente anche in altri paesi. Cosi credo che ad essa deve facilmente 
riportarsi il marciume indeterminato del noce segnalato nei vivai della Ce- 
coslovacchia dal Baudy$) e il deperimento e la scomparsa dei noci in 
qualche altro paese, dato che questo parassita mostra di avere, secondo al- 
cuni recenti studi, una diffusione mondiale ed un’azione parassitaria non li- 
mitata. 

Il Day ® Pha riscontrato in Inghilterra anche sul fageio (Fagus silva- 
ica L.) e il Weger%) nel Transwaal  sull’avocado (Persea gratissima G.). 

Io sono stato il primo a constatare la presenza della Phytophthora cam- 
bivora sul noce, ma probabilmente non sono stato il primo a riscontrarla 
su tale ospite, poiché negli ultimi anni sono stati isolati all’estero degli sti- 
piti di Phytophthora da diverse specie di Juglans la determinazione di alcuni 
dei quali merita di essere riveduta. 

Nella California Ralph E. Smith ed Elizabeth H. Smith hanno iso- 
lato nel 1925 da Juglans Hindsii Saxg. uno stipite tipico di Phytophthora 
cactorum (Leb. et Coh.) Schr. mentre il Barrett () studiava il crown rot 
del noce, il cui studio é stato ulteriormente terminato in collaborazione di 
C. O. Smith ©. I sintomi di questa malattia corrispondono a quello del 
mal dell’inchiostro e come questo & dovuto a Phytophthora, che eli autori 
hanno ripetutamente isolato dalle piante infette e che provvisoriamente hanno 
tiferito a Phytophthora cactorum. Sono preferibilmente attaccati i noci indigeni 
(Juglans californica Wats. e Juglans Hindsii) usati cola come porta innesti 
del Juglans regia. L’ infezione colpisce specialmente il portainnesto, le ra- 
dici e il colletto delle piante, ma in seguito risale per un po’ anche sul 
tronco del noce nostrale. 


(1) E. Baupys, Fytopathologické poxnamky. « V. Ochrana Rostlin », IX, 5, pp. 108-128, 
10 fig., 1929. 

(2) Op. cit. 

(3) V. A. Wacker, Diseases of plants in South Africa due to members of the Pythiuceae. 
«S. Africa Dept. of Agr. Sc. Bull.», 105, p. 43, 18 fig., 1931. 

(4) R. E. Smiry and E. H. Smirn, Further studies on Pythiaceous infection of deciduous 
fruit trees in California. «Phytopathology », XV, pp. 389-404, 6 fig., 1925. 

(5) J. T. Barrett, Phytophthora in relation to crown rot of Walnut. « Phytopathology », 
XVII, 11, pp. 948-949, 1928. 

(6) C. O. SmitH and J. T. Barrerr, Some inoculations of Juglans with Phytophthora 
like fungi. « Phytopathology », XX, 10, pp. 849-850, 1930; Crown. rot of Juglans in Cali- 
fornia. « Journ. Agric. Res.», XLIII, pp. 885-904, 9 fig., 1931. 
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Se non tutti gli stipiti di Phytophthora isolati da Barrett e Smith possono 
rientrare nel gruppo cactorum & certo che l’agente del crown rot del noce 
trovato in California non pud confondersi con quello del mal dell’inchiostro 
del noce in Europa. FE invece affine e probabilmente identico con quest’ul- 
timo, il crown rot del noce in Australia descritto dalla sig.na Cookson“) 
nel 1929 e attribuito alla Phytophthora parasitica Dastur. La descrizione che 
Vautrice di del parassita mi sembra pil corrispondente a quella della Phy- 


tophthora cambivora che a quella della specie alla quale il fungo © stato ri- 
ferito. 


Biologia. — Dell’esistenza di una grande ghiandola sebacea nel condotto 
uditivo esterno dei muridi nostrali. Nota di J. ELena Rotanp, pres. dal Socio 
E. GIACOMINI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Biologia. — Morfogenesi dell’orecchio esterno. Nota di J. ELena Rotanb, 
pres. dal Socio E. GIacomint. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) J. C. Cookson, An account of a crown rot of English Walnut trees in Victoria. 
«Proc. Roy. Soc. Victoria», N. S. XLII, 1, pp. 5-25, 1 pl., 26 fig., 1929. 
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angolari». Petosr L. 218. 

— «Correnti nei conduttori ad onde asso- 
ciate». PERETTI G. 547. 
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— «Caratteristiche qualitative nel problema 
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Patologia. — «Influenzamento della in- 
fiammazione in via ematogena». Cat- 
cINAI M. 73. 

Patologia vegetale. — «La “Phyto- 
phthora (Blepharospora) cambivora” Pe- 
tri sul noce». Curzi M. 587. 

Personale accademico. — 407, 525. 

Plichi suggellati. — 407. 
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